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Speed Check

   지수함수와 로그함수

01. 지수

Step 1  우수 기출 대표 문제� pp.9~10 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.11~14 Step 3   종합 사고력 문제� p.15 이것이 수능� p.16

01 ③	 02 -1	 03 ①	 04 ③	

05 ⑤	 06 ⑤	 07 124	 08 ④	

09 ③	 10 3	 11 ③	 12 125	

13 ①	 14 14	 15 ②

01 ⑤	 02 ②	 03 143	 04 11	 05 ③	 06 ④	 07 69	 08 ③	 09 ③

10 5	 11 212 	 12 ④	 13 ②	 14 972	 15 47	 16 ②	 17 3	 18 ①

19 11	 20 ③	 21 9	 22 225	 23 1
15 	 24 -2	 25 4	 26 ②	 27 ⑤

28 ③	 29 ⑤

01 26	 02 ①	 03 5	

04 648	 05 7	 06 13	

07 ②	 08 20

1 ①	 2 ③

3 ③	 4 ③

02. 로그

Step 1   우수 기출 대표 문제� p.18 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.19~21 Step 3   종합 사고력 문제� p.22 이것이 수능� p.23

01 ①	 02 27	 03 ①	 04 ③

05 ①	 06 -11	 07 ⑤	 08 80

01 ④	 02 ②	 03 34	 04 5	 05 ⑤	 06 42	 07 ④	 08 7	 09 ③

10 74	 11 ①	 12 2	 13 ④	 14 ③	 15 32	 16 ①	 17 ⑤	 18 12

19 12 	 20 ⑤	 21 ④	 22 
4'3
3 	23 467

01 2	 02 7	 03 27	

04 76	 05 12	 06 500	

07 78

1 ①	 2 13

3 45	 4 127

03. 지수함수

Step 1   우수 기출 대표 문제� pp.26~27 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.28~31 Step 3   종합 사고력 문제� p.32 이것이 수능� p.33

01 ③	 02 2'1�0	 03 ①	 04 ③

05 ⑤	 06 ④	 07 13	 08 ②

09 ④	 10 ④	 11 -1	 12 ①

13 a<1	 14 a> 1
2 		 15 ④

01 ③	 02 32 	 03 ④	 04 16	 05 2	 06 ⑤	 07 8	 08 ③	 09 ②

10 310	 11 ③	 12 ③	 13 -6	 14 3	 15 2764 	 16 ④	 17 100	 18 35

19 ④	 20 7	 21 ②	 22 6	 23 19	 24 ⑤	 25 -3	 26 ③	 27 36일

28 ④

01 17	 02 k<6	 03 ②

04 120	 05 1	 06 8	

07 39

1 16	 2 18

3 ⑤	

04. 로그함수

Step 1   우수 기출 대표 문제� pp.35~36 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.37~40 Step 3   종합 사고력 문제� p.41 이것이 수능� p.42

01 ⑤	 02 -1	 03 ④	 04 ⑤

05 -2	 06 -5	 07 ⑤	 08 1

09 ③	 10 ③	 11 23	 12 ④

13 16	 14 ④	 15 ⑤	 16 ③

01 ④	 02 2	 03 ⑤	 04 ②	 05 12 	 06 3
256 	 07 ②	 08 32 	 09 ②

10 15	 11 12	 12 ⑤	 13 ⑤	 14 ①	 15 16	 16 ②	 17 ③	 18 ④

19 1	 20 ④	 21 ③	 22 18 	 23 4	 24 ②	 25 63	 26 k<3

27 0<k< 1
8 	 28 ⑤	 29 ④	 30 6년

01 4	 02 ①	 03 1
1024

04 6	 05 21	 06 2'2
07 ⑤

1 75	 2 ③

3 ①	 4 192

   삼각함수

05. 삼각함수의 정의

Step 1  우수 기출 대표 문제� pp.45~46 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.47~50 Step 3   종합 사고력 문제� p.51 이것이 수능� p.52

01 ③	 02 6	 03 127 p	 04 ③

05 ④	 06 3'5p	07 ①	 08 12

09 ④	 10 ①	 11 8'5	 12 ④

13 ①	 14 ① 	 15 2	 16 ③

01 35 p	 02 ⑤	 03 4	 04 9	 05 25	 06 30	 07 8

08 ②	 09 ②	 10 ④	 11 3	 12 ④	 13 ⑤	 14 ③

15 ③	 16 ①	 17 ②	 18 
3'5
5 	 19 ②	 20 78 	 21 52 p

22 -
'3
2 	 23 ⑤	 24 24	 25 37	 26 ①	 27 ③	 28 23

29 48	 30 36

01 -1	 02 4	 03 p	

04 2'2�6	 05 218	 06 1003 p

07 
'6
3

1 ④	 2 ④

3 ⑤	 4 80
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06. 삼각함수의 그래프

Step 1   우수 기출 대표 문제� pp.54~55 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.56~59 Step 3   종합 사고력 문제� p.60 이것이 수능� p.61

01 ⑤	 02 ③	 03 5	 04 -1

05 
'3
2 p	 06 1	 07 ④	 08 76 p

09 ③	 10 ③	 11 ④	 12 
'3-1

2

13  ③	 14 ⑤ 	 15 ②

01 ①	 02 -
'3
2 	 03 4'3	 04 ④	 05 ③	 06 ⑤	 07 ②	 08 ④

09 ②	 10 5	 11 ④	 12 4	 13 -9	 14 ③	 15 7p	 16 ②	 17 ③

18 11	 19 ③	 20 ③	 21 a= 1
4  또는 

1
2 <a< 5

2 	 22 ②	 23 -
'3+1

2

24 3512 p	25 ③	 26 16	 27 9	 28 p6

01 a=30, b=p, c=40	

02 2pÛ`	 03 78	 04 - 3
4

05 
'2
2 	 06 ①	 07 18

1 ③	 2 480

3 ④

07. 사인법칙과 코사인법칙

Step 1   우수 기출 대표 문제� p.63 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.64~67 Step 3   종합 사고력 문제� p.68 이것이 수능� p.69

01 30	 02 ⑤	 03 ⑤	 04 ⑤

05 ④	 06 ③	 07 4'6	 08 
15'3
4

01 ④	 02 338 	 03 ④	 04 4'3	 05 23	 06 ⑤	 07 ⑤	 08 7	

09 30`m	10 
9'5
40 `cmÛ`	 11 ⑤	 12 ①	 13 291	 14 ④	

15 a=b인 이등변삼각형 또는 ∠C= p2 인 직각삼각형	 16 ④	 17 254 	 18 ③

19 ③	 20 2'3	 21 ③	 22 ⑤	 23 103	 24 14	 25 12	 26 ⑤	 27 4'7

01 31`km	 02 4	

03 3	 04 25	 05 12	

06 
2'3
3 	 07 7

1 27	 2 ②

3 ④	 4 ③

09. 수열의 합 

Step 1   우수 기출 대표 문제� p.83 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.84~87 Step 3   종합 사고력 문제� p.88 이것이 수능� p.89

01 ②	 02 ⑤	 03 24	 04 ①

05 2	 06 1	 07 2056	 08 ④

01 ④	 02 ②	 03 60	 04 188	 05 400	 06 ③	 07 ⑤	 08 10	

09 3025	 10 ②	 11 ①	 12 ②	 13 1
2020 	 14 240	 15 ⑤	 16 127

17 ②	 18 99	 19 120	 20 440	 21 ②	 22 120	 23 ②	 24 220	 25 ③

26 ④	 27 ①	 28 46	 29 ①	 30 ⑤	 31 231

01 1
101 	 02 5166	 03 ④	

04 8155 	 05 100	 06 7	

07 2144	 08 184

1 ③	 2 ①

3 ③	 4 395

10. 수학적 귀납법

Step 1   우수 기출 대표 문제� p.91 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.92~94 Step 3   종합 사고력 문제� p.95 이것이 수능� p.96

01 ③	 02 ③	 03 297	 04 ④

05 ④	 06 ③	 07 풀이 참조
01 8	 02 105	 03 ⑤	 04 - 1

2 	05 31	 06 ④	 07 624	 08 ④	 09 ②

10 ②	 11 ②	 12 158	 13 0	 14 ⑤	 15 54	 16 ③	 17 풀이 참조

18 풀이 참조	 19 ④	 20 풀이 참조

01 36	 02 ②	 03 ⑤

04 10	 05 129	 06 179

07 10

1 510	 2 ④

3 ①

   수열

08. 등차수열과 등비수열

Step 1  우수 기출 대표 문제� pp.73~74 Step 2   최고의 변별력 문제� pp.75~79 Step 3   종합 사고력 문제� p.80 이것이 수능� p.81

01 ③	 02 ③	 03 ⑤	 04 12

05 ③	 06 ④	 07 1545	 08 ④

09 ⑤	 10 ②	 11 ②	 12 ③

13 10	 14 50만 원	 15 ③

16 273

01 ①	 02 34	 03 4'3	 04 197	 05 24	 06 ⑤	 07 54

08 ①	 09 36	 10 ②	 11 612	 12 ②	 13 442	 14 43

15 ②	 16 ③	 17 ①	 18 ①	 19 ③	 20 ⑤	 21 15

22 25	 23 ④	 24 ⑤	 25 150'2	 26 ②	 27 101	 28 45

29 ①	 30 8	 31 ①	 32 1023	 33 ④	 34 762'2	 35 39

36 187

01 11	 02 ①	 03 1	

04 2'4�6	 05 - 57
8

06 435

1 ⑤	 2 117

3 9	 4 26
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지수함수와 로그함수

지수01

01 ③	 02 -1	 03 ①	 04 ③	 05 ⑤	

06 ⑤	 07 124	 08 ④	 09 ③	 10 3	

11 ③	 12 125	 13 ①	 14 14	 15 ②

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 pp. 9~10

ㄱ.		(-2)Ý`=16

		 16의 네제곱근은 xÝ`=16

		 xÛ`=4 또는 xÛ`=-4

		 ∴ x=Ñ2 또는 x=Ñ2i (거짓)

ㄴ.		a<0일 때, -a>0이므로 (Ü'¶-a)Ü`=-a (거짓)

ㄷ.		n이 홀수일 때, -3의 n제곱근 중에서 실수인 것은

		 Ç '¶-3=-Ç '3이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄷ뿐이다.� 답 ③

xn=99-n에서 x는 99-n의 n제곱근이다.

Ú	nÉ99이면 99-n¾0이므로

	 n이 홀수일 때, f(n)=1

	 n이 짝수일 때, f(n)=2

Û	n>99이면 99-n<0이므로

	 n이 홀수일 때, f(n)=1

	 n이 짝수일 때, f(n)=0

∴ ‌�f(2)- f(3)+ f(4)-y+ f(200)	  

={ f(2)- f(3)}+{ f(4)- f(5)}+y	  

+{ f(98)- f(99)}+{ f(100)- f(101)}+y	

+{ f(198)- f(199)}+ f(200)	  

=(2-1)_49+(0-1)_50+0	  

=49-50=-1� 답 -1

다른 풀이

Ú	n이 짝수일 때,

	‌� n<99이면 방정식 xn=99-n의 실근이 양수와 음수 

2개가 존재하므로 f(n)=2

	‌� n>99이면 방정식 xn=99-n의 실근이 존재하지 않

으므로 f(n)=0

Û	n이 홀수일 때,

	 방정식 xn=99-n의 실근은 항상 1개가 존재하므로

	 f(n)=1

∴ ‌�f(2)- f(3)+ f(4)-y+ f(200)	  

={ f(2)+ f(4)+ f(6)+y+ f(98)}	  

+{ f(100)+ f(102)+ f(104)+y+ f(200)}	

01

02

-{ f(3)+ f(5)+ f(7)+y+ f(199)}	

=2_49+0_51-1_99	  

=98-99=-1

A=Ü'3=3_4"Å3Ý`=Ú`Û'8�1
B=Ý'5=4_3"Å5Ü`=Ú`Û'¶125
C=¿¹Ü'1�2=2_3'1�2=ß'1 �2=6_2"�12Û`=Ú`Û'¶144
∴ A<B<C� 답 ①

다른 풀이

A=Ü'3 =3;3!;=(3Ý`);1Á2;=81;1Á2;

B=Ý'5 =5;4!;=(5Ü`);1Á2;=125;1Á2;

C=¿¹Ü'1�2=ß'1�2=12;6!;=(12Û`);1Á2;=144;1Á2;

∴ A<B<C

ㄱ.		
'a
Ý'a=

Ý"�aÛ`
Ý'a =Ý¾Ð aÛ`

a =Ý'§a (참)

ㄴ.		(Ü'a)Ý`=Ü"�aÝ`+Ú`Û'§a (거짓)

ㄷ.		Ü"ÃaÛ`'a=Ü¿¹"ÃaÝ`_a=Ü¿¹"ÅaÞ`=ß"ÅaÞ` (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

다른 풀이

ㄱ.		
'§a
Ý'§a=a;2!;Öa;4!;=a;2!;-;4!;=a;4!;=Ý'§a (참)

ㄴ.		(Ü'a)Ý`=(a;3!;)Ý`=a;3$;+a;1Á2;=Ú`Û'§a (거짓)

ㄷ.		�Ü"ÃaÛ`'§a=(aÛ`_a;2!;);3!;=(a;2%;);3!;=a;2%;_;3!;=a;6%;=ß"ÅaÞ`�(참)

이차방정식 xÛ`-3 Ü'2x+Ü'3�2=0에서 근과 계수의 관계에 

의하여

a+b=3 Ü'2, ab=Ü'3�2    yy㉠

∴ aÜ`+bÜ`‌�=(a+b)Ü`-3ab(a+b)	  

=(3 Ü'2)Ü`-3 Ü'3�2_3 Ü'2 (∵ ㉠)	  

=27_2-3Û`_Ü'6 �4	  

=54-9_4=54-36=18� 답 ⑤

2-2+1+2Û`+2Ý`+y+2100

2Û`+1+2-2+2-4+y+2-100

=
298(2-100+2-98+2-96+y+2Û`) 
2Û`+1+2-2+2-4+y+2-100  

=298=2;2!;_196=('2 )196

∴ n=196� 답 ⑤

("�3n );2!;=(3;2N;);2!;
=3;4N;, n"�3100=3

100
n  

3;4N;, 3
100
n 이 모두 자연수가 되도록 하는 n (n¾2인 자연수)

은 4의 배수이면서 100의 양의 약수이다.

03

04

05

06

07

Ⅰ. 지수함수와 로그함수
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Ⅰ. 지수함수와 로그함수 | 005

본문 pp. 9~10

=
2n
¾Ð 3

n-3-n

2 +3n+3-n

2   	 

=2n"Å3n=3;2÷n;=3;2!;='3� 답 ③

52a+b_5a-b=32_2에서

5(2a+b)+(a-b)=64

53a=4Ü`    ∴ 5a=4

이때 5a-b=2에서 
5a

5b =2

4
5b =2    ∴ 5b=2

따라서 4;a!;=5, 2;b!;=5이므로

4
a+b
ab =4;b!;+;a!;=4;b!;_4;a!;

	 =(2;b!;)Û`_4;a!;

	 =5Û`_5=125� 답 125

다른 풀이 1

5a-b=2에서 (5a-b)Þ`=2Þ`

55a-5b=32

이때 52a+b=32이므로 55a-5b=52a+b

밑이 5로 같으므로

5a-5b=2a+b

3a=6b    ∴ a=2b    yy㉠

㉠을 5a-b=2에 대입하면

52b-b=2, 5b=2    ∴ 2;b!;=5

㉠에서 
1
b=

2
a 이므로

2;a@;=5    ∴ 4;a!;=5

∴ 4
a+b
ab ‌�=4;b!;+;a!;=4;b!;_4;a!;=(2;b!;)Û`_4;a!;	  

=5Û`_5=125

다른 풀이 2

주어진 등식의 양변에 각각 밑이 5인 로그를 취하면

2a+b=log°`32=5`log°`2	 yy㉡

a-b=log°`2	 yy㉢

㉡, ㉢을 연립하여 풀면

a=2`log°`2=log°`4, b=log°`2

이므로

a+b
ab =1

b+
1
a

‌�= 1
log°`2+

1
log°`4 	  

=logª`5+log¢`5	  

=log¢`25+log¢`5	 

=log¢`125

∴ 4
a+b
ab =4log¢`125=125

3a=24b=2이므로 3=2;a!;, 24=2;b!;

이때 2;a!;-;b!;=2;a!;Ö2;b!;=3Ö24=1
8=2-3이므로

12
한 문자가 소거될 수 있도록
식을 세운다.

13

따라서 구하는 모든 n의 값의 합은

4+20+100=124� 답 124

지수가 정수가 아닌 유리수 또는 실수인 경우 지수법칙은 

반드시 밑이 양수일 때만 성립한다. 

즉, m, n이 정수가 아닌 유리수이면 a>0일 때만 

(am)n=amn이 성립하므로 

{(-2)Û`};2%;=(-2)2_;2%;=(-2)Þ`은 잘못된 계산이다.

따라서 {(-2)Û̀ };2%;+(-2)Þ̀ 이므로 처음으로 등호가 성립

하지 않는 곳은 ④이다.� 답 ④

x=3+2'2, y=3-2'2에서

x+y=3+2'2+3-2'2=6,

xy=(3+2'2 )(3-2'2 )=9-8=1

∴ x+y=6, xy=1    yy㉠

이때 방정식 Å '§a` ́'§a-3"Ãaxay+2=0에서

a;[!;a;]!;-3(ax+y);2!;+2=0

a
x+y
xy -3a

x+y
2 +2=0

a;1^;-3a;2^;+2=0 (∵ ㉠)

aß`-3aÜ`+2=0

(aÜ`-1)(aÜ`-2)=0

∴ aÜ`=2 (∵ a+1)

따라서 주어진 방정식을 만족시키는 양수 a의 값은

a=2;3!;=Ü'2� 답 ③

a;2!;-a-;2!;=3`(a>0)의 양변을 세제곱하면

(a;2!;-a-;2!;)Ü`‌�=a;2#;-a-;2#;-3_a;2!;_a-;2!;_(a;2!;-a-;2!;)	

=27

a;2#;-a-;2#;-3_1_3=27  

∴ a;2#;-a-;2#;=27+9=36

또한, a;2!;-a-;2!;=3`(a>0)의 양변을 제곱하면

(a;2!;-a-;2!;)Û`=a+a-Ú`-2_a;2!;_a-;2!;=9

a+a-Ú`-2_1=9  

∴ a+a-Ú`=9+2=11

∴ 
a;2#;-a-;2#;+9
a+a-1+4

=36+9
11+4=45

15=3� 답 3

x=3n-3-n

2 에서

1+xÛ`‌�=1+
(3n-3-n)Û`

4 =
4+(3n-3-n)Û`

4   	  

=
(3n+3-n)Û`

4 ={ 3
n+3-n

2 }2`

∴ 2n¿¹x+"Ã1+xÛ`‌�=
2n
¾Ðx+¾Ð{ 3

n+3-n

2 }2`  	  

=
2n
¾Ðx+3n+3-n

2  {∵ 
3n+3-n

2 >0}	

08

09

10

11
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01 ⑤	 02 ②	 03 143	 04 11	 05 ③

06 ④	 07 69	 08 ③	 09 ③	 10 5

11 
21
2 	 12 ④	 13 ②	 14 972	 15 47

16 ②	 17 3	 18 ①	 19 11	 20 ③

21 9	 22 225	 23 
1
15 	 24 -2	 25 4

26 ②	 27 ⑤	 28 ③	 29 ⑤

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 11~14

ㄱ.		n이 홀수이므로 실수 a의 값에 관계없이

		 f(n, a)=f(n, -a)=1 (참)

ㄴ.		‌�2 이상의 자연수 n에 대하여 2n>0, 2n-1>0이고, 

2n은 짝수, 2n-1은 홀수이므로	  

f(2n-1, 2n)=1, f(2n, 2n-1)=2	  

∴ f(2n-1, 2n)+f(2n, 2n-1)=3 (참)

01

2;a!;-;b!;=2-3

∴ 
1
a-1

b=-3� 답 ①

정육면체의 한 변의 길이를 x라 하자.

정육면체의 부피는 xÜ`이므로

xÜ`=2à`    ∴ x=2;3&;    yy㉠

이때 색칠한 정삼각형의 한 변의 길이는 '2x이므로

넓이는

'3
4 _('2x)Û`='3_2;pQ;

'3
2 xÛ`='3_2;pQ;

xÛ`=2;pQ;+1, 2:Á3¢:=2;pQ;+1 (∵ ㉠)

14
3 =

q
p+1    ∴ 

q
p=11

3

즉, p=3, q=11이므로

p+q=14� 답 14

Tn=50_{ 12 }
;16÷20;

이므로

TÁ¼¼¼=50_{ 12 }
;1!6)2)0);

, TÁ¢¼°=50_{ 12 }
;1!6$2)0%;

∴ 
TÁ¼¼¼
TÁ¢¼°‌ �=

50_{ 12 }
;1!6)2)0);

50_{ 12 }
;1!6$2)0%;

={ 12 }
;1!6)2)0);-;1!6$2)0%;

={ 12 }
-;1¢6¼2°0;

	 =2;1¢6¼2°0;=2;4!;=Ý'2(배)� 답 ②

14

15

ㄷ.		‌�자연수 m에 대하여 2m>0, 2m+1>0이고, 2m은 

짝수, 2m+1은 홀수이므로

		 f(2m, 2m)=2, f(2m+1, 2m+1)=1

		 ∴ ‌�f(2, 2)+ f(3, 3)+ f(4, 4)+y		
� + f(100, 100)	

={ f(2, 2)+ f(4, 4)+y+ f(100, 100)}	

+{ f(3, 3)+ f(5, 5)+y+ f(99, 99)}	

=2_50+1_49	 

=149 (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

등식 tÝ̀ =xÛ̀ -4를 만족시키는 서로 다른 실수 t의 개수는

Ú	xÛ`-4>0일 때,

	‌� 즉, (x-2)(x+2)>0에서 x<-2 또는 x>2일 때,

	 t=Ý"ÃxÛ`-4 또는 t=-Ý"ÃxÛ`-4 의 2개이다.

	 ∴ f(x)=2

Û	xÛ`-4=0일 때, 

	‌� 즉, (x-2)(x+2)=0에서 x=-2 또는 x=2일 때,

	 t=0으로 1개이다.

	 ∴ f(x)=1

Ü	xÛ`-4<0일 때,

	‌� 즉, (x-2)(x+2)<0에서 -2<x<2일 때, 

	‌� 주어진 등식을 만족시키는 실수 t의 값은 존재하지 않

는다.

	 ∴ f(x)=0

Ú, Û, Ü에서 함수 y=f(x)의� y

xO

1
2

-2 2

 

그래프는 오른쪽 그림과 같다.

� 답 ②

2 이상의 자연수 n에 대하여

nÛ`-14n+40=(n-4)(n-10)

Ú	2Én<4일 때, (n-4)(n-10)>0이므로

	 nÛ`-14n+40>0, 즉 (nÛ`-14n+40)Þ`>0

	 (nÛ`-14n+40)Þ`의 n제곱근 중에서 실수인 것의

	 개수는 f(2)=2, f(3)=1

Û	n=4일 때, (n-4)(n-10)=0이므로

	 nÛ`-14n+40=0, 즉 (nÛ`-14n+40)Þ`=0

	 0의 네제곱근 중에서 실수인 것의 개수는 f(4)=1

Ü	5Én<10일 때, (n-4)(n-10)<0이므로

	 nÛ`-14n+40<0, 즉 (nÛ`-14n+40)Þ`<0

	 (nÛ`-14n+40)Þ`의 n제곱근 중에서 실수인 것의

	 개수는

	 f(5)= f(7)= f(9)=1, f(6)= f(8)=0

Ý	n=10일 때, (n-4)(n-10)=0이므로

	 nÛ`-14n+40=0, 즉 (nÛ`-14n+40)Þ`=0

	 0의 10제곱근 중에서 실수인 것의 개수는 f(10)=1

02

03
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본문 pp. 10~11

ㄱ. (반례) (g¢½ f ¢)(-2)‌�=g¢( f ¢(-2))	  

=g¢((-2)Ý`)	  

=Ý"Ã(-2)Ý`=2 (거짓)

ㄴ. (gm½gn)(a)‌�=gm(gn(a))=gm(Ç '§a )	  

=µ`"�Ç '§a	  

=mn'§a=gmn(a) (참)

ㄷ.		Ú	n이 짝수일 때, n+1은 홀수이므로

			  (gn½ f n)(a)‌�=gn( f n(a))=gn(a
n)	  

=Ç "�an=-a

			  (gn+1½ f n+1)(a)‌�=gn+1( f n+1(a))=gn+1(a
n+1)	

=n+1"Ãan+1=a

	 	Û	n이 홀수일 때, n+1은 짝수이므로

			  (gn½ f n)(a)‌�=gn( f n(a))=gn(a
n)	  

=Ç "�an=a

			  (gn+1½ f n+1)(a)‌�=gn+1( f n+1(a))=gn+1(a
n+1)	

=n+1"Ãan+1=-a

	 	Ú, Û에서 자연수 n에 대하여

		 (gn½ f n)(a)+(gn+1½ f n+1)(a)=0 (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

모든 자연수 n에 대하여 f(n)=[Ü'§n ]이므로

[Ü'§n ]=k (k는 자연수)라 하면

kÉÜ'§n<k+1

∴ Ü"ÃkÜ`ÉÜ'§n<Ü"Ã(k+1)Ü`    yy㉠

Ú k=1일 때,

	 ㉠에서 

	 Ü'1ÉÜ'§n<Ü"Ã2Ü`=Ü'8
	 이므로 [Ü'§n ]=1을 만족시키는 자연수 n의 값은

	 1, 2, 3, y, 7이다.

	 ∴ ‌�[Ü'1 ]+[Ü'2 ]+[Ü'3 ]+y+[Ü'7 ]		
=1_7=7

Û k=2일 때,

	 ㉠에서 

	 Ü"Ã2Ü`=Ü'8ÉÜ'§n<Ü"Ã3Ü`=Ü'¶27
	 이므로 [Ü'§n ]=2를 만족시키는 자연수 n의 값은

	 8, 9, 10, y, 26이다.

	 ∴ [Ü'8 ]+[Ü'9 ]+[Ü'¶10 ]+y+[Ü'¶26 ]
	  =2_(26-8+1)=38

	 ∴ ‌�[Ü'1 ]+[Ü'2 ]+[Ü'3 ]+y+[Ü'¶26 ]	 	

=7+38=45

Ü k=3일 때,

	 ㉠에서 

	 Ü"Ã3Ü`=Ü'¶27ÉÜ'§n<Ü"Ã4Ü`=Ü'¶64
	 이므로 [Ü'§n ]=3을 만족시키는 자연수 n의 값은

	 27, 28, 29, y, 63이다.

	 ∴ [Ü'¶27 ]+[Ü'¶28 ]+[Ü'¶29 ]+y+[Ü'¶63 ]
	  =3_(63-27+1)=111

06
(g¢½f¢)(a)‌�=g¢( f¢(a))=Ý"�aÝ`
이므로 반례는 a<0일 때 찾을 수 
있다.

07

Þ	n>10일 때, (n-4)(n-10)>0이므로

	 nÛ`-14n+40>0, 즉 (nÛ`-14n+40)Þ`>0

	‌� (nÛ̀-14n+40)Þ̀ 의 n제곱근 중에서 실수인 것의 개수는

	 f(2k+9)=1, f(2k+10)=2 (단, k는 자연수)

	 ∴ ‌�f(11)= f(13)= f(15)=y= f(99)=1,	  

f(12)= f(14)= f(16)=y= f(100)=2

Ú~Þ에서

f(2)+ f(3)+ f(4)+y+ f(100)

=2+1+1+1_3+0_2+1+1_45+2_45	  

=143� 답 143

조건 ㈎에서 n+1'§a >0이므로 a>0이다.

조건 ㈏에서 

Ú n이 짝수일 때,

	 Ç "Ã(-2)Ç`=2, n+3"Ã(n-a)n+3=n-a이므로

	 2_(n-a)=6    ∴ n-a=3 

	 가능한 순서쌍 (n, a)는 다음과 같다.

	 (4, 1), (6, 3), (8, 5), (10, 7)

Û n이 홀수일 때,

	 Ç "Ã(-2)Ç`=-2, n+3"Ã(n-a)n+3=|n-a|이므로

	 (-2)_|n-a|=-6    ∴ |n-a|=3 

	 가능한 순서쌍 (n, a)는 다음과 같다.

	 (3, 6), (5, 2), (5, 8), (7, 4), (7, 10), 		

	 (9, 6), (9, 12)

Ú, Û 에서 구하는 순서쌍의 개수는

4+7=11� 답 11

xÛ`-('2+Ý'6 )x+'2_Ý'6 <0에서

(x-'2 )(x-Ý'6 )<0

이때 '2=Ý"Å2Û`=Ý'4 <Ý'6 이므로

'2 <x<Ý'6
∴ A={x|'2 <x<Ý'6 }
또한, xÛ`-(Ü'3+ß'1�1 )x+Ü'3_ß'1�1 <0에서

(x-Ü'3 )(x-ß'1�1 )<0

이때 Ü'3=ß"Å3Û`=ß'9 <ß'1�1 이므로

Ü'3 <x<ß'1�1
∴ B={x|Ü'3 <x<ß'1�1 }
'2=12"Å2ß`=12'6�4, Ý'6=12"Å6Ü`=12'¶216,
Ü'3=12"Å3Ý`=12'8�1, ß'1�1=12"�11Û`=12'¶121이므로

'2, Ý'6, Ü'3, ß'1�1을 크기가 작은 순서대로 나타내면

'2 <Ü'3 <ß'1�1 <Ý'6

xÂ2 #Â3 $Â6Â̂11Ê

A
B

따라서 두 집합 A, B를 수직선 위에 나타내면 위의 그림

과 같으므로

A;B=B� 답 ③

04

05
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A n s w e r

b+1이 5의 배수이어야 한다.

즉, a는 5의 배수, a+1은 3의 배수이므로 a의 최솟값은 

5이고, b는 3의 배수, b+1은 5의 배수이므로 b의 최솟값

은 9이다.

따라서 a+b의 최솟값은 5+9=14이다.� 답 ③

x=3m5n을 주어진 등식에 대입하면

®x
5_3®x

9 ={ 3
m5n

5 }
;2!;
_{ 3

m5n

9 }
;3!;

=(3m5n-Ú`);2!;_(3m-Û` 5n);3!;

=3
m
2 +m-2

3 _5
n-1

2 +;3N;

=3
5m-4

6 _5
5n-3

6 =3_5Û`

즉, 
5m-4

6 =1, 5n-3
6 =2에서

m=2, n=3이므로  

m+n=5� 답 5

다른 풀이

®x
5_3®x

9 ={ x5 }
;2!;
_{ x9 }

;3!;

	 = x;2!;

5;2!;
_ x;3!;

3;3@;

	 = x;6%;

3;3@;_5;2!;
=3_5Û`

즉, x;6%;=3;3%;_5;2%;이므로 

x=(3;3%;_5;2%;);5^;=3Û`_5Ü`

따라서 m=2, n=3이므로

∴ m+n=5

임의의 자연수 k에 대하여

1
a-k+1

+ 1
ak+1

�= 1
1
ak +1

+ 1
ak+1

	  

= ak

ak+1
+ 1

ak+1
=ak+1

ak+1
=1

∴ ‌�(주어진 식)	  

={ 1
a-10+1

+ 1
a10+1

}+{ 1
a-9+1

+ 1
a9+1

}+y	

+{ 1
a-1+1

+ 1
a1+1

}+ 1
a0+1

	

=1_10+ 1
a0+1

=10+ 1
1+1 = 21

2 � 답 
21
2

{-a_ 1
b }

-1
_{ 1

a_b-1}
-2

=(-a_b-1)-1_(a-1_b-1)-2

=-a-1_b_aÛ`_bÛ`

=-abÜ`=216

이때 216=2Ü`_3Ü`이므로 0이 아닌 두 정수 a와 b가 될 수 

있는 값을 나타내면 다음 표와 같다.

10

11

12

	 ∴ ‌�[Ü'1 ]+[Ü'2 ]+[Ü'3 ]+y+[Ü'¶63 ]	 	

=45+111=156

Ý k=4일 때,

	 ㉠에서 

	 Ü"Ã4Ü`= Ü'¶64ÉÜ'§n<Ü"Ã5Ü`=Ü'¶125
	 이므로 [Ü'§n ]=4를 만족시키는 자연수 n의 값은

	 64, 65, 66, y, 124이다.

	 이때 [Ü'1 ]+[Ü'2 ]+[Ü'3 ]+y+[Ü'§a ]=180이고

	 [Ü'1 ]+[Ü'2 ]+[Ü'3 ]+y+[Ü'¶63 ]=156이므로

	 [Ü'¶64 ]+[Ü'¶65 ]+[Ü'¶66 ]+y+[Ü'§a ]�=180-156	

=24

	 24=4_6이므로 a=64+6-1=69

Ú~Ý 에서 f(1)+ f(2)+ f(3)+y+ f(a)=180을 

만족시키는 자연수 a의 값은 69이다.� 답 69

ㄱ.		Ü'x 'y=1이므로

		 (Ü'x 'y )ß`=xÛ`yÜ`=1 (참)

ㄴ.		Ü'x 'y=1이므로

		 (Ü'x 'y )á`=xÜ`('y )Ý`('y )Þ`=xÜ`yÛ`('y )Þ`=1

		 이때 0<y<1에서 'y<1이므로 ('y )Þ`<1

		 ∴ xÜ`yÛ`>1 (참)

ㄷ.		ㄱ에서 xÛ`yÜ`=1이므로

		 ('§x Ü"ÅyÝ` )Ú`Û`=xß`yÚ`ß`=(xÛ`yÜ`)Ü`yà`=yà`<1 (∵ 0<y<1)

		 ∴ '§x Ü"ÅyÝ`<1 (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

다른 풀이 1

Ü'§x 'y=1에서 'y= 1
Ü'§x

∴ y={ 1
Ü'§x }2`=(x-;3!;)Û`=x-;3@;

ㄱ.		xÛ`yÜ`=xÛ`_(x-;3@;)Ü`=xÛ`_x-2=1 (참)

ㄴ.		xÜ`yÛ`=xÜ`_(x-;3@;)Û`=xÜ`_x-;3$;=x3-;3$;

		  =x;3%;>1 (∵ x>1) (참)

ㄷ.		'§x Ü"ÅyÝ`=x;2!;_y;3$;=x;2!;_(x-;3@;);3$;=x;2!;_x-;9*;

		  =x;2!;-;9*;=x-;1¦8;<1 (∵ x>1) (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.

다른 풀이 2

ㄴ.		0<y<1<x에서 
x
y >1

		 xÜ`yÛ`=xÛ`yÜ`_x
y 이므로

		 xÜ`yÛ`>xÛ`yÜ`

		 ∴ xÜ`yÛ`>1 (∵ ㄱ) (참)

3¾Ð 5
b

7a+1 =
5;3B;

7
a+1
3

이 유리수가 되려면 a+1과 b가 3의 배

수이어야 하고, 5¾Ð
5b+1

7a =
5

b+1
5

7
;5A; 이 유리수가 되려면 a와

08

09
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본문 pp. 11~13

2a+b-4(2a+2b)+15=0

64-4(2a+2b)+15=0 (∵ ㉠)

∴ 2a+2b=79
4

㉡+㉢을 하면

2p+2-p=2a+2b-8=79
4 -8=47

4

∴ 22+p+22-p=4_(2p+2-p)=4_47
4 =47� 답 47

다른 풀이

점 (a, b)가 직선 y=-x+6 위에 있으므로

b=-a+6    ∴ a+b=6

한편, 2a=4+2p, 2b=4+2-p을 변끼리 곱하면

2a2b=(4+2p)(4+2-p)

2a+b=16+4_2p+4_2-p+1

2ß`=17+22+p+22-p (∵ a+b=6)

∴ 22+p+22-p=64-17=47

ㄱ.		f Û`(1)‌�=( f½ f)(1)= f( f(1)) 	  

= f('2 )="Ã2'2 	  

=2;2!;+;4!;=2;4#; (참)

ㄴ.		f Ü`(2)‌�=( f½ f½ f)(2)= f( f( f(2)))	  

= f( f('4 ))= f( f(2))	  

= f('4 )= f(2)	  

='4=2 (참)

ㄷ.		ㄱ에서 f Û`(1)="Ã2'2
		 f Ü`(1)=( f½ f Û`)(1)= f( f Û`(1)) 

			  = f("Ã2'2 )=¿¹2"Ã2'2 

			  =2;2!;+;4!;+;8!;=2;8&;=2
23-1
23

		 f Ý`(1)=( f½ f Ü`)(1)= f( f Ü`(1)) 

			  = f(¿¹2"Ã2'2 )=¿¹2¿¹2"Ã2'2 

			  =2;2!;+;4!;+;8!;+;1Á6;=2;1!6%;=2
24-1
24

	 y

		 f n(1)=2;2!;+;4!;+;8!;+y+ 1
2n

			  =2
2n-1
2n =21- 1

2n

		 같은 방법으로

		 f(4)=2'2=21+;2!;

		 f Û`(4)=( f½ f)(4)= f( f(4))

			  = f(2'2)="Ã4'2

			  =2 Ý'2=21+;4!;

		 f Ü`(4)=( f½ f Û`)(4)= f( f Û`(4))

			  = f(2 Ý'2)="Ã4 Ý'2

			  =2 ¡'2=21+;8!;

	 y

		 f n(4)=21+ 1
2n

16

a 1 -1 2Ü` -2Ü` 3Ü` -3Ü` 6Ü` -6Ü`
bÜ` -6Ü` 6Ü` -3Ü` 3Ü` -2Ü` 2Ü` -1 1
b -6 6 -3 3 -2 2 -1 1

따라서 조건을 만족시키는 모든 순서쌍 (a, b)는

(1, -6), (-1, 6), (8, -3), y, (-216, 1)의 8개이다.	

� 답 ④

¡¿¹56  Ý"Ã14n+3 이 어떤 유리수 k의 네제곱근이라 하면

k=(¡¿¹56  Ý"Ã14n+3 )Ý` 

={(56  Ý"Ã14n+3 );8!;}Ý`

={(2Ü`_7)_(2n+3_7n+3);4!;};2!;

=2;2#;_7;2!;_2
n+3
8 _7

n+3
8

=2
n+15

8 _7
n+7
8

이때 k가 유리수이므로 
n+15

8 와 
n+7
8 의 값이 정수가 

되어야 한다. 

|n|É20에서 -20ÉnÉ20

∴ -5
8É

n+15
8 É 35

8

즉, 
n+15

8 의 값이 될 수 있는 정수는 0, 1, 2, 3, 4이고,

n+15
8 =n+7

8 +1에서 
n+15

8 의 값이 정수이면 
n+7
8

의 값도 정수이므로 조건을 만족시키는 정수 n은 -15, 

-7, 1, 9, 17의 5개이다.� 답 ②

두 점 { 52 , 0}, (0, 5)를 지나는 직선 l의 방정식은 

x
5
2

+y
5=1에서 2x+y=5

점 P(a, b)는 직선 l 위의 점이므로

2a+b=5    yy㉠

9a>0, 3b>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

9a+3b‌�=3Û`a+3b	  

¾2¿¹3Û`a_3b`(단, 등호는 2a=b일 때 성립)	  

=2¿¹3Û`a+b=2"Å3Þ` (∵ ㉠)	 �

=18'3
따라서 9a+3b의 최솟값은 m=18'3이므로 

mÛ`=972� 답 972

점 (a, b)가 직선 y=-x+6 위에 있으므로

b=-a+6    ∴ a+b=6              yy㉠

2a=4+2p, 2b=4+2-p에서

2p=2a-4    yy㉡, 2-p=2b-4    yy㉢

㉡_㉢을 하면 

1=(2a-4)(2b-4)

13

14

15
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이때 ㉢에서 x+2=e+e-1이고, 이 식의 양변을 제곱하면

xÛ`+4x+4=eÛ`+2+e-2

xÛ`+4x=eÛ`-2+e-2=(e-e-1)Û`

∴ "ÃxÛ`+4x=e-e-1`(∵ e>e-1)

∴ 
x+2+"ÃxÛ`+4x
x+2-"ÃxÛ`+4x

‌�=
(x+2+"ÃxÛ`+4x )Û`

4 	  

=
(e+e-1+e-e-1)Û`

4 	 

=4eÛ`
4 =eÛ`

Ü'§a- 1
Ü'§a=b의 양변을 세제곱하면

a-1
a-3{Ü'§a- 1

Ü'§a }=bÜ`

a-1
a-3b=bÜ` {∵ Ü'§a- 1

Ü'§a=b}

∴ bÜ`+3b=a-1
a

이때 bÜ`+3b=3이므로 a-1
a=3

∴ aÛ`+ 1
aÛ`

‌�={a-1
a }2`+2	  

=3Û`+2=11� 답 11

40a=2, 40b=5에서

40=2Ü`_5=(40a)Ü`_40b=403a+b

밑이 40으로 같으므로 3a+b=1에서

1-b=3a

∴ 8
2(1-a-b)

1-b =8
2(3a-a)

3a =8;3$;

	 =(2Ü`);3$;=2Ý`=16� 답 ③

2Ü`x+2-Ü`x

2x+2-x + 2x-2- Þ`x

2-x+2-Ü`x

=2Ü`x+2-Ü`x

2x+2-x _ 2x

2x + 2x-2- Þ`x

2-x+2-Ü`x
_ 2x

2x

=2Ý`x+2-Û`x

2Û`x+1
+ 2Û`x-2-Ý`x

1+2-Û`x

=
(22x)2+ 1

2Û`x

22x+1
+

22x- 1
(2Û`x)2

1+ 1
2Û`x

=
3Û`+1

3
3+1 +

3- 1
3Û`

1+ 1
3

`(∵ 2Û`x=3)

=

28
3
4 +

26
9
4
3

=7
3+13

6 = 9
2

19

20

21

		 ∴ f n(1) f n(4)=21- 1
2n_21+ 1

2n

			  =2Û`={ f(2)}Û` (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

해결단계

➊ 단계
a=bk (b, k는 자연수)으로 놓은 후, µ`'a와 Ç 'a가 모두 자

연수이기 위한 k의 조건을 찾는다.

➋ 단계
300 이하의 세 자리의 자연수 중에서 거듭제곱이 될 수 있

는 수를 모두 구한다.

➌ 단계
➋ 단계에서 구한 수 중에서 ➊ 단계에서 찾은 조건을 만족

시키는 수를 찾은 후, 순서쌍 (m, n)의 개수를 구한다.

a=bk`(b, k는 자연수)으로 놓으면

µ`'a=b
k
m , Ç 'a=b

k
n

이때 2 이상의 서로 다른 자연수 m, n에 대하여 b
k
m , b

k
n

이 모두 자연수이어야 하므로 k는 2 이상의 서로 다른 약

수 m, n을 가져야 한다.

한편, 100ÉaÉ300에서 100ÉbkÉ300이므로

bk의 값으로 가능한 것은 2à`, 2¡`, 3Þ`, 4Ý`, 5Ü`, 6Ü`, 10Û`, 11Û`, 

12Û`, 13Û`, 14Û`, 15Û`, 16Û`, 17Û`이다.

이때 k가 2 이상의 서로 다른 두 약수를 가져야 하므로 2, 

3, 5, 7은 될 수 없다.

따라서 k의 값으로 가능한 것은 4, 8이므로 조건을 만족

시키는 순서쌍 (m, n)은 (2, 4), (2, 8), (4, 8)의 3개

이다.� 답 3

x;2!;=e;2!;-e-;2!;`(e>1)의 양변을 제곱하면

x=(e;2!;-e-;2!;)Û`=e+e-Ú`-2

∴ x+2=e+e-Ú`	 yy㉠

㉠의 양변을 제곱하면 

xÛ`+4x+4=eÛ`+e-Û`+2

xÛ`+4x=eÛ`+e-Û`-2

∴ "ÃxÛ`+4x‌�="ÃeÛ`+e-Û`-2="Ã(e-e-Ú`)Û`	̀ �

=e-e-Ú``(∵ e>e-Ú`)    yy㉡

㉠, ㉡을 주어진 식에 대입하면

x+2+"ÃxÛ`+4x
x+2-"ÃxÛ`+4x

�=
e+e-Ú`+(e-e-Ú`)
e+e-Ú`-(e-e-Ú`)

	  

= 2e
2e-Ú`

=eÛ`� 답 ①

다른 풀이

x;2!;=e;2!;-e-;2!;에서

x=e-2+e-1    yy㉢

한편,

x+2+"ÃxÛ`+4x
x+2-"ÃxÛ`+4x

=
x+2+"ÃxÛ`+4x
x+2-"ÃxÛ`+4x

_
x+2+"ÃxÛ`+4x
x+2+"ÃxÛ`+4x

=
(x+2+"ÃxÛ`+4x )Û`

4

17

4Ý`=2¡`이므로
자연수 a는 256뿐이다. 

18
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본문 pp. 13~14

이때 3a=5b=k (k>0)로 놓으면

k;a!;=3, k;b!;=5

위의 두 식을 변끼리 곱하면

k;a!;+;b!;=15, kÛ`=15`(∵ ㉠)    ∴ k=15;2!;

∴ { 1
27 }a`_5b‌�=(3-3)a_5b	  

=(3a)-3_5b	  

=k-3_k=k-2	  

=(15;2!;)-2= 1
15

이차방정식 xÛ`+(2-a-b)x+a-b=0의 두 근이 a, b
이므로 근과 계수의 관계에 의하여

a+b=a+b-2, ab=a-b

∴ 
1
a+

1
b=
a+b
ab =a+b-2

a-b 	 yy㉠

한편, 3a=6, 3b=24이므로

3a+b-2=3a_3b_ 1
9=6_24_ 1

9=16,

3a-b=3a_ 1
3b=6_ 1

24=
1
4

이때 16={ 14 }
-2

이므로 3a+b-2=3-2(a-b)

3
a+b-2

a-b =3-2    ∴ 
a+b-2

a-b =-2

∴ 
1
a+

1
b �= a+b-2

a-b  (∵ ㉠)	 

=-2� 답 -2

다른 풀이

이차방정식 xÛ`+(2-a-b)x+a-b=0의 두 근이 a, b
이므로 근과 계수의 관계에 의하여

a+b=a+b-2, ab=a-b    yy㉡

한편, 3a=6에서 3a-1=2,

3b=24에서 3b-1=8=2Ü`이므로

3b-1=(3a-1)Ü`에서 3b-1=33a-3

즉, b-1=3a-3이므로 b=3a-2

위의 식을 ㉡에 대입하여 정리하면

a+b=4a-4, ab=-2a+2

∴ 
1
a+

1
b ‌�= a+bab 	  

= 4a-4
-2a+2 	  

=
4(a-1)
-2(a-1)

=-2

2x

1+2x-y +
2y

1+2-x+y ‌�=
2x

1+2x-y _
2y

2y +
2y

1+2-x+y _
2x

2x 	

= 2x+y

2y+2x + 2x+y

2x+2y 	 �

=2_2x+y

2x+2y = 2Ú`+x+y

2x+2y 	�

=1
2

24

25

따라서 A= 9
2 이므로

2A=2_9
2=9� 답 9

단계 채점 기준 배점

㈎
주어진 식의 분모, 분자에 각각 일정한 수를 곱해서 

주어진 식의 항을 22x의 거듭제곱 꼴로 변형한 경우
60%

㈏
변형한 식을 정리한 후, 22x=3을 이용하여 A의 값

을 구한 경우
30%

㈐ 2A의 값을 구한 경우 10%

다른 풀이

23x+2-3x

2x+2-x + 2x-2-5x

2-x+2-3x

=23x+2-3x

2x+2-x _23x

23x+
2x-2-5x

2-x+2-3x_
25x

25x

= 26x+1
24x+22x+

26x-1
24x+22x

= 2_26x

24x+22x=
2_24x

22x+1

=2_3Û`
3+1 = 9

2=A

∴ 2A=2_ 9
2=9

3a=4b=5c이므로

3a=4b에서 (3a)c=(4b)c    ∴ 3ac=4bc

4b=5c에서 (4b)a=(5c)a    ∴ 4ab=5ac

이때 ac=2이므로

3Û`=4bc, 4ab=5Û`

∴ 4ab+bc‌�=4ab_4bc	  

=5Û`_3Û`=225� 답 225

다른 풀이

4ab+bc‌�=(4b)a_(4b)c	  

=(5c)a_(3a)c (∵ 3a=4b=5c)	  

=15ac=15Û` (∵ ac=2)	  

=225

3a=5b의 양변에 3b을 곱하면

3a_3b=5b_3b

∴ 3a+b=15b

이때 2ab-a-b=0에서 a+b=2ab이므로

32ab=15b

32a=15    ∴ 3a=15;2!;

∴ { 1
27 }a`_5b‌�=3-3a_3a=3-2a	 

=(3a)-2=(15;2!;)-2= 1
15 � 답 

1
15

다른 풀이

2ab-a-b=0에서 2ab=a+b

a+b
ab =2    ∴ 

1
a+

1
b=2    yy㉠

22

23
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조건 ㈎에서 2y=x+z이므로 ㉠, ㉡에서

bÛ`=ac    ∴ b='a�c (∵ b>0)

∴ 
3a+5c
2b ‌�=3a+5c

2'a�c = 3a
2'a�c+

5c
2'a�c

	  

=3
2®

a
c +

5
2®

c
a

이때 ®a
c>0, ® c

a>0이므로 산술평균과 기하평균의 관

계에 의하여

3
2®

a
c+

5
2®

c
a ‌�¾2¾Ð 32®

a
c _

5
2®

c
a 	  

� (단, 등호는 3a=5c일 때 성립)	

=2®É 154 ='1�5

따라서 
3a+5c
2b 의 최솟값은 '1�5이다.

2x=3y=6z=k`(k>1)로 놓으면

2=k;[!;, 3=k;]!;, 6=k;z!;

ㄱ. k;[!;<k;]!;<k;z!;에서 

		 k>1이므로 1x< 1
y< 1

z

		 ∴ z<y<x`(∵ x>0, y>0, z>0) (참)

ㄴ.		2=k;[!;, 3=k;]!;을 변끼리 곱하면

		 6=k;[!;_k;]!;=k;[!;+;]!;=k;z!; (∵ 6=k;z!;)

		‌� 이때 k+1이므로 1
x+ 1

y= 1
z 이고, 

1
x+ 1

y=1이므로 

1
z=1이다.

		 ∴ z=1 (참)

ㄷ.		x=p, z=pÛ``(p+1)이면 1
x + 1

y = 1
z 에서

	 	1y‌ �= 1
z- 1

x = 1
pÛ` -

1
p =

1-p
pÛ`

		 ∴ y=
pÛ`

1-p  (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

BÁ= kI¼rÁÛ`

2(xÁÛ`+rÁÛ`);2#;
,

Bª= kI¼(3rÁ)Û`

2{(3xÁ)Û`+(3rÁ)Û`};2#;
 

= kI¼_9rÁÛ`

2(9xÁÛ`+9rÁÛ`);2#;

= 9kI¼rÁÛ`

2_9;2#;(xÁÛ`+rÁÛ`);2#;
 

= kI¼rÁÛ`

6(xÁÛ`+rÁÛ`);2#;

즉, Bª=1
3BÁ이므로 

Bª
BÁ=

1
3이다.� 답 ③

27

28

즉, 2_2Ú`+x+y=2x+2y이므로

2x+2y=2Û`+x+y    yy㉠

∴ 2-x+2-y‌�= 1
2x + 1

2y 	 �

=2x+2y

2x_2y =
2Û`+x+y

2x+y `(∵ ㉠)	 �

=2Û`=4� 답 4

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 식을 얼마나 잘 변형하는가를 평가하는 문제이지만 보기보

다 난이도가 높으니 많이 풀어 보고 익숙해져야 한다. 대칭식일 때는 

대칭을 이루는 문자를 동일한 형태로 치환하여 접근해 보는 것도 좋

은 아이디어이다. 
2x=A, 2y=B로 치환하여 식을 변형하면

A

1+ A
B

+ B

1+ B
A

= 1
2 에서 A

1+ A
B

_ B
B + B

1+ B
A

_ A
A = 1

2

2AB
A+B = 1

2 , 즉 1
A + 1

B =4이고, 문제에서 구하고자 하는 값이

1
A + 1

B 이므로 답이 4임을 알 수 있다.

조건 ㈏에서 a;[!;=b;]!;=c;z!;=k`(k>0)로 놓으면

a=kx, b=ky, c=kz

∴ 
3a+5c
2b =3kx+5kz

2ky

조건 ㈎에서 y=x+z
2 이므로

3kx+5kz

2ky =3kx+5kz

2k
x+z
2

	 =3+5kz-x

2k
z-x
2

	 =3
2_

1

k
z-x
2

+ 5
2 k

z-x
2

이때 k
z-x
2 >0, 1

k
z-x
2

>0이므로 산술평균과 기하평균의 

관계에 의하여

3
2_

1

k
z-x
2

+ 5
2 k

z-x
2 ¾2¾Ð 32_

1

k
z-x
2

_ 5
2 k

z-x
2

� {단, 등호는 kz-x=3
5일 때 성립}

	 =2¾Ð 154 ='1�5

∴ 
3a+5c

2b ¾'1 �5

따라서 
3a+5c

2b 의 최솟값은 '1�5이다.� 답 ②

다른 풀이

조건 ㈏에서 a;[!;=b;]!;=c;z!;=k (k>0)로 놓으면

a=kx, b=ky, c=kz

b=ky의 양변을 제곱하면 bÛ`=k2y	 yy㉠

a=kx, c=kz을 변끼리 곱하면

ac=kx+z	 yy㉡

26
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01 26	 02 ①	 03 5	 04 648	 05 7	

06 13	 07 ②	 08 20

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 15

해결단계

➊ 단계
세 수 ® n

2 , Ü® n
3 , Þ® n

5 이 자연수가 되기 위한 자연수 p, q, 

r의 조건을 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 자연수 p, q, r의 조건을 이용하여 p, q, 

r의 값을 각각 구한 후, 2p-q+r의 값을 구한다.

n=2p_3q_5r에서

®n
2 이 자연수가 되려면 q와 r는 2의 배수이고, 

p=2kÁ+1`(단, kÁ은 음이 아닌 정수)    yy㉠

Ü®n
3 이 자연수가 되려면 p와 r는 3의 배수이고, 

q=3kª+1`(단, kª는 음이 아닌 정수)    yy㉡

Þ®n
5 이 자연수가 되려면 p와 q는 5의 배수이고, 

r=5k£+1`(단, k£은 음이 아닌 정수)    yy㉢

즉, p는 3과 5의 공배수 중에서 ㉠을 만족시키는 최솟값

이므로 p=15, q는 2와 5의 공배수 중에서 ㉡을 만족시

키는 최솟값이므로 q=10, r는 2와 3의 공배수 중에서 

㉢을 만족시키는 최솟값이므로 r=6이다.

∴ 2p-q+r‌�=2_15-10+6	  

=26� 답 26

01

단원자 이상기체의 단열 팽창 전 온도가 480(K)이고 부

피가 5(mÜ`)이므로

Ti=480, Vi=5

이 이상기체가 단열 팽창하여 기체의 온도가 270(K)이 

되었으므로 Tf=270

c=5
3이므로 팽창 후 부피를 Vf라 하고 주어진 등식

TiVi 
c-1=TfVf 

c-1에 대입하면

480_5;3%;-1=270_Vf 
;3%;-1

480_5;3@;=270_Vf 
;3@;

16_5;3@;=9_Vf 
;3@;

Vf 
;3@;=16

9 _5;3@;

∴ Vf ‌�={
4
3 }

2_;2#;
_5;3@;_;2#;	  

=64
27_5=320

27 � 답 ⑤

29 해결단계

➊ 단계
a의 n제곱근은 방정식 xn=a를 만족시키는 x임을 이용하

여 조건 ㈎, ㈏, ㈐를 등식으로 나타낸다.

➋ 단계 ➊ 단계에서 구한 식을 이용하여 mn의 값을 구한다.

➌ 단계 조건을 만족시키는 모든 순서쌍 (m, n)과 그 개수를 구한다. 

조건 ㈎에서 Ü'§a는 b의 m제곱근이므로

b=(Ü'§a )m=a
m
3  

조건 ㈏에서 'b는 c의 n제곱근이므로

c=('b )n=b;2N;

조건 ㈐에서 c는 a12의 네제곱근이므로

a12=cÝ`

즉, cÝ`=(b;2N;)Ý`=b2n=(am
3 )2n

=a
2mn
3 =a12이므로

2mn
3 =12    ∴ mn=18

따라서 mn=18을 만족시키는 1이 아닌 두 자연수 m, n

의 순서쌍 (m, n)은 (2, 9), (3, 6), (6, 3), (9, 2)의 

4개이다.� 답 ①

해결단계

➊ 단계 1+xÛ`에 x= 910-9-10

2  을 대입하여 간단히 한다.

➋ 단계
x+"Ã1+xÛ`에 x= 910-9-10

2 과 ➊ 단계에서 구한 식을 대

입하여 간단히 한다.

➌ 단계
Ç ¿¹x+"Ã1+xÛ`에 ➋ 단계에서 구한 식을 대입한 후 이 식이 

정수가 되기 위한 자연수 n의 개수를 구한다.

2x=910- 1
910 =910-9-10에서 x=910-9-10

2 이므로

1+xÛ`‌�=1+
(910-9-10)Û`

2Û`
=

4+(910-9-10)Û`
4 	  

=920+9-20+2
4 =

(910+9-10)Û`
4

∴ "Ã1+xÛ`=¾Ð (9
10+9-10)Û`

4 =910+9-10

2

∴ x+"Ã1+xÛ`=910-9-10

2 +910+9-10

2 =910

이때 Ç ¿¹x+"Ã1+xÛ̀ =Ç "�910=9
10
n =3

20
n 이므로 이 값이 정수

가 되려면 자연수 n은 20의 양의 약수이어야 한다.

따라서 구하는 n¾2인 자연수 n은 2, 4, 5, 10, 20의 5

개이다.� 답 5

해결단계

➊ 단계 AD=BC임을 이용하여 a의 값을 구한다.

➋ 단계
네 직사각형의 넓이인 A, B, C, D의 합이 정사각형의 넓

이와 같음을 이용하여 b의 값을 구한다.

➌ 단계 ➊, ➋ 단계에서 구한 값을 이용하여 A의 값을 구한다. 

정사각형을 넓이가 A, B, C, D인 네 개의 직사각형으로 

나누었을 때, A`:`B=C`:`D이므로

AD=BC

02

03

04
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A n s w e r

x=4;5$;에서 xÞ`=4Ý`=256

이때 3Þ`=243<256<4Þ`=1024이므로

3Þ`<xÞ`<4Þ`    ∴ 3<x<4	 yy㉠

∴ 
1
4  <x-1<1

3 	 yy㉡

또한, x=4;5$;에서 x-2=4-;5*;

4-;5*;=a`(a>0)로 놓으면 aÞ`=4-8= 1
4¡`

1
4¡`

 <1이므로 aÞ`<1    ∴ 0<a<1

∴ 0<x-2<1`(∵ a=4-;5*;=x-2)    yy㉢

㉠에서 4<x+1<5이므로 [x+1]=4

㉢에서 2<x-2+2<3이므로 [x-2+2]=2

㉠, ㉡에서 
13
4 <x+x-1<13

3

즉, 
13
12<

1
3x+1

3 x-1<13
9 이므로 [ 13x+1

3x-1]=1

∴ ‌�[x+1]+[x-2+2]+[ 13 x+1
3x-1]	  

=4+2+1=7� 답 7

1
x 은 x가 최대일 때 최솟값을 갖고, x가 최소일 때 최댓값을 가지므

로 3<x<4에서 x+ 1
x 의 값의 범위를 a<x+ 1

x <b (a<b)라 

하면 ㉠, ㉡에서 a>3+ 1
4 = 13

4 , b<4+ 1
3 = 13

3 이므로

13
4 <x+ 1

x < 13
3  

blacklabel 특강 풀이 첨삭� C

해결단계

➊ 단계
n이 홀수인 경우와 짝수인 경우로 나누어 집합 X를 각각 

구한다.

➋ 단계

➊ 단계에서 나눈 경우에 따라 집합 X의 원소 중에서 양수

인 모든 원소의 곱을 구한 후, 이 값이 5보다 작기 위한 n의 

값의 범위를 구한다.

➌ 단계

집합 A의 모든 원소의 합이 최소이려면 n의 값도 최소이어

야 함을 파악한 후, 집합 A의 모든 원소의 합의 최솟값을 

구한다.

집합 X의 원소는 b의 a제곱근 중에서 실수인 것이므로

Ú	n이 홀수일 때,

	 a=n일 때, b의 n제곱근 중에서 실수는

	 Ç '¶-25, Ç '¶-5, Ç '5, Ç '2�5
	‌� a=n+1일 때, n+1은 짝수이고 음수의 짝수 제곱근

은 실수의 범위에서 존재하지 않으므로 b의 (n+1)

제곱근 중에서 실수는

	 Ñn+1'5, Ñn+1'2�5
	 ∴ X={Ç '¶-25, Ç '¶-5, Ç '5, Ç '2�5, n+1'5,
� -n+1'5, n+1'2�5, -n+1'2�5}
	 집합 X의 양수인 모든 원소의 곱은

	 Ç '5_Ç '2�5_n+1'5_n+1'2�5=5
1
n+ 2

n+ 1
n+1+

2
n+1

			  =5
3
n+ 3

n+1=5
6n+3

n(n+1)

;1Á6; <x-2<;9!; 이므로 0<x-2<1

C

06

2a3b_2a+13b+1=2a-13b+1_22a-13b

22a+132b+1=23a-232b+1

22a+1=23a-2 (∵ 32b+1>0)

밑이 2로 같으므로

2a+1=3a-2    ∴ a=3    yy㉠

㉠을 네 개의 직사각형의 넓이에 대입하여 정리하면

A=2Ü`3b=8_3b, B=2Û`3b+Ú`=12_3b,

C=2Þ`3b=32_3b, D=2Ý`3b+Ú`=48_3b

이때 주어진 정사각형의 넓이는 90Û`=3Ý`_100이므로

A+B+C+D‌�=8_3b+12_3b+32_3b+48_3b	

=(8+12+32+48)_3b	  

=100_3b=100_3Ý`

∴ b=4    ∴ A=8_3Ý`=648� 답 648

다른 풀이

넓이가 A, C인 두 직사각형의 가로의 길이를 m, 넓이가 

B, D인 두 직사각형의 가로의 길이를 n이라 하면

넓이가 A인 직사각형의 세로의 길이는 
2a3b

m 이고, 넓이가 

A인 직사각형의 세로의 길이는 넓이가 B인 직사각형의 

세로의 길이와 같으므로

2a3b

m _n=2a-13b+1

∴ 
n
m=3

2 	 yy㉡

또한, 넓이가 C인 직사각형의 세로의 길이는 
22a-13b

m 이

고, 넓이가 C인 직사각형의 세로의 길이는 넓이가 D인 

직사각형의 세로의 길이와 같으므로

22a-13b

m _n=2a+13b+1

∴ 
n
m= 3

2a-2 	 yy㉢

㉡, ㉢에서

3
2=

3
2a-2 이므로 a=3

한편,

A+B+C+D

=2a3b+2a-13b+1+22a-13b+2a+13b+1

=2a-13b(2+3+2a+2Û`_3)

=2Û`_3b_5Û``(∵ a=3)

이때 주어진 정사각형의 넓이는 90Û`=2Û`_3Ý`_5Û`이므로

b=4

∴ A=2a3b=2Ü`_3Ý`=648

해결단계

➊ 단계 거듭제곱근의 대소 관계를 이용하여 x의 값의 범위를 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 범위를 이용하여 x-1, x-2의 범위를 각각 

구한다.

➌ 단계
➊, ➋ 단계에서 구한 범위를 이용하여 주어진 식의 값을 구

한다.

05
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본문 p. 15

	‌� 그런데 Ú에서 mÛ`
n =

(n-1)Û`
n >1이고, m>1이므로

	 mÜ`
n >1

	 ∴ A>C

Ü	
B
C ={mÛ`nÝ`

mÜ`nÜ`
}
;1Á2;

={ n
m }

;1Á2;

	 이때 1<m<n에서 0< 1
m<1< n

m

	 ∴ B>C

Ú, Û, Ü에서 C<B<A

∴ ‌�|A-B|+|B-C|+|C-A|	  

=(A-B)+(B-C)-(C-A)	  

=2(A-C)� 답 ②

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 거듭제곱근의 대소 비교 문제인데 절댓값 기호를 포함하고 

있어 해결 방법이 잘 드러나지 않는다. 거듭제곱근의 대소 비교에서 

가장 중요한 것은 한 가지 기준으로 통일하는 것이다. 이때 밑을 통일

하거나 지수를 통일하는 방법이 있다. 밑이나 지수를 통일한 후 두 수

의 크기를 차가 양수인지 음수인지에 따라 혹은 비율이 1보다 큰지 

작은지에 따라 비교할 수 있다. 이 문제는 지수를 활용하였기 때문에 

비율을 이용하여 대소를 비교한 후 절댓값을 풀어 정리하면 된다. 두 

가지의 개념이 한 번에 등장하여 조금 어려울 수도 있지만, 이러한 문

제에 익숙해지면 고난도 문제에 접근하기가 쉬워진다. 

해결단계

➊ 단계 조건 ㈏에서 주어진 등식을 k (k>0)로 놓고 식을 변형한다.

➋ 단계
조건 ㈎, ㈐와 ➊ 단계에서 변형한 식을 이용하여 k의 값을 

구한다.

➌ 단계
a2x+a-2x

a2x-a-2x 의 값을 구하여 p, q의 값을 각각 구한 후, p+q

의 값을 구한다.

조건 ㈏에서 a4x= 1
(2b)5y=k`(k>0)로 놓으면

a4x=k에서 aÛ`=k;2Á[;

1
(2b)5y =k에서 2b=k-;5Á];    ∴ (2b)Ü`=k-;5£];

∴ k;2Á[;-;5£];‌�=k;2Á[;k-;5£];	  

=aÛ`_(2b)Ü`	  

=8aÛ`bÜ`	  

=8_125 (∵ ㈎)	  

=10Ü`

조건 ㈐에서 
1
2x- 3

5y=3이므로

kÜ`=10Ü`    ∴ k=10 (∵ k는 실수)

즉, a4x=k에서 a4x=10이므로

a2x+a-2x

a2x-a-2x _
a2x

a2x ‌�= a4x+1
a4x-1

	  

=10+1
10-1=

11
9

따라서 p=9, q=11이므로

p+q=9+11=20� 답 20

08

Û	n이 짝수일 때,

	 a=n일 때, b의 n제곱근 중에서 실수는

	 ÑÇ '5, ÑÇ '2�5
	‌� a=n+1일 때, n+1은 홀수이므로 b의 (n+1)제곱

근 중에서 실수는

	 n+1'¶-25, n+1'¶-5, n+1'5, n+1'2�5
	 ∴ X={n+1'¶-25, n+1'¶-5, n+1'5, n+1'2�5, Ç '5,
� -Ç '5, Ç '2�5, -Ç '2�5}
	 집합 X의 양수인 모든 원소의 곱은

	 n+1'5_n+1'2�5_Ç '5_Ç '2�5=5
1

n+1+
2

n+1+
1
n+ 2

n

			  =5
3

n+1+
3
n=5

6n+3
n(n+1)

Ú, Û에서 집합 X의 양수인 모든 원소의 곱이 5
6n+3

n(n+1)

이고, 이 수가 5보다 작아야 하므로

5
6n+3

n(n+1)<5에서 
6n+3

n(n+1)
<1

n(n+1)>0이므로 위의 부등식의 양변에 n(n+1)을 

곱하면

6n+3<n(n+1), nÛ`-5n-3>0

∴ n<
5-'3�7

2  또는 n>
5+'3�7

2

이때 
5-'3�7

2 <0, 
5+'3�7

2 =5.___이고, n이 최소일 

때, 집합 A의 모든 원소의 합도 최소이므로 n=6이어야 

한다.

따라서 A={6, 7}이므로 집합 A의 모든 원소의 합의 최

솟값은

6+7=13� 답 13

해결단계

➊ 단계 A, B, C를 간단히 정리하여 지수를 통일한다.

➋ 단계 A, B, C의 대소 관계를 판단한다.

➌ 단계 |A-B|+|B-C|+|C-A|의 절댓값을 풀어 정리한다.

A="Ãm`Ü'§n=m;2!;n;6!;=(mß`nÛ`);1Á2;

B=Ü"Ãn'¶m=n;3!;m;6!;=(mÛ`nÝ`);1Á2;

C="Ã'¶mn=(mn);4!;=(mÜ`nÜ`);1Á2;

이때 m, n은 연속하는 자연수이고, 1<m<n이므로 

m=n-1

Ú	
A
B ‌�={mß`nÛ`

mÛ`nÝ`
}
;1Á2;

={mÝ`
nÛ`
}
;1Á2;

={mÛ`
n }

;6!; 	  

=[ (n-1)Û`
n ]

;6!;

	 이때 1<m<n에서 1<n-1<n이므로 n>2

	 ∴ 
(n-1)Û`

n ‌�=nÛ`-2n+1
n 	  

=n-2+ 1
n>1

	 ∴ A>B

Û`	AC ={mß`nÛ`
mÜ`nÜ`

}
;1Á2;

={mÜ`
n }

;1Á2;

07
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A n s w e r

Ú n(n-4)>0일 때,

	 즉, n<0 또는 n>4이므로

	 자연수 n의 값이 5, 6, 7, y일 때, g(n)=2

Û n(n-4)=0일 때,

	 즉, n=0 또는 n=4이므로

	 자연수 n의 값이 4일 때, g(n)=1

Ü n(n-4)<0일 때,

	 즉, 0<n<4이므로

	 자연수 n의 값이 1, 2, 3일 때, g(n)=0

Ú, Û, Ü에서 g(n)=
(
{
9

0 (n=1, 2, 3)

1 (n=4)

2 (n=5, 6, 7, y)

 

이때 f(n)>g(n)이고, f(n)=1이므로 g(n)=0이어야 

한다. 

따라서 조건을 만족시키는 자연수 n의 값은 1, 2, 3이므

로 모든 n의 값의 합은

1+2+3=6� 답 ③

해결단계

➊ 단계
지수법칙을 이용하여 m'¶64_n'¶81이 자연수가 되기 위한 m, 

n의 조건을 각각 구한다.

➋ 단계 조건을 만족시키는 모든 순서쌍 (m, n)과 그 개수를 구한다.

m'¶64_n'¶81=2;m¤;;;_3;n$;의 값이 자연수이려면 

m은 6의 약수이어야 하므로 

m=2, 3, 6 (∵ m은 2 이상의 자연수)

또한, n은 4의 약수이어야 하므로

n=2, 4 (∵ n은 2 이상의 자연수)

따라서 조건을 만족시키는 모든 순서쌍 (m, n)은

(2, 2), (2, 4), (3, 2), (3, 4), (6, 2), (6, 4)의 6개이다.	

� 답 ③

해결단계

➊ 단계
(n'4 )Ü`의 값이 자연수가 되도록 하는 자연수 n의 최댓값 f(4)
를 구한다.

➋ 단계
(n'¶27 )Ü`의 값이 자연수가 되도록 하는 자연수 n의 최댓값 

f(27)을 구한다.

➌ 단계 f(4)+ f(27)의 값을 구한다. 

(n'§a )Ü`=a;n#;에서

a=4일 때, 4;n#;=2;n^;의 값이 자연수가 되려면

n은 6의 약수이어야 하므로 

n=2, 3, 6 (∵ n은 2 이상의 자연수)

이때 조건을 만족시키는 n의 최댓값은 6이므로

f(4)=6

a=27일 때, 27;n#;=3;n(;의 값이 자연수가 되려면

n은 9의 약수이어야 하므로

n=3, 9 (∵ n은 2 이상의 자연수)

이때 조건을 만족시키는 n의 최댓값은 9이므로

f(27)=9

∴ f(4)+ f(27)=6+9=15� 답 ③

3

4

1 ①	 2 ③	 3 ③	 4 ③

이것이 수능	 p. 16

해결단계

➊ 단계
거듭제곱근의 정의를 이용하여 -nÛ`+9n-18의 n제곱근 

중에서 음의 실수가 존재하는 경우를 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 경우에서 조건을 만족시키는 자연수 n의 

값을 구한다.

➌ 단계 모든 n의 값의 합을 구한다.

-nÛ`+9n-18의 n제곱근을 x라 하면

xn=-nÛ`+9n-18

이때 음의 실수 x가 존재하려면

-nÛ`+9n-18>0이고 n이 짝수이거나 

-nÛ`+9n-18<0이고 n이 홀수이어야 한다.

Ú -nÛ`+9n-18>0이고 n이 짝수일 때,

	 nÛ`-9n+18<0에서

	 (n-3)(n-6)<0    ∴ 3<n<6

	 따라서 짝수인 n의 값은 4이다.

	

y

xO

y=x˝

y=-n@+9n-18

-˝´-n@+9n-18 ˝´-n@+9n-18

Û -nÛ`+9n-18<0이고 n이 홀수일 때,

	 nÛ`-9n+18>0에서

	 (n-3)(n-6)>0    ∴ n<3 또는 n>6

	 그런데 2ÉnÉ11이므로

	 2Én<3 또는 6<nÉ11

	 따라서 홀수인 n의 값은 7, 9, 11이다.

	

y

xO

y=x˝

˝´-n@+9n-18

y=-n@+9n-18

Ú, Û 에서 조건을 만족시키는 모든 n의 값의 합은

4+7+9+11=31� 답 ①

해결단계

➊ 단계 n(n-4)의 세제곱근 중 실수인 것의 개수를 구한다.

➋ 단계 n(n-4)의 네제곱근 중 실수인 것의 개수를 구한다.

➌ 단계
부등식 f(n)>g(n)을 만족시키는 모든 자연수 n의 값과 

그 합을 구한다. 

n(n-4)의 세제곱근 중 실수인 것의 개수는 자연수 n의 

값과 상관없이 1이므로 모든 자연수 n에 대하여 

f(n)=1

또한, n(n-4)의 네제곱근 중 실수인 것의 개수는

1

2
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Ⅰ. 지수함수와 로그함수 | 017

본문 pp. 16~18

로그02

01 ①	 02 27	 03 ①	 04 ③	 05 ①

06 -11	 07 ⑤	 08 80

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 p. 18

로그의 정의에 의하여 밑은 1이 아닌 양수, 진수는 양수

이어야 한다.

ㄱ.		‌�밑의 조건：aÛ`-a+2={a-1
2 }2`+

7
4>1

		 진수의 조건：aÛ`+1>0

		 즉, 실수 a의 값에 관계없이 로그를 정의할 수 있다.

ㄴ.		‌�(반례) a=0일 때 밑은 2|a|+1=1이므로 로그를 

정의할 수 없다.

ㄷ.		‌�(반례) a=1일 때 진수는 aÛ`-2a+1=0이므로 로그

를 정의할 수 없다.

따라서 실수 a의 값에 관계없이 로그가 정의되는 것은 

ㄱ뿐이다.� 답 ①

900=2Û`_3Û`_5Û`이므로 900의 양의 약수의 개수는 

(2+1)(2+1)(2+1)=27    ∴ n=27

이때 aÁ, aª, a£, y, a27은 900의 양의 약수를 크기가 작

은 순서대로 나열한 것이므로

aÁa27=aªa26=a£a25=y=a13a15=900, a14=30

∴ aÁaªa£ya27�=90013_30	  

=3026_30=3027

∴ log30`aÁ+log30`aª+log30`a£+y+log30`a27

 =log30`aÁaªa£ya27

 =log30`30
27=27� 답 27

자연수 N이 N=am_bn (a, b는 서로 다른 소수, m, n은 자연수)
으로 소인수분해될 때

⑴ N의 약수 : (am의 약수)_(bn의 약수)
⑵ N의 약수의 개수 : (m+1)(n+1)
⑶ N의 약수의 총합 : (1+a+aÛ̀ +y+am)_(1+b+bÛ̀ +y+bn)

⑷ N의 약수의 곱 : N
(N의 약수의 개수)

2

blacklabel 특강 참고

Ú	xÜ`=yÝ`에서 y=x;4#;이므로

	 A=logx`y=logx`x
;4#;= 3

4

Û	yÝ`=zÞ`에서 z=y;5$;이므로

	 B=logy`z=logy`y
;5$;= 4

5

Ü	xÜ`=zÞ`에서 x=z;3%;이므로

	 C=logz`x=logz`z
;3%;= 5

3

Ú, Û, Ü에서 A<B<C� 답 ①

01

02

03

두 점 (2, log¢`a), (3, logª`b)를 지나는 직선이 원점을 

지나므로 원점과 각각 두 점을 잇는 직선의 기울기는 서

로 같아야 한다.

즉, 
log¢`a
2 =

logª`b
3 에서

1
4  logª`a=1

3  logª`b이므로

logª`a=4
3  logª`b

∴ log�`b=logª`b
logª`a=

logª`b

;3$; logª`b
=;4#; � 답 ③

다른 풀이

두 점 (2, log¢`a), (3, logª`b)를 지나는 직선의 기울기는 

logª`b-log¢`a
3-2 =logª`b-log¢`a

이고, 이 직선이 원점을 지나므로 직선의 방정식을 구하면

y=(logª`b-log¢`a)x

이 직선이 점 (2, log¢`a)를 지나므로

log¢`a=(logª`b-log¢`a)_2

1
2  logª`a={logª`b-1

2  logª`a}_2

logª`a=4 logª`b-2 logª`a, logª`b=3
4  logª`a

logª`b=logª`a;4#;    ∴ b=a;4#;

∴ log�`b=log�`a;4#;=3
4  log�`a=;4#;

이차방정식 xÛ`-2x-3=0의 두 근이 logª`a, logª`b이	

므로 근과 계수의 관계에 의하여

logª`a+logª`b=2, logª`a_logª`b=-3

∴	‌� logaÛ``2+logb`'2	  

= 1
2 `loga`2+

1
2 `logb`2	  

= 1
2 (loga`2+logb`2)	  

= 1
2 {

1
logª`a + 1

logª`b }	  

= 1
2_

logª`a+logª`b
logª`a_logª`b 	  

= 1
2_{- 2

3 }=- 1
3 � 답 ①

다른 풀이

xÛ`-2x-3=0에서 (x+1)(x-3)=0

∴ x=-1 또는 x=3

즉, logª`a=-1, logª`b=3 또는 logª`a=3, logª`b=-1

이므로

logaÛ``2+logb`'2‌�=
1
2 (loga`2+logb`2)	  

= 1
2 {-1+ 1

3 }	  

= 1
2_{- 2

3 }=- 1
3

04

05
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A n s w e r

-4<-log`xÉ-3

∴ [-log`x]=-4 또는 [-log`x]=-3

Ú	[log`x]=3, [-log`x]=-4인 경우

	 ㉢에서 log`x-3=-log`x-(-4)

	 2`log`x=7, log`x=7
2

	 ∴ x=10;2&;

Û	[log`x]=3, [-log`x]=-3인 경우

	 ㉢에서 log`x-3=-log`x-(-3)

	 2`log`x=6, log`x=3

	 ∴ x=10Ü`

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 x의 값은 10Ü`, 10;2&;이므로 

그 곱은

10Ü`_10;2&;=103+;2&;=10:Á2£:

다른 풀이 2

조건 ㈏에서 log`x-[log`x]=log` 1x-[log` 1x ]이므로 

log`x와 log` 1x 의 소수 부분은 같다.

조건 ㈎에서 [log`2020]=3이므로

[log`x]=3

log`x=3+a (0Éa<1)라 하면

log` 1x ‌�=log`x-1=-log`x	  

=-(3+a)=-3-a    yy㉣

Ú	a=0일 때,

	‌� ㉣에서 log` 1x=-3이므로 log` 1x 의 소수 부분은 0이

고, log`x의 소수 부분도 a=0이므로 서로 같다.

	 즉, log`x=3이므로 x=10Ü`

Û	0<a<1일 때,

	 ㉣에서

	 log` 1x ‌�=-3-a	 	

=-4+(1-a)
	 이때 0<1-a<1이므로

	 log` 1x 의 소수 부분은 1-a이다.

	 a=1-a, 2a=1    ∴ a=1
2

	‌� 즉, log`x=3+1
2=

7
2이므로 x=10;2&;

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 x의 값은 10Ü`, 10;2&;이므로 

그 곱은

10Ü`_10;2&;=10:Á2£:

다른 풀이 1의 Û는 부등식 -4<-log`xÉ-3에서

-log`x=-3인 경우이므로

log`x=3    ∴ x=10Ü`
이렇게 바로 x의 값을 구해도 된다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

logÁ°`A=30에서 A=1530,

log¢°`B=15에서 B=4515이므로

B
A=45Ú`Þ`

15Ü`â`
={ 45

225 }
15
={ 15 }

15

∴ log`BA=log`{ 15 }
15
=log`5-15

	 =-15`log`5=-15`log` 102

	 =-15(log`10-log`2)

	 =-15(1-0.3010)

	 =-15_0.699

	 =-10.485

따라서 -11<log`BA<-10이므로 조건을 만족시키는 

정수 n의 값은 -11이다.� 답 -11

조건 ㈎에서 [log`2020]=3이므로

[log`x]=3	 yy㉠

[log`x]는 log`x의 정수 부분이므로

조건 ㈏의 log`x-[log`x]=log` 1x-[log` 1x ]에서

log`x와 log` 1x의 소수 부분이 같다.

즉, log`x-log` 1x=n`(n은 정수)이라 하면

log`x-log` 1x ‌�=log`x-log`x-1	

=log`x+log`x	  

=2`log`x=n

∴ log`x=n
2 	 yy㉡

이때 ㉠에서 [log`x]=3이므로

3Én
2 <4    ∴ 6Én<8

즉, 정수 n은 6 또는 7이므로

㉡에서 log`x=3 또는 log`x=7
2  

∴ x=10Ü` 또는 x=10;2&;

따라서 조건을 만족시키는 모든 실수 x의 값의 곱은

10Ü`_10;2&;=103+;2&;=10:Á2£: � 답 ⑤

다른 풀이 1

조건 ㈏에서

log`x-[log`x]=log` 1x-[log` 1x ]이므로

log`x-[log`x]=log`x-1-[log`x-1]

log`x-[log`x]=-log`x-[-log`x]    yy㉢

조건 ㈎에서 [log`2020]=3이므로

[log`x]=3

즉, 3Élog`x<4이므로

06

07
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본문 pp. 18~19

01 ④	 02 ②	 03 34	 04 5	 05 ⑤

06 42	 07 ④	 08 7	 09 ③	 10 74

11 ①	 12 2	 13 ④	 14 ③	 15 32

16 ①	 17 ⑤	 18 12	 19 
1
2 	 20 ⑤

21 ④	 22 
4'3
3 	 23 467

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 19~21

밑의 조건에 의하여 3a-1>0, 3a-1+1

∴ 
1
3<a<2

3  또는 a>2
3 	 yy㉠

진수의 조건에 의하여 모든 실수 x에 대하여 

axÛ`+2ax+1-a>0

그런데 ㉠에서 a는 양수이므로 이차방정식

axÛ`+2ax+1-a=0의 판별식을 D라 하면

D
4 =aÛ`-a(1-a)<0에서

a(2a-1)<0    ∴ 0<a<1
2 	 yy㉡

㉠, ㉡에서 조건을 만족시키는 실수 a의 값의 범위는

1
3<a<1

2 � 답 ④

모든 실수 x에 대하여 부등식 axÛ`+bx+c>0이 항상 성립하기 위

한 필요충분조건은

a>0, bÛ`-4ac<0 또는 a=0, b=0, c>0

blacklabel 특강 필수 개념

logª°`(a-b)=log»`a=logÁ°`b=k로 놓으면

a-b=25k=52k	 yy㉠

a=9k=32k	 yy㉡

b=15k=3k_5k	 yy㉢

㉠_㉡=㉢Û`이 성립하므로

(a-b)a=bÛ`

∴ bÛ`+ab-aÛ`=0

01

02

40분 후 정맥에서의 약물 농도가 4`ng/mL이므로

log(10-4)=1-40k    ∴ log`6=1-40k� yy㉠

a분 후 정맥에서의 약물 농도가 6.4`ng/mL이므로

log`(10-6.4)=1-ka

log`3.6=1-ka

ka‌�=1-log`3.6	  

=1-(log`36-1)	  

=2-2`log`6	  

=2-2(1-40k) (∵ ㉠)	  

=2-2+80k	  

=80k

∴ a=80� 답 80

08 a>0이므로 위의 식의 양변을 aÛ`으로 나누면

{ ba }2`+
b
a-1=0

∴ 
b
a=

-1Ñ'5
2

이때 진수의 조건에 의하여 a-b>0, a>0, b>0이므로 

0< b
a<1이다.

∴ 
b
a=
'5-1

2 � 답 ②

다른 풀이

logª°`(a-b)=log»`a=logÁ°`b=k로 놓으면

25k=a-b, 9k=a, 15k=b

∴ 25k=9k-15k

이때 3k=A, 5k=B (A>0, B>0)로 놓으면

BÛ`=AÛ`-AB    ∴ BÛ`+AB-AÛ`=0

A>0이므로 위의 식의 양변을 AÛ`으로 나누면

{BA }2`+
B
A-1=0

∴ 
B
A=

-1+'5
2  {∵ 

B
A>0}

즉, { 53 }k`=
'5-1

2 이므로

b
a ‌�= 15k

9k = 5k

3k ={
5
3 }k`=

'5-1
2

f(x)=-2xÛ`+ax+3이라 하면

f(x)‌�=-2xÛ`+ax+3	  

=-2{xÛ`- a
2 x+ aÛ`

16- aÛ`
16 }+3	  

=-2{x- a
4 }2`+

aÛ`
8 +3

이때 logª`f(x)에서 로그의 정의에 의하여 f(x)>0이고, 

logª` f(x)=n (n은 자연수), 즉 f(x)=2n이므로 

logª` f(x)의 값이 자연수가 되는 실수 x의 개수가 6이려

면 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같이 세 직선 

y=2, y=2Û`, y=2Ü`과 각각 2개의 점에서 만나고 k¾4인 

자연수 k에 대하여 직선 y=2k과는 만나지 않아야 한다.

y

xa
4

a@
8 +3

O

y=2$

y=f{x}

2@

2#

2

즉, 2Ü`< aÛ`
8 +3<2Ý`에서 5<aÛ`

8 <13

∴ 40<aÛ`<104

따라서 조건을 만족시키는 모든 자연수 a의 값은 7, 8, 9, 

10이므로 그 합은

7+8+9+10=34� 답 34

03
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A n s w e r

	‌� 4 Ü`=64, 4 Ý`=256, 4 Þ`=1024이므로 조건을 만족시키

는 순서쌍 (m, n)은 존재하지 않는다.

Ý	c=5일 때,

	 100<5m<5n<1000에서

	‌� 5Ü`=125, 5Ý`=625이므로	  

조건을 만족시키는 순서쌍 (m, n)은 (3, 4)	  

∴ loga`b=
4
3  

Ú~Ý에서 구하는 유리수는 
8
7 , 

9
7 , 

9
8 , 

6
5 , 

4
3의 5개이다.	

� 답 5

(a, b)<A이면 (a, b)는 (a, logª`a)이므로

b=logª`a	 yy㉠

ㄱ.	(a, b)<A이므로 ㉠에서

		 b+1=logª`a+1=logª`a+logª`2=logª`2a

		 따라서 (2a, b+1)<A이다. (참)

ㄴ.		(a, b)<A이므로 ㉠에서

		 kb=k`logª`a=logª`ak

		 따라서 (ak, kb)<A이다. (참)

ㄷ.		(c, d)<A이므로 (c, d)는 (c, logª`c)이다.

		 ∴ d=logª`c	 yy㉡

	 	㉠, ㉡에 의하여

		
b
2-d‌�=

logª`a
2 -logª`c	  

=1
2 `logª`a-logª`c	  

=logª` a
;2!;

c 	  

=logª`

		 따라서 { 'ac , 
b
2-d}<A이다. (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다. � 답 ⑤

조건 ㈎에서 log£`a+log£`b+log£`c=66이므로

log£`abc=66

∴ abc=3ß`ß`    yy㉠

조건 ㈏에서 a, b, c 중 한 수가 1이면 나머지 두 수도 1

이므로 a, b, c는 모두 1이 아니다.

이때 aÛ`=bÝ`=cß`=k (k+1)로 놓으면

a=k;2!;, b=k;4!;, c=k;6!;이므로

abc=k;2!;+;4!;+;6!;=k;1!2!;

k;1!2!;=3ß`ß` (∵ ㉠)

∴ k=(366);1!1@;=3à`Û`

c¾6일 때, 조건을 만족시키는 순서쌍 (m, n)은 존재하지 않는다.

05

06

다른 풀이

f(x)=-2xÛ`+ax+3이라 하면 이차함수 y= f(x)의 	

그래프는 다음 그림과 같이 직선 y=2Ü`과 서로 다른 두 

점에서 만나고 직선 y=2Ý`과 만나지 않아야 한다.

y=f{x}

y

xO

y=2$
y=2#

Ú	‌�이차방정식 f(x)=2Ü`, 즉 2xÛ`-ax+5=0의 판별식

을 DÁ이라 하면

	 DÁ=aÛ`-4_2_5>0

	 ∴ aÛ`>40

Û	‌�이차방정식 f(x)=2Ý`, 즉 2xÛ`-ax+13=0의 판별

식을 Dª라 하면

	 Dª=aÛ`-4_2_13<0

	 ∴ aÛ`<104

Ú, Û에서 40<aÛ`<104

따라서 모든 자연수 a의 값은 7, 8, 9, 10이므로 그 합은

7+8+9+10=34

해결단계

➊ 단계
loga`b=

n
m  (m, n은 서로소인 자연수)이라 하고, 자연수 

c에 대하여 a=cm, b=cn으로 놓는다.

➋ 단계
자연수 c의 값에 따른 조건을 만족시키는 순서쌍 (m, n)을 

구한다.

➌ 단계
➋ 단계에서 구한 순서쌍을 이용하여 조건을 만족시키는 유

리수의 개수를 구한다.

loga`b=
n
m  (m, n은 서로소인 자연수)이라 하면

b=a
n
m 에서 an=bm이다.

즉, 자연수 c에 대하여 a=cm, b=cn으로 놓을 수 있다.

∴ 100<cm<cn<1000

Ú	c=2일 때,

	 100<2m<2n<1000에서

	 2à`=128, 2¡`=256, 2á`=512이므로

	 조건을 만족시키는 순서쌍 (m, n)은

	 (7, 8), (7, 9), (8, 9)

	 ∴ loga`b=
8
7  또는 

9
7  또는 

9
8

Û	c=3일 때,

	 100<3m<3n<1000에서

	 3Þ`=243, 3ß`=729이므로

	 조건을 만족시키는 순서쌍 (m, n)은 (5, 6)

	 ∴ loga`b=
6
5

Ü	c=4일 때,

	 100<4m<4n<1000에서

04
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본문 pp. 19~20

ㄱ.		b=1
2 이면 2a=5;2!;에서 

		 a‌�=logª`5;2!;=1
2 `logª`5	  

=log2Û``5=log¢`5 (참)

ㄴ.	2a=5b에서 2;bA;=5  

		 ∴ 
a
b=logª`5

		 그런데 logª`4<logª`5<logª`8에서 

		 2<logª`5<3이므로 2<a
b <3 (참)

ㄷ.		(반례) 2a=5b=10일 때,

		 2=10;a!;, 5=10;b!;에서 

		 1a=logÁ¼`2, 1b=logÁ¼`5

		 ∴ 
1
a+ 1

b ‌�=logÁ¼`2+logÁ¼`5	  

=logÁ¼`10=1 (유리수) (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

ㄷ.	2a=5b=k`(k>1)로 놓으면

	 2=k;a!;, 5=k;b!;에서 1
a =logk`2, 

1
b =logk`5

	 ∴ 1a + 1
b =logk`2+logk`5=logk`10

	 따라서 k=10;mN;;`(m, n은 자연수) 꼴이면

	 1
a + 1

b =log10;mN;;`10`= 1
n
m

= m
n

	 즉, 1a + 1
b 의 값은 유리수이다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

logÁ¼`{1+ 1
a }+logÁ¼`{1+ 1

a+1 }+y

� +logÁ¼`{1+ 1
a+b-1 }

=logÁ¼` a+1
a +logÁ¼` a+2

a+1+y+logÁ¼` a+b
a+b-1

=logÁ¼`{ a+1
a _ a+2

a+1_y_ a+b
a+b-1 }

=logÁ¼` a+b
a =logÁ¼` b6

즉, 
a+b

a = b
6에서 ab=6a+6b

ab-6a-6b=0

a(b-6)-6(b-6)=36

∴ (a-6)(b-6)=36

위의 식을 만족시키는 두 자연수 a, b`(a>b)의 값은 다

음과 같다.

a-6 36 18 12 9
b-6 1 2 3 4

a 42 24 18 15
b 7 8 9 10

09

10

∴ ‌�log£`a+log£`b-log£`c	  

=log£`ab
c =log£`k;2!;+;4!;-;6!;	  

=log£`k;1¦2;=log£`(3à`Û`);1¦2;	  

=log£`342=42 � 답 42

세 양의 실수 a, b, c에 대하여

log(a+b)`c+log(a-b)`c=2`log(a+b)`c_log(a-b)`c

가 성립하므로

1
logc`(a+b)

+ 1
logc`(a-b)

= 2
logc`(a+b)_logc`(a-b)

양변에 logc`(a+b)_logc`(a-b)를 곱하면

logc`(a-b)+logc`(a+b)=2

logc`(a-b)(a+b)=2

logc`(aÛ`-bÛ`)=2

aÛ`-bÛ`=cÛ`    ∴ aÛ`=bÛ`+cÛ`

따라서 △ABC는 ∠A=90ù인 직각삼각형이다.� 답 ④

로그의 정의에서 밑은 1이 아닌 양수이므로 log(a-b)`c에서 a=b인 

경우는 존재할 수 없다.

즉, 로그의 정의를 이용하면 보기 ①은 제외할 수 있다.

blacklabel 특강 오답 피하기

이차방정식 xÛ`-9x+log¢`4a=0의 두 근이 log¢`a, 	

log¢`4b이므로 근과 계수의 관계에 의하여

log¢`a+log¢`4b=9

log¢`a+1+log¢`b=9

∴ log¢`a+log¢`b=8	 yy㉠

또한,

log¢`a_log¢`4b=log¢`4a

log¢`a_(1+log¢`b)=1+log¢`a

log¢`a+log¢`a_log¢`b=1+log¢`a

∴ log¢`a_log¢`b=1	 yy㉡

∴ ‌�log4a`b+
1

loga`4b
	  

=
log¢`b
log¢`4a+

log¢`a
log¢`4b 	 

=
log¢`b

1+log¢`a+
log¢`a

1+log¢`b 	  

=
log¢`b_(1+log¢`b)+log¢`a_(1+log¢`a)

(1+log¢`a)(1+log¢`b)
	  

=
(log¢`b)Û`+(log¢`a)Û`+(log¢`a+log¢`b)
log¢`a_log¢`b+(log¢`a+log¢`b)+1

	  

=
(log¢`a+log¢`b)Û`-2(log¢`a_log¢`b)+(log¢`a+log¢`b)

log¢`a_log¢`b+(log¢`a+log¢`b)+1
	

=8Û`-2_1+8
1+8+1  (∵ ㉠, ㉡)	  

=7 � 답 7

07

08
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log°` 165 =
b£
2 +

b¢
2Û`

+
b°
2Ü`

+y

위의 식의 양변에 2를 곱하면

2`log°` 165 ‌�=b£+
b¢
2 +

b°
2Û`

+y

log°` 25625 =b£+
b¢
2 +

b°
2Û`

+y

이때 1<log°` 25625 <2이므로 b£=1

∴ bÁ+bª+b£=0+1+1=2� 답 2

단계 채점 기준 배점

㈎ 주어진 식의 양변에 2를 곱하여 bÁ의 값을 구한 경우 30%

㈏
식을 정리한 후, 양변에 2를 곱하여 bª의 값을 구한 

경우
30%

㈐
식을 정리한 후, 양변에 2를 곱하여 b£의 값을 구한 

경우
30%

㈑ bÁ+bª+b£의 값을 구한 경우 10%

aÞ`=10의 양변에 상용로그를 취하면

log`aÞ`=log`10, 5`loga=1

∴ log`a=1
5=0.2

b¡`=10의 양변에 상용로그를 취하면

log`b¡`=log`10, 8`log`b=1

∴ log`b=1
8=0.125

N=aà`bá`이므로 이 식의 양변에 상용로그를 취하면

log`N‌�=log`aà`bá`	  

=log`aà`+log`bá`	  

=7`log`a+9`log`b	  

=7_0.2+9_0.125	  

=1.4+1.125=2.525

이때 주어진 표에서 log`3.35=0.525이므로

log`N‌�=2+0.525	  

=2+log`3.35	  

=log`(3.35_10Û`)	  

=log`335

∴ N=335� 답 ④

다른 풀이

aÞ`=10에서 a=10;5!;, b¡`=10에서 b=10;8!;이므로

N=aà`bá`=(10;5!;)à`_(10;8!;)á`

=10;5&;_10;8(;=10;5&;+;8(;

=10:Á4¼0Á:

∴ log`N=101
40 =2.525

주어진 상용로그표에서 0.525=log`3.35이므로

log`N‌�=2+log`3.35	 

=log`(3.35_10Û`)	  

=log`335

∴ N=335

13

따라서 a+b의 최댓값은 42+7=49이고, 최솟값은 	

15+10=25이므로 최댓값과 최솟값의 합은

49+25=74� 답 74

f(mn)= f(m)+ f(n)    yy㉠

Ú	m이 짝수, n이 짝수일 때,

	 mn은 짝수이므로 ㉠에서

	 logª`mn=logª`m+logª`n

	‌� 즉, m과 n이 모두 짝수일 때는 항상 성립하므로 순서

쌍 (m, n)의 개수는 10_10=100(개)

Û	m이 짝수, n이 홀수일 때,

	 mn은 짝수이므로 ㉠에서

	 logª`mn=logª`m+log£`n

	 logª`n=log£`n    ∴ n=1

	‌� 즉, m은 짝수이고 n=1일 때 성립하므로 순서쌍

	 (m, n)의 개수는 10_1=10(개)

Ü	m이 홀수, n이 짝수일 때,

	 mn은 짝수이므로 ㉠에서

	 logª`mn=log£`m+logª`n

	 logª`m=log£`m    ∴ m=1

	‌� 즉, m=1이고 n은 짝수일 때 성립하므로 순서쌍

	 (m, n)의 개수는 1_10=10(개)

Ý	m이 홀수, n이 홀수일 때,

	 mn은 홀수이므로 ㉠에서

	 log£`mn=log£`m+log£`n

	‌� 즉, m과 n이 모두 홀수일 때는 항상 성립하므로 순서

쌍 (m, n)의 개수는 10_10=100(개)

Ú~Ý에서 순서쌍 (m, n)의 개수는

100+10+10+100=220(개)� 답 ①

log°`2=
bÁ
2 +

bª
2Û`

+
b£
2Ü`

+
b¢
2Ý`

+y의 양변에 2를 곱하면

2`log°`2‌�=bÁ+
bª
2 +

b£
2Û`

+
b¢
2Ü`

+y

log°`4=bÁ+
bª
2 +

b£
2Û`

+
b¢
2Ü`

+y

이때 0<log°`4<1이므로 bÁ=0

∴ log°`4=
bª
2 +

b£
2Û`

+
b¢
2Ü`

+y

위의 식의 양변에 2를 곱하면

2`log°`4‌�=bª+
b£
2 +

b¢
2Û`

+y

log°`16=bª+
b£
2 +

b¢
2Û`

+y

이때 1<log°`16<2이므로 bª=1

즉, log°`16=1+
b£
2 +

b¢
2Û`

+y이므로 

log°`16-1‌�=
b£
2 +

b¢
2Û`

+
b°
2Ü`

+y

11

12
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본문 pp. 20~21

조건 ㈏의 부등식의 의미를 살펴보자.

조건 ㈎에 의하여 m은 한 자리 자연수이므로

360

10n =m+a (0Éa<1)로 나타낼 수 있다.

이때 어떤 수를 10의 거듭제곱으로 나눈다는 것은 소수점의 위치를 

이동시키는 것과 같고, 360을 10n으로 나누어 정수 부분이 한 자리 수

가 되도록 만들었으므로 n은 360의 자릿수에서 1을 뺀 값과 같다. 또

한, 한 자리 자연수 m은 360의 최고 자리의 수와 같다.

따라서 log`360=60_log`3=60_0.4771=28.626에서 정수 부분인 

28을 이용하여 n의 값을 구하고, 소수 부분인 0.626을 이용하여 m의 

값을 구할 수 있다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

log`m-log`n=[log`m]-[log`n]에서

log`m-[log`m]=log`n-[log`n]

이때 log`m-[log`m], log`n-[log`n]은 각각 log`m, 

log`n의 소수 부분을 의미하므로 log`m과 log`n의 소수 

부분이 같아야 한다.

또한, 20<m<n<300이므로 m, n은 자릿수는 다르지

만 숫자의 배열이 같은 두 자연수이다.

따라서 두 자연수 m, n에 대하여 주어진 조건을 만족시

키는 순서쌍 (m, n)은

(21, 210), (22, 220), (23, 230), y, (29, 290)

의 9개이다. � 답 ①

다른 풀이

log`m-log`n=[log`m]-[log`n]에서

[log`m], [log`n]은 각각 log`m, log`n의 정수 부분이

므로 

log`n-log`m=N (단, N은 음이 아닌 정수)

이때 20<m<n<300에서 m, n은 두 자리 수 또는 세 

자리 수이므로 log`m과 log`n의 정수 부분은 다음과 같

이 나눌 수 있다.

Ú	[log`m]=[log`n]=1

Û	[log`m]=1, [log`n]=2

Ü	[log`m]=[log`n]=2

그런데 Ú, Ü이면 m=n이므로 모순이다.

즉, [log`m]=1, [log`n]=2이므로

log`n-log`m=[log`n]-[log`m]=1

log`n=1+log`m, log`n=log`10m

∴ n=10m

따라서 조건을 만족시키는 순서쌍 (m, n)은

(21, 210), (22, 220), (23, 230), y, (29, 290)

의 9개이다.

ㄱ. log`1000=log`10Ü`=3이므로 

 f(1000)=3

 log`20=log`10+log`2=1+log`2이므로 

 f(20)=1 (∵ 0<log`2<1)

16

17

1<a<2이므로 '1�0<('1�0)a<10

∴ '1�0<"�10a<10

이때 3<'1�0<4이므로 위의 부등식을 만족시키면서 4로 

나누었을 때 몫이 정수이고 나머지가 1인 수는 5, 9이다.

즉, "�10a=5 또는 "�10a=9이므로

10a=25 또는 10a=81

∴ a=log`25 또는 a=log`81

따라서 조건을 만족시키는 모든 a의 값의 합은

log`25+log`81‌�=log`5Û`+log`3Ý`	  

=2`log`5+4`log`3	  

=2(1-log`2)+4`log`3	  

=2(1-0.3)+4_0.48	  

=3.32� 답 ③

조건 ㈏의 각 변에 상용로그를 취하면

log`mÉlog` 3
60

10n<log`(m+1)

이때

log` 3
60

10n ‌�=log`360-log`10n	  

=60`log`3-n	  

=60_0.4771-n	  

=28.626-n

이므로

log`mÉ28.626-n<log`(m+1)    yy㉠

조건 ㈎의 각 변에 상용로그를 취하면 0Élog`m<1

또한, 자연수 m에 대하여 1Ém<10이므로

1ÉmÉ9    ∴ 2Ém+1É10

위의 식의 각 변에 상용로그를 취하면

log`2Élog`(m+1)Élog`10

0.301Élog`(m+1)É1

이므로 부등식 ㉠을 만족시키는 자연수 n의 값은 28이다.

∴ log`mÉ0.626<log`(m+1)`(∵ ㉠)

이때 

log`4‌�=log`2Û`	  

=2`log`2	 

=2_0.301	  

=0.602,

log`5‌�=log` 102 	  

=log`10-log`2	  

=1-log`2	  

=1-0.301	  

=0.699

이므로 조건을 만족시키는 자연수 m의 값은 4이다.

∴ m+n=4+28=32 � 답 32

14

15
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={-log`2
log`3 }_{-

log`3
log`4 }_{-

log`4
log`5 }_y	  

� _{-log`2019
log`2020 }_{-

log`2020
log`2021 }	

=-
log`2

log`2021 	  

=-log2021`2=k

log2021`2
-1=k

∴ 2021k=2-1=1
2  � 답 

1
2

조건 ㈎의 식 ab=100의 양변에 상용로그를 취하면

log`ab=log`100

log`a+log`b=2

∴ log`b=2-log`a    yy㉠

조건 ㈏에서 log`a, log`b의 소수 부분이 같으므로

log`a-log`b=(정수)

㉠을 위의 식에 대입하면

log`a-(2-log`a)=(정수)

2`log`a-2=(정수)

이때 log`a=n+a (n은 정수, 0Éa<1)라 하면

2(n+a)-2=(정수), 2a+2n-2=(정수)

즉, 2a도 정수이어야 하므로

2a=0 또는 2a=1 (∵ 0É2a<2)

∴ a=0 또는 a=1
2

한편, 조건 ㈐에서 -1<log`b<log`a<5이므로 ㉠을 부

등식에 대입하면

-1<2-log`a<log`a<5

(
{
9

-1<2-log`a에서 log`a<3

2-log`a<log`a에서 log`a>1

log`a<5 

∴ 1<log`a<3

Ú	a=0, 즉 log`a=n일 때,

	 1<n<3에서 n=2이므로

	 log`a=2

Û	a=1
2 , 즉 log`a=n+1

2일 때,

	 1<n+1
2<3에서 

1
2<n<5

2

	 즉, n=1 또는 n=2이므로

	 log`a=1+1
2=

3
2  또는 log`a=2+1

2=
5
2

Ú, Û에서 log`a=3
2  또는 log`a=2 또는 log`a=5

2

이때

log`ab ‌�=log`a-log`b	  

=log`a-(2-log`a) (∵ ㉠)	  

=2`log`a-2

이므로

20

 log`50=log`10+log`5=1+log`5이므로 

 f(50)=1 (∵ 0<log`5<1)

 ∴ f(1000)= f(20)+ f(50)+1 (참)

ㄴ. log`x= f(x)+g(x)이므로

 ㄱ에서 g(1000)=0, g(20)=log`2, 

 g(50)=log`5=log` 102 =1-log`2이므로

 g(1000)=g(20)+g(50)-1 (참)

ㄷ. log`x= f(x)+g(x),
 log`xÛ`=2 log`x= f(xÛ`)+g(xÛ`),

 log`xÝ`=4 log`x= f(xÝ`)+g(xÝ`)이므로

 f(xÝ`)+g(xÝ`)=2{ f(x)+g(x)}+ f(xÛ`)+g(xÛ`)

 =2 f(x)+2g(x)+ f(xÛ`)+g(xÛ`)

 이때 g(xÛ`)=1-2g(x), 즉 g(xÛ`)+2g(x)=1

 이므로 

 f(xÝ`)+g(xÝ`)=2 f(x)+ f(xÛ`)+1

 또한, 2 f(x)+ f(xÛ`)+1은 정수이고, 

 0Ég(xÝ`)<1이므로 g(xÝ`)=0

 ∴ f(xÝ`)= f(xÛ`)+2 f(x)+1 (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

64=2ß`<99<2à`=128이므로

6<logª`99<7    ∴ a=logª`99-6

25=5Û`<99<5Ü`=125이므로

2<log°`99<3    ∴ b=log°`99-2

∴ 2p+a5q+b‌�=2p-6+logª`995q-2+log°99	  

=2p-6_2logª`99_5q-2_5log°`99	  

=99Û`_2p-6_5q-2

이때 40=2Ü`_5이고, 2p+a5q+b이 40의 배수가 되어야 하

므로

p-6¾3, q-2¾1    ∴ p¾9, q¾3

따라서 p+q¾12이므로 구하는 p+q의 최솟값은 12이다.

� 답 12

loga`N=n+a (n은 정수, 0Éa<1)에 대하여

n-a가 최소이려면 n은 최소이고, a는 최대이어야 한다.

이때 a는 2보다 큰 자연수이고, N은 자연수이므로

n의 최솟값은 0이다.

즉, loga`N=a이고, a가 최대가 되려면

0Éa<1에서 N<a이어야 하므로 N=a-1이어야 한다.

즉, n=0, a=loga`(a-1)일 때, n-a의 값이 최소가 

되므로 

h(a)=-loga`(a-1)

∴ ‌�h(3)_h(4)_h(5)_y_h(2020)_h(2021)	

=(-log£`2)_(-log¢`3)_(-log°`4)_y	  

� _(-log2020`2019)_(-log2021`2020)	

18

19
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본문 p. 21

다른 풀이 2

조건 ㈎의 ab=100의 양변에 상용로그를 취하면

log`ab=log`100    ∴ log`a+log`b=2    yy㉢

조건 ㈏에서 log`a와 log`b의 소수 부분이 같으므로 

log` ab=log`a-log`b=m (m은 정수)      yy㉣

㉢, ㉣을 연립하여 풀면

log`a=2+m
2 , log`b=2-m

2

조건 ㈐에서 -1<log`b<log`a<5이므로

-1<2-m
2 <2+m

2 <5

(
|
{
|
9

-1<2-m
2 에서 m<4

2-m
2 <2+m

2 에서 m>0

2+m
2 <5에서 m<8

∴ 0<m<4

따라서 정수 m, 즉 log` ab 의 값은 1, 2, 3이므로 그 합은

1+2+3=6

이 해상에서 태풍의 중심 기압이 P=900일 때, 최대 풍

속이 VA이므로

VA=4.86(1010-900)0.5=4.86_1100.5

또한, 같은 해상에서 태풍의 중심 기압이 P=960일 때, 

최대 풍속이 VB이므로

VB=4.86(1010-960)0.5=4.86_500.5

∴ 
VA

VB
‌�=

4.86_1100.5

4.86_500.5 	  

={ 11050 }
0.5	  

='¶2.2
VA

VB
='¶2.2의 양변에 상용로그를 취하면

log`
VA

VB
‌�=log`'¶2.2=log`(2_1.1);2!;	  

=1
2(log`1.1+log`2)	  

=1
2(0.0414+0.301)	  

=0.1712	  

=log`1.483

log`
VA

VB
=log`1.483에서 양변의 로그의 밑이 10으로 같

으므로

VA

VB
=1.483 � 답 ④

21

log`ab=1 또는 log` ab=2 또는 log` ab=3

따라서 모든 log` ab 의 값의 합은

1+2+3=6 � 답 ⑤

다른 풀이 1

log`a=n+a (n은 정수, 0Éa<1)라 하면

조건 ㈎의 ab=100에서 b=100
a 이므로

log`b‌�=log` 100a =log100-log`a	  

=2-(n+a)    yy㉡

이때 a의 값에 따라 log`b의 소수 부분을 다음과 같이 나

눌 수 있다.

Ú	a=0일 때,

	 ㉡에서 log`b=2-n

	 즉, log`b의 소수 부분은 0이다.

	 log`a=n, log`b=2-n을 조건 ㈐에 대입하면

	 -1<2-n<n<5

	

(
{
9

-1<2-n에서 n<3

2-n<n에서 n>1

n<5

	 ∴ 1<n<3

	 즉, n=2이므로 log`a=2, log`b=0

	 ∴ log` ab=log`a-log`b=2

Û	a+0일 때,

	 ㉡에서 log`b=2-n-a=1-n+(1-a)이므로

	 log`b의 소수 부분은 1-a이다.

	 조건 ㈏에서 log`a, log`b의 소수 부분이 같으므로

	 a=1-a, 2a=1    ∴ a=1
2

	‌� 즉, log`a=n+1
2 , log`b=3

2-n이므로 이것을 조건 

㈐에 대입하면

	 -1<3
2-n<n+1

2<5

	

(
|
{
|
9

-1<3
2-n에서 n<5

2

3
2-n<n+1

2에서 n>1
2

n+1
2<5에서 n<9

2

	 ∴ 
1
2<n<5

2

	 따라서 n=1 또는 n=2이므로

	 log`a=3
2 , log`b=1

2  또는 log`a=5
2 , log`b=-1

2

	 ∴ log` ab=1 또는 log` ab=3

Ú, Û에서 log` ab 의 값이 1, 2, 3이므로 그 합은

1+2+3=6

log`a=;2#; log`a=2 log`a=;2%;
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A n s w e r

01 2	 02 7	 03 27	 04 76	 05 12	

06 500	 07 78

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 22

두 지역 A, B에 대하여 헤이즈계수가 각각 HA, HB, 여

과지 이동거리가 각각 LA, LB, 빛전달률이 각각 SA, SB

이므로

HA=
k
LA

`log` 1SA
, HB=

k
LB

`log` 1SB

이때 '3 HA=2HB, LA=2LB이므로

HA

HB
=

k
LA

`log` 1SA

k
LB

`log` 1SB

=

k
2LB

`log` 1SA

k
LB

`log` 1SB

=1
2_

log`SA

log`SB
= 2
'3

log`SA

log`SB
= 4
'3=

4'3
3

logSõ`SA=
4'3
3     ∴ SA=(SB)

4'3
3

∴ p=
4'3
3 � 답 

4'3
3

n=500이므로 컴퓨터 운영체제가 인식하는 용량은

500_{ 10001024 }3`

500_{ 10001024 }3`=k이므로 양변에 상용로그를 취하면

log`k‌�=log`[500_{ 10001024 }3`]	  

=log`[ 10002 _{ 10Ü`
2Ú`â`
}3`]	  

=log` 10Ú`Û`
2Ü`Ú`

	  

=log`10Ú`Û`-log`2Ü`Ú`	  

=12-31`log`2	  

=12-31_0.301	  

=2.669

이때 log`4.67=0.669이므로

log`k‌�=2+0.669	  

=2+log`4.67	  

=log`467

∴ k=467� 답 467

22

23

해결단계

➊ 단계
로그의 성질을 이용하여 집합 A의 원소 (x, y)에 대하여 

4xy=1이 성립함을 보인다.

➋ 단계
집합 B의 원소 (x, y)가 동시에 집합 A의 원소가 되도록 

하는 조건을 찾는다.

➌ 단계
조건을 만족시키는 양수 a의 값의 범위를 구하고, 그 최솟

값을 구한다.

집합 A에서 로그의 성질에 의하여

{ 12  log`2}(log'2`y)+log`x+log`4

=log`'2_ log`y
log`'2+log`x+log`4

=log`y+log`x+log`4

=log`4xy=0

즉, 4xy=1이므로 y= 1
4x     yy㉠ 

또한, 집합 B에서 '§x+'y='§a이므로

이 식의 양변을 제곱하면

x+y+2'¶xy=a                yy㉡

이때 A;B+á이므로 두 집합 A, B를 만족시키는 순

서쌍 (x, y)가 존재한다.

㉡에 ㉠을 대입하면

x+ 1
4x+1=a  

∴ x+ 1
4x=a-1

이때 x>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

x+ 1
4x¾2¾̈x_ 1

4x =1

{단, 등호는 x=1
2일 때 성립한다.}

따라서 a-1¾1이므로 a¾2

양수 a의 최솟값은 2이다.� 답 2

다른 풀이

집합 A에서 로그의 성질에 의하여

{ 12  log`2}(log'2`y)+log`x+log`4

=log`'2_ log`y
log`'2+log`x+log`4

=log`y+log`x+log`4

=log`4xy=0

∴ 4xy=1                           yy㉢

집합 B에서 '§x+'y='§a    yy㉣

㉢과 ㉣을 각각 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같

고, 두 그래프는 모두 직선 y=x에 대하여 대칭이다.

1
4

O

Q
P

y=x
xy=

´x+´y=´a

y
a

xa

01
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본문 pp. 21~22

{4}, {2, 8}, {3, 5}, {2, 4, 8}, {3, 4, 5},

{2, 3, 5, 8}, {2, 3, 4, 5, 8}의 7개이다. � 답 7

일대일함수와 일대일대응

⑴ ‌�일대일함수	  

함수 f `:`X`1Ú`Y에서 정의역 X의 임의의 두 원소 xÁ, xª에 대

하여 「xÁ+xª이면 f(xÁ)+ f(xª)」가 성립할 때, 함수 f를 일대일

함수라 한다.

⑵ ‌�일대일대응	  

함수 f `:`X`1Ú`Y가 일대일함수이고 공역과 치역이 같을 때, 함

수 f를 일대일대응이라 한다.

 ‌�즉, 유한개의 원소를 가진 집합 X, Y에 대하여 X에서 Y로의 함

수 f가 일대일대응이려면 두 집합 X, Y의 원소의 개수가 같고, 

집합 X의 한 원소는 집합 Y의 하나의 원소로 겹치지 않게 대응되

어야 한다.

blacklabel 특강 필수 개념

A(x)의 값을 이용하여 조건을 만족시키는 집합 P의 부분집합 X를 

구해보자.

A(2)=8, A(8)=2이므로 두 원소 2, 8은 집합 X에 함께 포함되어

야 한다.

A(3)=5, A(5)=3이므로 두 원소 3, 5도 집합 X에 함께 포함되어

야 한다.

A(4)=4이므로 원소 4는 집합 X에 홀로 포함될 수 있다.

그러나 A(6)=3, A(7)=2에서 원소 6, 7은 치역의 원소가 아니므

로 두 원소 6, 7을 포함시키는 집합 X는 조건을 만족시키지 않는다.

따라서 세 묶음 (2, 8), (3, 5), (4)를 원소로 가지는 집합 X의 개수

는 2Ü`-1=7(개)이다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

해결단계

➊ 단계
두 점 P(m, n), Q(a, b)가 각각 곡선과 직선 위에 존재함

을 이용하여 관계식을 구한다.

➋ 단계
log`AB의 값을 이용하여 AB의 최댓값과 최솟값을 구한 

후, 실수 k의 값을 구한다.

점 P(m, n)은 곡선 y=16
x  위에 있으므로

n= 16
m     ∴ mn=16

그런데 m, n은 음이 아닌 정수이고,

16=1_16=2_8=4_4이므로 순서쌍 (m, n)은

(1, 16), (2, 8), (4, 4), (8, 2), (16, 1)

또한, 점 Q(a, b)는 직선 y=-x+1 위에 있으므로 

b=-a+1    ∴ a+b=1    yy㉠

∴ log`AB‌�=log`A+log`B	  

=m+a+n+b	  

=m+n+a+b	  

=m+n+1`(∵ ㉠)

이때 m+n의 최댓값은 1+16=17, 최솟값은

4+4=8이므로 log`AB의 최댓값은 17+1=18, 

최솟값은 8+1=9이다.

03

이때 직선 y=x와 ㉢, ㉣의 그래프와의 교점을 각각 

P(tÁ, tÁ), Q(tª, tª) (tÁ, tª는 0보다 큰 실수)

라 하면

4tÁÛ`=1, tÁÛ`= 1
4     ∴ tÁ=1

2  (∵ tÁ>0)

또한, '§tª+'§tª='§a, 2'§tª='§a

4tª=a    ∴ tª= a
4

∴ P{ 12 , 
1
2 }, Q{

a
4 , 

a
4 }

두 집합 A, B에 대하여 A;B+á이려면 ㉢, ㉣의 그래

프가 서로 만나야 하므로 점 Q의 x좌표 (또는 y좌표)는 

점 P의 x좌표 (또는 y좌표)보다 크거나 같아야 한다.

즉, 
a
4¾

1
2이므로 a¾2

따라서 조건을 만족시키는 양수 a의 최솟값은 2이다.

해결단계

➊ 단계
2ÉxÉ8인 자연수 x에 대하여 logx`n이 자연수가 되도록 

하는 자연수 n의 개수를 구한 후, A(x)를 구한다.

➋ 단계

집합 P의 부분집합 X에 대하여 X에서 X로의 함수 f가 

일대일대응이 되기 위한 조건을 파악한 후, 집합 X의 개수

를 구한다.

logx`n이 자연수가 되려면 n은 x의 거듭제곱이어야 하므

로 A(x)의 값은 1부터 300까지의 자연수 중에서 x의 거

듭제곱으로 나타내어지는 수의 개수이다.

2¡`=256<300<2á`=512이므로 logª`n의 값이 자연수이

기 위한 n은 2, 2Û`, 2Ü`, y, 2¡`의 8개이다.

∴ A(2)=8

같은 방법으로 3부터 8까지의 자연수 x에 대하여 A(x)

의 값을 구하면

3Þ`=243<300<3ß`=729이므로 A(3)=5

4Ý`=256<300<4Þ`=1024이므로 A(4)=4

5Ü`=125<300<5Ý`=625이므로 A(5)=3

6Ü`=216<300<6Ý`=1296이므로 A(6)=3

7Û`=49<300<7Ü`=343이므로 A(7)=2

8Û`=64<300<8Ü`=512이므로 A(8)=2

전체집합 P={2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}에서 P로의 대응 f는 

다음 그림과 같다.

P

2
3
4
5
6
7
8

P

2

f

3
4
5
6
7
8

즉, 집합 P의 공집합이 아닌 부분집합 X에 대하여 집합 X

에서 X로의 함수 f가 일대일대응이 되도록 하는 집합 X는

02
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A n s w e r

	 [logª`1]+[logª`2]+[logª`3]+y+[logª`15]=34

>2_15+1=31

	 Ú~Ý에서 조건을 만족시키는 n의 값의 범위는

	 8<n<15이므로

	 [logª`1]+[logª`2]+[logª`3]+y+[logª`n]

	 =[logª`1]+[logª`2]+[logª`3]+y+[logª`7]

� +[logª`8]+y+[logª`n]

	 즉, 10+3(n-7)=2n+1이므로

	 3n-11=2n+1    ∴ n=12� 답 12

n=1, 2, 3, y을 대입할 때마다 등식의 좌변과 우변의 식의 값은 모

두 증가하고, [logª`1]<3이다. 이때

[logª`1]+[logª`2]+[logª`3]+y+[logª`(n-1)]
� <2(n-1)+1
에서 양변에 [logª`n]을 더하면

[logª`1]+[logª`2]+[logª`3]+y+[logª`n]
� <2n-1+[logª`n]
즉, 2n+1<2n-1+[logª`n]이므로 2<[logª`n]
[logª`n]은 정수이므로

3É[logª`n]    ∴ n¾8
따라서 n의 값을 구할 때 8부터 대입하여 계산하는 것이 편하다.

blacklabel 특강 참고

해결단계

➊ 단계

[log`x]와 f(x)가 각각 log`x의 정수 부분, 소수 부분임

을 파악한 후, 주어진 등식을 [log`a], f(a)를 이용하여 나

타낸다.

➋ 단계
log`2a의 소수 부분이 f(a)의 값에 따라 결정됨을 이해하

고, f(a)의 값의 범위에 따라 경우를 나눈다.

➌ 단계
➋ 단계에서 나눈 경우에 따라 f(2a)를 구한 후, ➊ 단계에

서 구한 식에 대입하여 [log`a], f(a)의 값을 각각 구한다.

➍ 단계

log`a=[log`a]+ f(a)임을 이용하여 조건을 만족시키는 

모든 양의 실수 a의 값을 구하여 모두 곱한 후, k의 값을 구

한다.

f(x)=log`x-[log`x]에서 [log`x]는 log`x의 정수 부

분이므로 f(x)는 log`x의 소수 부분이다.

log`a=2 f(a)+ f(2a)에서

log`a- f(a)= f(a)+ f(2a)

∴ [log`a]= f(a)+ f(2a)            yy㉠

즉, log`a와 log`2a의 소수 부분의 합이 log`a의 정수 부

분과 같아야 한다.

log`2a‌�=log`2+log`a	  

=log`2+ f(a)+[log`a]    yy㉡

에서 log`2a의 소수 부분은 f(a)의 값에 따라 결정되므

로 다음과 같이 두 경우로 나누어 생각할 수 있다.

Ú	0É f(a)<log`5일 때, 

	 log`2É f(a)+log`2<1이므로 ㉡에서

	 f(2a)= f(a)+log`2

	 위의 식을 ㉠에 대입하면

	 [log`a]‌�= f(a)+ f(2a)	  

= f(a)+ f(a)+log`2	  

=2 f(a)+log`2          yy㉢

06

← log`2+f(a)<1일 때, 

따라서 AB의 최댓값은 1018, 최솟값은 109이므로 그 곱은

1018_109=1027=10k

∴ k=27� 답 27

해결단계

➊ 단계 1.2610n의 상용로그 값을 구하여 소수 부분을 찾는다.

➋ 단계
f(n)¾2이려면 소수 부분이 log`2보다 크거나 같아야 함

을 파악한 후, n의 값의 범위를 구하여 최솟값을 찾는다.

1.2610n=N이라 하고 양변에 상용로그를 취하면

log`N‌�=log`1.2610n	  

=10n`log`1.26	  

=10n_0.1004	  

=n_1.004	  

=n+0.004_n

이때 0.004_n<1, 즉 n<250이면 log`N의 소수 부분

이 0.004_n이므로 f(n)¾2이려면

log`2É0.004_n

이때 log`2=0.301이므로

0.301É0.004_n

∴ n¾ 0.301
0.004=75.25 

따라서 f(n)¾2를 만족시키는 자연수 n의 최솟값은 76

이다.� 답 76

해결단계

➊ 단계 n=1, 2, 3, y을 주어진 등식에 대입한다.

➋ 단계 등식을 만족시키는 n의 값을 구한다.

Ú	n=1일 때,

	 logª`1=0이므로

	 [logª`1]=0<2_1+1=3

Û	2Én<2Û`일 때,

	 [logª`n]=1이므로 [logª`2]=[logª`3]=1

	 ∴ [logª`1]+[logª`2]=1<2_2+1=5,

	 [logª`1]+[logª`2]+[logª`3]=2<2_3+1=7

Ü	2Û`Én<2Ü`일 때,

	 [logª`n]=2이므로 

	 [logª`4]=[logª`5]=[logª`6]=[logª`7]=2

	 ∴ [logª`1]+[logª`2]+[logª`3]+[logª`4]=4

� <2_4+1=9,

	 [logª`1]+[logª`2]+[logª`3]+y+[logª`7]=10

� <2_7+1=15

Ý	2Ü`Én<2Ý`일 때,

	 [logª`n]=3이므로 

	 [logª`8]=[logª`9]=[logª`10]=y=[logª`15]=3

	 ∴ [logª`1]+[logª`2]+[logª`3]+y+[logª`8]=13

� <2_8+1=17,

04

05
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본문 p. 22

	 이때 0É f(a)<log`5에서

	 0É2 f(a)<2`log`5

	 log`2É2 f(a)+log`2<2`log`5+log`2

	 ∴ log`2É[log`a]<log`50 (∵ ㉢)

	 [log`a]는 정수이므로 [log`a]=1

	 따라서 2 f(a)+log`2=1이므로

	 f(a)= 1
2 (1-log`2)=1

2 `log`5=log`'5

	 log`a=[log`a]+ f(a)에서

	 log`a=1+log`'5=log`10'5
	 양변의 로그의 밑이 10으로 같으므로

	 a=10'5
Û log`5É f(a)<1일 때, 

	 1É f(a)+log`2<1+log`2이므로 ㉡에서

	 f(2a)= f(a)+log`2-1

	 위의 식을 ㉠에 대입하면

	 [log`a]‌�= f(a)+ f(2a)	  

= f(a)+ f(a)+log`2-1	  

=2 f(a)+log`2-1     yy㉣

	 이때 log`5É f(a)<1에서

	 2`log`5É2 f(a)<2

	 2`log`5+log`2-1É2 f(a)+log`2-1<1+log`2

	 ∴ log`5É[log`a]<log`20 (∵ ㉣)

	 [log`a]는 정수이므로 [log`a]=1

	 따라서 2 f(a)+log`2-1=1이므로

	 f(a)‌�=1
2 (2-log`2)=1

2 `log`50	  

=log`'5�0=log`5'2
	 log`a=[log`a]+ f(a)에서

	 log`a=1+log`5'2=log`50'2
	 양변의 로그의 밑이 10으로 같으므로

	 a=50'2
Ú, Û에서 a=10'5 또는 a=50'2이므로 조건을 만족

시키는 모든 양의 실수 a의 값의 곱은

10'5_50'2=500'1�0
∴ k=500 � 답 500

해결단계

➊ 단계
logª`(na-aÛ̀ )=logª`(nb-bÛ̀ )=k라 하고 a, b가 곡선

y=nx-xÛ̀ 과 직선 y=2k의 교점의 x좌표임을 파악한다.

➋ 단계

이차함수 y=nx-xÛ`의 그래프를 그린 후, a, b가

0<b-aÉ n
2 을 만족시키기 위한 n의 값의 범위를 k를 이

용하여 나타낸다.

➌ 단계

➋ 단계에서 구한 부등식에 k=1, 2, 3, y을 대입하여 부등

식을 만족시키는 20 이하의 자연수 n의 값을 각각 구한 후, 

그 합을 구한다.

logª`(na-aÛ`)과 logª`(nb-bÛ`)이 같은 자연수이므로

logª`(na-aÛ̀ )=logª`(nb-bÛ̀ )=k (k는 자연수)라 하면

na-aÛ`=nb-bÛ`=2k (단, k는 자연수)    yy㉠

← log`2+f(a)¾1일 때, 

07

이때 f(x)=nx-xÛ`이라 하면 이차함수 y= f(x)의 그

래프와 직선 y=2k (k는 자연수)은 x좌표가 각각 a, b인 

두 점에서 만난다.

㉠에서 f(a)- f(b)=0이므로

(na-aÛ`)-(nb-bÛ`)=0

bÛ`-aÛ`-nb+na=0

(b-a)(b+a-n)=0

이때 b-a>0이므로 b+a=n

∴ b=n-a, a=n-b

주어진 조건에서 0<b-aÉn
2 이므로

0<(n-a)-aÉn
2 , 0<b-(n-b)Én

2

-n<-2aÉ-n
2 , n<2bÉ 3

2n

∴ 
n
4Éa<n

2 , 
n
2 <bÉ 3

4n

즉, 이차함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=2k은 다음 그

림과 같다.

y

f y=2 

y=f{x}
x

a b
O n

n

4
n
2

3
4

n
2{ }

f n
4{ }

n

즉, f{n4 }É2k< f{n2 }이어야 하므로

3
16nÛ`É2k<nÛ`

4

3
16nÛ`É2k에서 3nÛ`É2k+4이므로 nÛ`É 2k+4

3

2k<nÛ`
4 에서 nÛ`>2k+2

∴ 2k+2<nÛ`É 2k+4

3

Ú	k=1일 때,

	 8<nÛ`É 32
3 =10.6___    ∴ n=3

Û	k=2일 때,

	 16<nÛ`É 64
3 =21.3___

	 이것을 만족시키는 자연수 n은 존재하지 않는다.

Ü	k=3일 때,

	 32<nÛ`É 128
3 =42.6___    ∴ n=6

Ý	k=4일 때,

	 64<nÛ`É 256
3 =85.3___    ∴ n=9

Þ	k=5일 때,

	 128<nÛ`É 512
3 =170.6___    ∴ n=12, 13
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log¢`2n;2#;=k (kÉ40인 자연수)이어야 하므로

2n;2#;=4k, 4;2!;n;2#;=4k 

n;2#;=4k-;2!;    ∴ n=4
2k-1

3 =2
4k-2

3

이때 
4k-2

3 가 자연수가 되어야 하므로 

k=2, 5, 8, y, 38

각 자연수 k의 값에 따라 자연수 n의 값이 하나씩 존재하

므로 조건을 만족시키는 자연수 n의 개수는 13이다.

� 답 13

해결단계

➊ 단계
두 집합 A, B의 자연수인 원소를 작은 값부터 차례대로 나

열해본다.

➋ 단계
조건을 만족시키는 집합 C를 원소나열법으로 나타내고, k
의 값의 범위를 구한다.

➌ 단계
➋ 단계에서 구한 범위를 이용하여 조건을 만족시키는 자연

수 k의 개수를 구한다.

집합 A의 자연수인 원소는 다음과 같다.

a 1 4 9 16 25 36 49 64 y
'§a 1 2 3 4 5 6 7 8 y

집합 B의 자연수인 원소는 다음과 같다.

b 3 9 27 81 y
log'3`b 2 4 6 8 y

이때 n(C)=3이므로 C={2, 4, 6}이다.

즉, 8²C이므로 자연수 k의 범위는 

36Ék<81

따라서 조건을 만족시키는 자연수 k의 개수는 

81-36=45� 답 45

해결단계

➊ 단계

집합 Am의 정의를 이용하여 b가 될 수 있는 값을 a를 이용

하여 나타낸 후, a가 2의 거듭제곱일 때 b의 값이 존재함을 

파악한다.

➋ 단계

a=1, 2, 3, y을 대입하여 집합 Am을 구한 후, m이 2의 

거듭제곱일 때, m의 값이 2배가 되면 n(Am)의 값이 1씩 

증가함을 파악한다.

➌ 단계 n(Am)=205가 되도록 하는 m의 최댓값을 구한다.

집합 Am에서 logª`a+log¢`b=log¢`aÛ`b가 100 이하의 자

연수이므로

log¢`aÛ`b=a (1ÉaÉ100인 자연수)라 하면

aÛ`b=4Ú`, 4Û`, 4Ü`, y, 4Ú`â`â`

즉, 1ÉaÉm인 자연수 a에 대하여

b= 4Ú`
aÛ`

, 
4Û`
aÛ`

, 
4Ü`
aÛ`

, y, 
4Ú`â`â`
aÛ`

    yy㉠

이때 정수 k에 대하여 b=2k 꼴이므로 a가 2의 거듭제곱

일 때 b가 존재한다.

Ú	a=1일 때,

	 ㉠에서 b=4Ú`, 4Û`, 4Ü`, y, 4Ú`â`â`이므로

	 ab=4Ú`, 4Û`, 4Ü`, y, 4Ú`â`â`

3

4

1 ①	 2 13	 3 45	 4 127

이것이 수능	 p. 23

해결단계

➊ 단계 로그의 성질을 이용하여 주어진 식을 정리한다.

➋ 단계 조건을 만족시키는 2 이상의 자연수 n의 값을 구한다.

➌ 단계 ➋ 단계에서 구한 모든 n의 값의 합을 구한다.

logn`4_logª`9=
log`2Û`
log`n _

log`3Û`
log`2

=
2 log`2
log`n _

2 log`3
log`2

=
4 log`3
log`n  

=4 logn`3

이 값이 자연수가 되려면 4 logn`3=k (k는 자연수)이어

야 하므로

logn`3=
k
4 , n;4K;=3    ∴ n=3;k$;

이때 k, n은 자연수이므로

k=1일 때, n=81

k=2일 때, n=9

k=4일 때, n=3

따라서 모든 n의 값의 합은

81+9+3=93� 답 ①

해결단계

➊ 단계 로그의 성질을 이용하여 주어진 식을 정리한다.

➋ 단계 조건을 만족시키는 40 이하의 자연수 n의 개수를 구한다. 

log¢`2nÛ`- 1
2  logª`'§n=log¢`2nÛ`-log¢`'§n

=log¢` 2nÛ`
'§n

=log¢`2n;2#;

이 값이 40 이하의 자연수가 되려면 

1

2

ß	k=6일 때,

	 256<nÛ`É 1024
3 =341.3___    ∴ n=17, 18

à	k=7일 때,

	‌� 512<nÛ`É 2048
3 =682.6___이므로 이것을 만족시

키는 20 이하의 자연수 n은 존재하지 않는다.

Ú~à에서 조건을 만족시키는 20 이하의 자연수 n의 

값은 3, 6, 9, 12, 13, 17, 18이므로 그 합은

3+6+9+12+13+17+18=78� 답 78
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본문 pp. 22~26

	 m=1이면 a=1뿐이므로 AÁ={4Ú`, 4Û`, 4Ü`, y, 4Ú`â`â`}

	 ∴ n(AÁ)=100

Û	a=2일 때,

	 ㉠에서 b=4â`, 4Ú`, 4Û`, y, 4á`á`이므로

	 ab=2_4â`, 2_4Ú`, 2_4Û`, y, 2_4á`á`

	 m=2이면 a=1, a=2이므로

	 Aª={4Ú`, 4Û`, 4Ü`, y, 4Ú`â`â`,

	�  2_4â`, 2_4Ú`, 2_4Û`, y, 2_4á`á`}

	 ∴ n(Aª)=200

Ü	a=3일 때,

	‌� a가 2의 거듭제곱이 아니므로 조건을 만족시키는 b는 

존재하지 않는다.

	‌� 즉, m=3일 때 a=1, a=2, a=3이고, a=3일 때 

조건을 만족시키는 ab는 존재하지 않으므로 집합 A£

은 집합 Aª와 같다.

	 ∴ n(A£)=n(Aª)=200

Ý	a=4일 때,

	 ㉠에서 b=4-1, 4â`, 4Ú`, y, 498이므로

	 ab=4â`, 4Ú`, 4Û`, y, 499

	‌� m=4이면 a=1, a=2, a=3, a=4이므로

	 A¢={4â`, 4Ú`, 4Û`, 4Ü`, y, 4100,

	�  2_4â`, 2_4Ú`, 2_4Û`, y, 2_499}

	 ∴ n(A¢)=201

Þ	a=5, a=6, a=7일 때,

	‌� a가 2의 거듭제곱이 아니므로 조건을 만족시키는 b는 

존재하지 않는다.

	‌� 즉, a=5, a=6, a=7일 때 조건을 만족시키는 ab는 

존재하지 않으므로 세 집합 A°, A¤, A¦은 집합 A¢와 

같다.

	 ∴ n(A°)=n(A¤)=n(A¦)=n(A¢)=201

ß	a=8일 때,

	 ㉠에서 b=4-2, 4-1, 4â`, y, 497이므로

	 ab=2_4-1, 2_4â`, 2_4Ú`, y, 2_498

	‌� m=8이면 a=1, a=2, a=3, y, a=8이므로

	 A¥={4â`, 4Ú`, 4Û`, 4Ü`, y, 4100,

� 2_4-1, 2_4â`, 2_4Ú`, 2_4Ü`, y, 2_499}

	 ∴ n(A¥)=202

Ú~ß에서 a가 2의 거듭제곱인 경우에만 집합 Am의 원

소의 개수가 증가한다. 즉,

n(Aª)=200, n(A¢)=201, n(A¥)=202, y
이므로 m이 2의 거듭제곱 꼴이면 집합 Am에서 m이 2배 

증가할 때마다 집합 Am의 원소는 1개씩 증가한다.

또한, m이 2배로 증가하기 전까지의 집합 Am의 원소의 

개수는 모두 같다. 따라서

n(A¤¢)=n(A¤°)=n(A¤¤)=y=n(A127)=205,

n(AÁª¥)=206

이므로 n(Am)=205가 되도록 하는 자연수 m의 최댓값

은 127이다. � 답 127

지수함수03

01 ③	 02 2'1�0	 03 ①	 04 ③	 05 ⑤

06 ④	 07 13	 08 ②	 09 ④	 10 ④

11 -1	 12 ①	 13 a<1	 14 a>1
2 	 15 ④

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 pp. 26~27

ㄱ.		‌�함수 f(x)=5x은 실수 전체의 집합에서 일대일대응

이므로 임의의 두 실수 xÁ, xª에 대하여 xÁ+xª이면 	

f(xÁ)+ f(xª), 즉 f(xÁ)= f(xª)이면 xÁ=xª이다. 

� (참)

ㄴ.		‌�(밑)=5>1이므로 x의 값이 증가하면 f(x)의 값도 

증가한다. 즉, xÁ<xª이면 f(xÁ)<f(xª)이다. (거짓)

ㄷ.		‌�함수 f(x)=5x의 그래프는 아래로 볼록하므로 서로 

다른 두 실수 xÁ, xª에 대하여

		 f{xÁ+xª
2 }< f(xÁ)+ f(xª)

2 이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

함수 y=f(x)의 그래프의 모양에 따른

f{ xÁ+xª
2 }와 

f(xÁ)+f(xª)
2 의 관계는 다음과 같다.

⑴	‌�함수 y= f(x)의 그래프 모양은 직선  	  

HjK f{ xÁ+xª
2 }= f(xÁ)+f(xª)

2
	

x

y y=f{x}

x¡ x™

f{x™}

f{x¡}

O

f{x¡}+f{x™}
2

2
x¡+x™

⑵	‌�함수 y= f(x)의 그래프 모양은 아래로 볼록  	  

HjK f{ xÁ+xª
2 }< f(xÁ)+f(xª)

2
	

x

y y=f{x}

x¡ x™

f{x¡}

f{x™}

O

f{x¡}+f{x™}
2

f { }2
x¡+x™

2
x¡+x™

⑶	‌�함수 y= f(x)의 그래프 모양은 위로 볼록   	  

HjK f{ xÁ+xª
2 }> f(xÁ)+f(xª)

2
	

y=f{x}

x

y

f{x™}

x¡ x™
f{x¡}

O

f{x¡}+f{x™}
2

2
x¡+x™

f { }2
x¡+x™

blacklabel 특강 풀이 첨삭� C

01

C
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이때 a>c>1이므로 ㉢은 y=ax의 그래프, ㉣은 y=cx

의 그래프이다.

또한, ab=1, cd=1에서 a=1
b , c= 1

d이므로

1
b>

1
d>1    ∴ 0<b<d<1

즉, ㉡은 y=bx의 그래프, ㉠은 y=dx의 그래프이다.

따라서 y=ax의 그래프는 ㉢, y=bx의 그래프는 ㉡, 	

y=cx의 그래프는 ㉣, y=dx의 그래프는 ㉠이므로 올바

르게 짝지은 것은 ③이다.� 답 ③

함수 y=243x=35x의 그래프를 원점에 대하여 대칭이동하

면 함수 -y=3-5x, 즉 y=-3-5x의 그래프와 일치한다.

또한, 위의 그래프를 x축의 방향으로 
2
5 만큼,  y축의 방향

으로 k만큼 평행이동하면 함수 y-k=-3-5{x-;5@;}, 즉 	

y=-32-5x+k의 그래프가 된다.

이때 함수 y= f(x)의 그래프가 제 2 사분면을 지나지 않

으려면 다음 그림과 같이 y절편이 0 이하이어야 한다.

y

xO

y=f{x}

-9+k

즉, f(0)=-9+kÉ0이므로 kÉ9

따라서 조건을 만족시키는 k의 최댓값은 9이다.� 답 ⑤

점 P의 x좌표를 p (p>0)라 하면 3-p=k_3p에서

32p=1
k , 2p=log£` 1k     ∴ p=1

2 `log£`
1
k

점 Q의 x좌표를 q (a>0)라 하면 -4_3q+8=k_3q

에서

(k+4)3q=8, 3q= 8
k+4

∴ q=log£` 8
k+4

이때 두 점 P, Q의 x좌표의 비가 1`:`2이므로

p`:`q=1`:`2

즉, 
1
2 `log£` 1k `:`log£` 8

k+4=1`:`2

log£` 8
k+4=log£` 1k

8
k+4=

1
k , k+4=8k

7k=4    ∴ 35k=20� 답 ④

다른 풀이

두 점 P, Q의 x좌표의 비가 1`:`2이므로 점 P의 x좌표를 

a (a>0)라 하면 점 Q의 x좌표는 2a이다.

05

06

f(x)=ax이므로

f(b)=4에서 ab=4

f(c)=10에서 ac=10

∴ f{ b+c
2 }‌�=a

b+c
2 = (ab+c);2!;	  

=(ab_ac);2!;=40;2!;=2'1�0� 답 2'1�0

A=n+4"Ãan+3=a
n+3
n+4 , B=n+3"Ãan+2=a

n+2
n+3 , 

C=n+2"Ãan+1=a
n+1
n+2이므로

n+3
n+4-

n+2
n+3 ‌�=

(n+3)Û`-(n+2)(n+4)
(n+3)(n+4)

	  

= 1
(n+3)(n+4)

>0

∴ 
n+3
n+4>

n+2
n+3     yy㉠

n+2
n+3-

n+1
n+2 ‌�=

(n+2)Û`-(n+1)(n+3)
(n+2)(n+3)

	  

= 1
(n+2)(n+3)

>0

∴ 
n+2
n+3>

n+1
n+2     yy㉡

㉠, ㉡에서 
n+3
n+4>

n+2
n+3>

n+1
n+2

이때 0<(밑)=a<1이므로 a
n+3
n+4<a

n+2
n+3<a

n+1
n+2

∴ A<B<C� 답 ①

다른 풀이 1

A=n+4"Ãan+3=a
n+3
n+4 , B=n+3"Ãan+2=a

n+2
n+3 , 

C=n+2"Ãan+1=a
n+1
n+2

이때 
n+3
n+4=1- 1

n+4 , 
n+2
n+3=1- 1

n+3 ,

n+1
n+2=1- 1

n+2이고

1
n+4<

1
n+3<

1
n+2이므로

- 1
n+4>- 1

n+3>- 1
n+2

∴ 1- 1
n+4>1- 1

n+3>1- 1
n+2

즉, 
n+3
n+4>

n+2
n+3>

n+1
n+2이고 0<(밑)=a<1이므로

a
n+3
n+4<a

n+2
n+3<a

n+1
n+2

∴ A<B<C

다른 풀이 2

n=1일 때, A=Þ"ÅaÝ`=a;5$;, B=Ý"ÅaÜ`=a;4#;, C=Ü"ÅaÛ`=a;3@;

이때 
4
5>

3
4>

2
3이고, 0<(밑)=a<1이므로

a;5$;<a;4#;<a;3@;    ∴ A<B<C

㉠과 ㉡은 밑이 1보다 작은 지수함수의 그래프이고, 	

㉢과 ㉣은 밑이 1보다 큰 지수함수의 그래프이다.

02

03

04
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Ⅰ. 지수함수와 로그함수 | 033

본문 pp. 26~27

방정식 (2x-1)x-3=11x-3에서 지수가 같으므로 이 방

정식이 성립하려면

Ú	밑이 같은 경우

	 2x-1=11에서 2x=12    ∴ x=6

Û	‌�(지수)=0인 경우

	 주어진 방정식은 (2x-1)â`=11â`=1로 성립하므로

	 x-3=0에서 x=3

Ú, Û에서 모든 근의 합은 6+3=9� 답 ④

32x-3x+1=-1에서

(3x)Û`-3_3x=-1

이때 3x=t (t>0)로 놓으면 주어진 방정식은

tÛ`-3t=-1

∴ tÛ`-3t+1=0

t>0이므로 양변을 t로 나누면

t-3+1
t =0    ∴ t+t-1=3

위의 식의 양변을 제곱하면

tÛ`+2+t-2=9

∴ tÛ`+t-2=7	 yy㉠

또한, ㉠의 양변을 제곱하면

tÝ`+2+t-4=49

∴ tÝ`+t-4=47    yy㉡

∴ 
34x+3-4x+1
32x+3-2x+1

‌�= tÝ`+t-4+1
tÛ`+t-2+1

	 

=47+1
7+1  (∵ ㉠, ㉡)	  

=48
8 =6� 답 ④

4x=2x+1+k에서 (2x)Û`-2_2x-k=0

2x=t`(t>0)로 놓으면 주어진 방정식은 

tÛ`-2t-k=0    yy㉠

이때 주어진 방정식이 서로 다른 두 실근을 가지려면 t에 

대한 이차방정식 ㉠이 서로 다른 두 양의 실근을 가져야 

한다.

Ú	이차방정식 ㉠의 판별식을 D라 하면

	
D
4 =1+k>0    ∴ k>-1

Û	(두 근의 합)=2>0이므로 항상 성립한다.

Ü	(두 근의 곱)>0이므로 

	 -k>0    ∴ k<0

Ú, Û, Ü에서 -1<k<0

따라서 p=-1, q=0이므로 p+q=-1� 답 -1

부등식 (2x-32){ 13x-27}>0이 성립하려면

(
{
9
`
2x-32>0

1
3x -27>0

 또는 

(
{
9
`
2x-32<0

1
3x-27<0

09

10

11

Ú 판별식 D>0    Û (두 근의 합)>0    Ü (두 근의 곱)>0

12

점 P는 두 함수 y=k_3x, y=3-x의 그래프의 교점이므로

k_3a=3-a    ∴ 32a=1
k     yy㉠

또한, 점 Q는 두 함수 y=k_3x, y=-4_3x+8의 그래

프의 교점이므로

k_32a=-4_32a+8

위의 식의 양변에 ㉠을 대입하면

k_1
k=-4_ 1

k+8, 1=- 4
k+8

4
k=7, 7k=4

∴ 35k=20

y‌�=2xÛ`_{ 12 }
2x-3

	  

=2xÛ`_2-2x+3	 

=2xÛ`-2x+3

함수 y=2xÛ`-2x+3에서 f(x)=xÛ`-2x+3이라 하면

f(x)=(x-1)Û`+2

-2ÉxÉ3에서�

O

y

x3-2

2

6
11

1

y=f{x}

	

함수 y= f(x)의 그래프는 오른쪽 

그림과 같으므로 y= f(x)는	  

x=-2일 때 최댓값 11, x=1일 

때 최솟값 2를 갖는다.

이때 함수 y=2f(x)에서 (밑)=2>1

이므로 f(x)가 최댓값을 가질 때 y도 최댓값을 갖고, 

f(x)가 최솟값을 가질 때 y도 최솟값을 갖는다.

따라서 주어진 함수의 최댓값은 211, 최솟값은 2Û`이므로 

그 곱은 

211_2Û`=213=2k

∴ k=13� 답 13

직선 x=a와 두 곡선 y=2-x+3+4, y=-2x-5-3의 교

점이 각각 P, Q이므로

P(a, 2-a+3+4), Q(a, -2a-5-3)

∴ PQÓ=7+2-a+3+2a-5

이때 2-a+3>0, 2a-5>0이므로

산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

PQÓ=7+2-a+3+2a-5

¾7+2¿¹2-a+3_2a-5 (단, 등호는 a=4일 때 성립)

=7+2¿¹2-2

=8

즉, 선분 PQ의 길이의 최솟값은 8이다.

따라서 선분 PQ를 대각선으로 하는 정사각형의 한 변의 

길이의 최솟값은 4'2이므로 정사각형의 넓이의 최솟값은

(4'2 )Û`=32� 답 ②

07

08
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A n s w e r

Ú	
(
{
9
`
2x-32>0� yy㉠

1
3x -27>0  yy㉡

	 ㉠에서 2x>32이므로 2x>2Þ`    ∴ x>5

	 ㉡에서 { 13 }
x

>27이므로 { 13 }
x

>{ 13 }
-3
� ∴ x<-3

	 ‌�㉠, ㉡을 만족시키는 x의 값의 범위는 다음 그림과 같다.

x-3 5

㉡ ㉠

	 즉, ㉠, ㉡을 동시에 만족시키는 x의 값은 없다.

Û	
(
{
9
`
2x-32<0� yy㉢

1
3x -27<0  yy㉣

	 ㉢에서 2x<32이므로 2x<2Þ`    ∴ x<5

	 ㉣에서 { 13 }
x

<27이므로 { 13 }
x

<{ 13 }
-3
� ∴ x>-3

	 ‌�㉢, ㉣을 만족시키는 x의 값의 범위는 다음 그림과 같다.

x-3 5

㉢
㉣

	 ‌�즉, ㉢, ㉣을 동시에 만족시키는 x의 값의 범위는

	 -3<x<5

Ú, Û에서 지수부등식 (2x-32){ 1
3x -27}>0을 만족

시키는 x의 값의 범위는 -3<x<5이므로 정수 x는

-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4의 7개이다.� 답 ①

x에 대한 이차부등식 xÛ`-2(2a+1)x-3(2a-5)>0이 

모든 실수 x에 대하여 성립하려면

f(x)=xÛ`-2(2a+1)x-3(2a-5)	

라 할 때, 이차함수 y= f(x)의 그래

프가 오른쪽 그림과 같아야 한다.

즉, 이차방정식 f(x)=0의 판별식을 

D라 하면

D
4 =(2a+1)Û`+3(2a-5)<0에서

(2a)Û`+5_2a-14<0

이때 2a=t`(t>0)로 놓으면 tÛ`+5t-14<0

(t+7)(t-2)<0    ∴ -7<t<2

그런데 t>0이므로 0<t<2에서 0<2a<2Ú`

(밑)=2>1이므로 a<1� 답 a<1

집합 A의 방정식 2x-2= 1
2 ''2에서 2

x-2=2-;2#;

이때 밑이 2로 같으므로 x-2=-3
2에서

x= 1
2     ∴ A=[ 12 ]

한편, 집합 B의 부등식 2xÛ`<2ax에서 (밑)=2>1이므로 

xÛ`<ax    yy㉠

이때 A;B+á이므로 12<B이어야 한다.

13

x

y=f{x}

14

01 ③	 02 32 	 03 ④	 04 16	 05 2

06 ⑤	 07 8	 08 ③	 09 ②	 10 310

11 ③	 12 ③	 13 -6	 14 3	 15 2764
16 ④	 17 100	 18 35	 19 ④	 20 7
21 ②	 22 6	 23 19	 24 ⑤	 25 -3

26 ③	 27 36일	 28 ④

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 28~31

부등식 
1
3 ={ 13 }1`<{

1
3 }a`<{

1
3 }b`<1={ 13 }0`에서

(밑)= 1
3 <1이므로 0<b<a<1

ㄱ.		‌�0<(밑)=a<1이므로 y=ax에서 x의 값이 증가하

면 y의 값은 감소한다. 즉, y의 값이 증가하면 x의 값

은 감소한다.

	 	따라서 임의의 두 실수 xÁ, xª에 대하여

	 	axÁ<axª이면 xÁ>xª이다. (참)

ㄴ.		ax<bx에 x=1을 대입하면 a<b (거짓)

ㄷ.		‌�0<b<a<1일 때 두 함수�

O

1

xb
y=bx

y

y=axab

bb

 

y=ax, y=bx의 그래프는 오

른쪽 그림과 같으므로 bb<ab

	 	또한, 0<(밑)=b<1이고

	 a>b이므로

	 ba<bb    ∴ ba<bb<ab (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

01

즉, x= 1
2  을 ㉠에 대입하면 부등식이 성립해야 하므로

{ 12 }2`<
1
2 a에서 12 a> 1

4     ∴ a>1
2 � 답 a>1

2

n=CdCg10
;5$;(x-9)에 

Cg=2, Cd=
1
4 , x=a, n= 1

200을 대입하면

1
200 = 1

4 _2_10;5$;(a-9)

10;5$;(a-9)= 1
100 , 10

;5$;(a-9)=10-2

즉, 
4
5 (a-9)=-2이므로 a-9=-5

2

∴ a= 13
2 � 답 ④

15
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본문 pp. 27~28

		 (5a+1)(3a-1)=0 

		 ∴ a=-1
5  또는 a=1

3

		‌� 그런데 a>1이므로 조건을 만족시키는 a의 값이 존

재하지 않는다. (거짓)

ㄴ.		‌�f(x)=ax>0, f(-x)=a-x>0이므로 산술평균과 

기하평균의 관계에 의하여 

		‌� ax+a-x‌�¾2"Ãax_a-x (단, 등호는 x=0일 때 성립)	

=2 (참) 

ㄷ.		f(|x|)-1
2 { f(x)+ f(-x)}

		 =a|x|-1
2(a

x+a-x)

		 =a|x|-1
2 ax-1

2 a-x    yy㉠

		‌� 또한, a>1일 때 두 함수 y=ax, y=a-x의 그래프는 

다음 그림과 같다.

		

O

1

x

y y=axy=a-x

		 Ú	‌�x¾0일 때,	  

a|x|=ax이고, 위의 그림에서 x¾0일 때 함수 	

y=ax의 그래프가 함수 y=a-x의 그래프보다 위 

쪽에 있으므로 ax¾a-x	  

즉, ㉠에서 	  

ax-1
2 ax-1

2 a-x=1
2 ax-1

2 a-x¾0	 

∴ f(|x|)¾ 1
2 { f(x)+ f(-x)}

		 Û	‌�x<0일 때,	  

a|x|=a-x이고, 위의 그림에서 x<0일 때 함수 	

y=a-x의 그래프가 함수 y=ax의 그래프보다 위 

쪽에 있으므로 a-x>ax	  

즉, ㉠에서 	  

a-x-1
2 ax-1

2 a-x=1
2 a-x-1

2 ax>0	  

∴ f(|x|)>1
2 { f(x)+ f(-x)}

		 Ú, Û에서 f(|x|)¾ 1
2 { f(x)+ f(-x)} (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

y={ 32 }
1-x

+4={ 23 }
x-1

+4이므로 이 함수의 그래프는

함수 y={ 23 }
x+1

의 그래프를 x축의 방향으로 2만큼, y축

의 방향으로 4만큼 평행이동한 것이다.

두 곡선 y={ 23 }
x+1

, y={32}
1-x

+4와 두 직선 y=2x+3, 

y=2x+11의 네 교점을 A, B, C, D라 하고, 이 두 곡선

과 두 직선을 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다.

04

오른쪽 그림에서 ABÓ=2이므로�

xc ad a+2

y

O

1
C D

A B2 y=kk

y=k
3

k
3

y=3xy=9x  

점 A의 x좌표를 a라 하면 점 B

의 x좌표는 a+2이고, 두 점 A, 

B의 y좌표는 같으므로

9a=3a+Û`

3Û`a=3a+Û`

밑이 3으로 같으므로

2a=a+2에서 a=2  

∴ k=9Û`=81

또한, 직선 y= k
3=

81
3 , 즉 y=27과 두 곡선이 만나는 

두 점 C, D의 x좌표를 각각 c, d라 하면

9c=27, 3d=27이므로 3Û`c=3Ü`, 3d=3Ü`

밑이 3으로 같으므로 

2c=3에서 c=3
2 , d=3  

∴ CDÓ=d-c=3-3
2=

3
2 � 답 

3
2

다른 풀이

두 점 A, B는 두 곡선 y=9x, y=3x과 직선 y=k가 만나

는 두 점이므로

9x=k에서 x=log»`k, 3x=k에서 x=log£`k

∴ A(log»`k, k), B(log£`k, k)

이때 두 점 A, B 사이의 거리가 2이므로

log£`k-log»`k=2, log£`k-log3Û``k=2

log£`k-1
2 `log£`k=2, 12 `log£`k=2

∴ log£`k=4    yy㉠

두 점 C, D는 두 곡선 y=9x, y=3x과 직선 y= k
3가 만

나는 두 점이므로

9x=k
3에서 x=log»` k3 , 3x= k

3에서 x=log£` k3

∴ C{log»`k3 , 
k
3 }, D{log£`

k
3 , 

k
3 }

따라서 두 점 C, D 사이의 거리는

log£`k3-log»` k3 ‌�=log£` k3-log3Û``
k
3 	  

=log£` k3-
1
2 `log£`

k
3 	  

=1
2 `log£`

k
3=

1
2 (log£`k-1)	  

=1
2 (4-1)`(∵ ㉠)=3

2

f(x)=ax (a>1)에 대하여

ㄱ.		2 f(x)=15 f(x+1)- f(x-1)에서

		 2ax=15ax+1-ax-Ú`

		 ax>0이므로 위의 식의 양변을 ax으로 나누면

		 2=15a-1
a  

		 15aÛ`-2a-1=0 (∵ a>1)

02

03
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A n s w e r

 =log`[8Þ`_{ 1a }
1+2+3+4+5

]

 =log`[215_{ 1a }
15
]=log`{ 2a }

15
=0

즉, { 2a }
15
=1이므로 

2
a=1    ∴ a=2� 답 2

주어진 함수 y=-{ 1a }/`의 그래프를 x축에 대하여 대칭

이동하면 함수 -y=-{ 1a }/`, 즉 y={ 1a }/`의 그래프이므

로 주어진 함수 y=-{ 1a }/`의 그

래프와 함수 y={ 1a }/`의 그래프

를 좌표평면 위에 나타내면 오른

쪽 그림과 같다.

즉, 함수 y={ 1a }/`의 그래프는 x의 값이 증가할 때, y의 

값도 증가하므로

1
a>1    ∴ 0<a<1 (∵ a>0)

함수 y={-1
4 aÛ`+a+1

4 }
x-1

-5에서 

-1
4 aÛ`+a+1

4=b라 하면

y=bx-1-5    yy㉠

이때

b‌�=-1
4 aÛ`+a+1

4=-1
4 (aÛ`-4a+4)+5

4 	  

=-1
4 (a-2)Û`+ 5

4

0<a<1에서 함수

b=-1
4 (a-2) Û`+ 5

4 의 그래

프는 오른쪽 그림과 같다.

즉, 
1
4<b<1이므로 함수 ㉠의 

그래프는 x의 값이 증가할 때 y의 값은 감소하고, y=bx

의 그래프를 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 -5

만큼 평행이동한 것이다.

또한, ㉠에 x=0을 대입하면

y=b-1-5=1
b-5

이때 
1
4<b<1에서 1<1

b<4이므로

-4<1
b-5<-1

따라서 함수 ㉠의 그래프의 y절편은 -4보다 크고 -1보

다 작은 값이므로 개형으로 알맞은 것은 ⑤이다.� 답 ⑤

곡선 y=2x을 y축에 대하여 대칭이동한 곡선은 y=2-x이

고, 점 B(0, 1)은 직선 y=x+1 위에 있으므로 곡선

y=2-x은 직선 y=x+1과 점 B에서 만난다.

06

y

xO

1
ay={ }

Ù

1
ay=-{ }

Ù

1

-1

b

aO

1
4

1

1
b=-1

4{a-2}@+5
4

07

O

A

B

C
D

x

yy=2x+11
y=2x+3

y= +4{ }23
1-x

y={ }32
x+1

이때 두 점 A, B를 x축의 방향으로 2만큼, y축의 방향으

로 4만큼 평행이동하면 각각 점 C, 점 D가 된다.

또한, 다음 그림과 같이 점 B를 지나고 x축과 평행한 직

선을 l, 점 D를 지나고 x축과 평행한 직선을 m이라 하고 

두 직선 l, y=2x+11의 교점을 E, 두 직선 m과 	

y=2x+11의 교점을 F라 하자.

O
2

4A
E

B

C
F D

x

yy=2x+11
y=2x+3

m

l

이때 점 E를 x축의 방향으로 2만큼, y축의 방향으로 4만

큼 평행이동하면 점 F가 되므로 위의 그림에서 어두운 두 

부분의 넓이는 같다.

즉, 두 곡선 y={ 23 }
x+1

, y={ 32 }
1-x

+4와 두 직선

y=2x+3, y=2x+11로 둘러싸인 도형의 넓이는 평행

사변형 FEBD의 넓이와 같다.

이때 y=2x+11=2(x+4)+3이므로

직선 y=2x+11을 x축의 방향으로 4만큼 평행이동하면 

직선 y=2x+3이 된다.

∴ EBÓ=4

따라서 구하는 도형의 넓이는

4_4=16� 답 16

함수 y= f(x)의 그래프를 x축의 방향으 y=g{x}

y=f{x}

a

b

로 a만큼, y축의 방향으로 b만큼 평행이

동하면 함수 y=g(x)의 그래프가 될 때, 

기울기가 b
a 인 직선과 두 함수 y= f(x), 	

y=g(x)의 그래프의 교점도 같은 평행이

동 관계에 있다.

blacklabel 특강 참고

함수 f(x)=ax의 그래프를 x축의 방향으로 m만큼 평행

이동한 그래프의 식은 y=ax-m

이 그래프가 점 (n, 8)을 지나면

8=an-m    yy㉠

또한, y=ax-m의 y절편은 a-m이므로 bn=a-m

위의 식을 ㉠에 대입하면 8=anbn

∴ bn=8_{ 1a }
n

∴ log`bÁ+log`bª+log`b£+log`b¢+log`b°

 =log`(bÁ_bª_b£_b¢_b°)

05
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본문 pp. 28~29

			  3a={ 12 }b`=m이므로 3a=2-b에서 a<-b

			  ∴ a+b<0

	 	Û	m<1일 때,

			

y=m

b-b a x

y

O

1

f{x}=3x

g{-x}=2x
g{x}={ }21

x

			  위의 그림에서 a<0<b이고,

			  3a={ 12 }b`=m이므로

			  3-a=2b에서 -a<b

			  ∴ a+b>0

	 	Ú, Û에서 항상 a+b<0인 것은 아니다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

ㄱ.	g(b)< f(a)라 하면 직선 l은 다음 그림과 같다.

	

g{b}

b a

l

f{a}

x

y

O

1

f{x}=3xg{x}={ }21
x

	‌� 이때 직선 l의 y절편은 g(b)보다 크고 f(a)보다 작은 값이다.

	‌� f(a)<g(b)일 때도 같은 방법으로 직선 l을 그려보면 y절편이 

f(a)보다 크고 g(b)보다 작은 값이다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

f(x)=|9x-3|, g(x)=2x+k이라 하면

두 함수 y= f(x), y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같

이 서로 다른 두 점에서 만난다.

xx¡ x™

g{x}=2x+k

f{x}=|9x-3|y

O

2

2

78

xÁ<0이므로 f(0)<g(0)
∴ 2<2k	 yy㉠

또한, 0<xª<2이므로 f(2)>g(2)에서

78>22+k, 2k<78
4

∴ 2k<39
2 	 yy㉡

㉠, ㉡에서 2<2k<39
2

09

곡선 y=2-x을 x축의 방향으로 
1
4만큼, y축의 방향으로 

1
4만큼 평행이동한 곡선이 y= f(x)이므로 두 곡선

y=2-x, y= f(x)와 직선 y=x+1을 좌표평면 위에 나

타내면 다음 그림과 같다.

y=x+1

y=f{x}

O

B
1

A

y

x

y=2-x 4
1

4
1

즉, 점 B를 x축의 방향으로 
1
4만큼, y축의 방향으로 

1
4만

큼 평행이동하면 점 A가 되므로 B(0, 1), A{ 14 , 
5
4 }

∴ k=ABÓ‌�=¾Ð{ 14 }2`+{
1
4 }2`=¾Ð

1
16+

1
16=¾

1
8 	

∴ 
1
kÛ`
=8� 답 8

ㄱ.		a>0일 때, f(a)=3a>1

		 b<0일 때, g(b)={ 12 }b`=2-b>1

		‌� 이때 a>0, b<0인 두 점 (a, f(a)), (b, g(b))를 

지나는 직선의 y절편은 항상 f(a)와 g(b) 사이에 존

재하므로 1보다 크다. (참)

ㄴ.		직선 l이 y축과 평행하므로 a=b이고,

		 a>0이므로

		 f(a)+g(b)‌�= f(a)+g(a)	  

=3a+{ 12 }a`	  

>2a+{ 12 }a`	  

>2¾Ð2a_{ 12 }a`	 	

=2

		 ∴ 
f(a)+g(b)

2 >1 (참)

ㄷ.		‌�직선 l이 x축과 평행하므로 직선 l의 방정식을 y=m 

(m+1)이라 하면 두 함수 y= f(x), y=g(x)에 대

하여

	 	Ú	m>1일 때,

			
y=m

b a-b x

y

O

1

f{x}=3x

g{-x}=2x
g{x}={ }21

x

			  위의 그림에서 b<0<a이고,

08

2a>0, { 12 }
a

>0이므로 산술평균과

기하평균의 관계를 이용한다. 이때
a>0이므로 등호는 성립하지 않는다.

∵ a+b
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A n s w e r

		 ∴ b-a>2b-2a (거짓)

ㄷ.		‌�0<a<b일 때 오른쪽 그림에서

xa b

y y=f{x}

O

A

B2b-1

2a-1

		 원점 O에 대하여

		 (직선 OA의 기울기)

		 <(직선 OB의 기울기)

		 이므로

		
2a-1

a <2b-1
b

		 ∴ b(2a-1)<a(2b-1) (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

g(x)=2x, h(x)={ 14 }
x+a

-{ 14 }
3+a

+8이라 하면

곡선 y=g(x)의 점근선의 방정식은 y=0이고, 곡선 	

y=h(x)의 점근선의 방정식은 y=-{ 14 }
3+a

+8이다.

따라서 y= f(x)의 그래프를 좌표평면 위에 나타내면 다

음 그림과 같다.

y

x

y좌표가 정수인
점의 개수가 15

8
7
6

1

…
…

-1

-7

O
3 y좌표가 정수인

점의 개수가 8
y=f{x}

-3
-2

- +8{ }41 #±á

g(3)=2Ü`=8이므로 x<3에서 y좌표가 정수인 점의 개

수는 7이다.

이때 곡선 y= f(x) 위의 점 중에서 y좌표가 정수인 점의 

개수가 23이므로 x¾3에서 y좌표가 정수인 점의 개수는 

16이다.

또한, h(3)=8이므로 x¾3, y>0에서 y좌표가 정수인 

점의 개수가 8이다.

따라서 yÉ0에서 y좌표가 정수인 점의 개수는 8이므로 

-{ 14 }
3+a

+8의 값은 -8보다 크거나 같고 -7보다 작

아야 한다.

즉, -8É-{ 14 }
3+a

+8<-7에서

15<{ 14 }
3+a
É16, 4Ú`<15<4-3-aÉ4Û`

(밑)=4>1이므로

1<-3-aÉ2    ∴ -5Éa<-4

그러므로 구하는 정수 a의 값은 -5이다.� 답 ③

지수함수 y=ax-m+n (a>0, a+1)의 그래프

지수함수 y=ax의 그래프를 x축의 방향으로 m만큼, y축의 방향으로 

n만큼 평행이동한 것이다.

⑴ 정의역은 실수 전체의 집합이고, 치역은 { y|y>n}이다.

⑵ 직선 y=n을 점근선으로 갖는다.

⑶ a의 값에 관계없이 항상 점 (m, 1+n)을 지난다.

blacklabel 특강 필수 개념

12

이때 2Ý`=16<39
2 <2Þ`=32이므로 조건을 만족시키는 자

연수 k는 2, 3, 4이다.

따라서 구하는 모든 자연수 k의 값의 합은

2+3+4=9� 답 ②

두 곡선 y=3x, y={ 13 }
x-6

과 y축으로 둘러싸인 영역 A

를 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림의 어두운 부분(경

계선 제외)과 같다.

x

y

O 1
1

23

y=

y=3x

36

{ }31
x-6

3%={ }31
3$= —$

—%

3#
3@
3

{ }31

이때 두 곡선의 교점의 x좌표는 방정식 3x={ 13 }
x-6

, 즉 

3x=3-x+6의 근과 같다.

밑이 3으로 같으므로 

x=-x+6, 2x=6    ∴ x=3

따라서 두 곡선의 교점의 좌표는 (3, 3Ü`)이므로 자연수 a

의 값으로 가능한 것은 1`또는 2이다.

Ú	a=1일 때, 

	 3<b<3Þ`이므로 b의 개수는 

	 3Þ`-3-1=243-3-1=239

Û	a=2일 때,

	 3Û`<b<3Ý`이므로 b의 개수는 

	 3Ý`-3Û`-1=81-9-1=71

Ú, Û에서 영역 A의 내부에 속하는 점 (a, b)의 개수는

239+71=310� 답 310

ㄱ.		‌�곡선 y= f(x)와 직선 y=x

x

y
y=xy=f{x}

a

a

f{a}
O 1

1

는 점 (1, 1)에서 만나므로 

오른쪽 그림에서 0<a<1이

면 f(a)<a이다. (참) 

ㄴ.		‌�곡선 y= f(x) 위의 두 점 A(a, f(a)),	  

B(b, f(b)) (0<a<b)에 대하여 직선 AB의 기울

기는

		
` f(b)- f(a)

b-a =2b-1-(2a-1)
b-a =2b-2a

b-a

		‌� 0<a<b<1일 때 오른쪽

x

y y=f{x}y=x

a b
f{a}

f{b}

O 1
B

A

1

 

그림에서 두 점 A, B를 

지나는 직선의 기울기는 

직선 y=x의 기울기 1보

다 작으므로 

		
2b-2a

b-a <1

10

11
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본문 pp. 29~30

로의 길이는 각각 3, { 43 }
a

이고, 직사각형 B의 세로의 길

이는 { 43 }
a+3

이다.

이때 직사각형 B의 가로의 길이를 k라 하고, 두 직사각형 

A, B의 넓이를 각각 SA, SB라 하면

SA=3_{ 43 }
a

, SB=k_{ 43 }
a+3

이므로 3SB=SA에서

3_k_{ 43 }
a+3

=3_{ 43 }
a

k_{ 43 }
3

=1  

∴ k={ 34 }
3

=27
64

따라서 직사각형 B의 가로의 길이는 
27
64이다.� 답 

27
64

단계 채점 기준 배점

㈎

x축 위에 있는 직사각형 A의 두 꼭짓점의 x좌표를 

각각 a, a+3으로 놓고 직사각형 A의 넓이를 구한 

경우

40%

㈏
직사각형 B의 가로의 길이를 k로 놓고 직사각형 B
의 넓이를 구한 경우

30%

㈐
직사각형 A의 넓이가 직사각형 B의 넓이의 3배임을 

이용하여 직사각형 B의 가로의 길이를 구한 경우
30%

y‌�=9x-2_3x+1+7	  

=(3x)Û`-6_3x+7

에서 3x=t (t>0)로 놓으면 주어진 함수는

y=tÛ`-6t+7=(t-3)Û`-2

이때 log£` 12ÉxÉ1이므로

1
2É3xÉ3    ∴ 

1
2ÉtÉ3

따라서 
1
2ÉtÉ3에서 함수

y=(t-3)Û`-2의 그래프는 오른쪽 

그림과 같으므로 y=(t-3)Û`-2는 

t=1
2일 때 최댓값 

17
4  을 갖고, 	

t=3일 때 최솟값 -2를 갖는다.

즉, M=17
4 , m=-2이므로

M+m=17
4 -2=9

4 � 답 ④

y�=2-|x-1|+1	  

=[`
2x� (x<1)

2-x+2 (x¾1)

이므로 함수 y=2-|x-1|+1의 그래프는 다음 그림과 같다.

16

O

-2

3

y

t1
2

17
4 y={t-3}@-2

17

오른쪽 그림과 같이 두 곡선�

O

P

p Q x

y

b+1
3x+y-4=0

y=ax+2

y=ax+b

q

 

y=ax+2, y=ax+b가 직선	

3x+y-4=0과 만나는 점을 

각각 P, Q, 두 점 P, Q의 x

좌표를 각각 p, q라 하면

P(p, -3p+4),

Q(q, -3q+4)

즉, a>1이고 p<q이다.

또한, 두 점 P, Q는 각각 두 곡선 y=ax+2, y=ax+b 위

의 점이므로

ap+2=-3p+4      yy㉠

aq+b=-3q+4    yy㉡

한편, 두 점 P, Q 사이의 거리가 2'1�0으로 일정하므로

"Ã(q-p)Û`+{(-3q+4)-(-3p+4)}Û`=2'1�0
"Ã(q-p)Û`+9(q-p)Û`=2'1�0
|q-p|'1�0=2'1�0, |q-p|=2

∴ q-p=2 (∵ p<q)

즉, q=p+2이므로 이 식을 ㉡에 대입하면

ap+2+b=-3(p+2)+4

∴ ap+2+b=-3p-2

위의 식에 ㉠을 대입하면

-3p+4+b=-3p-2, 4+b=-2

∴ b=-6� 답 -6

점 A의 x좌표는 a이고, 점 A는 곡선 y=2x 위에 있으므로 

A(a, 2a)    ∴ b=2a

점 B의 y좌표는 점 A의 y좌표와 같고, 점 B는 곡선

y=4x 위에 있으므로 점 B의 x좌표는

4x=2a에서 22x=2a    ∴ x= a
2

∴ B{a2 , 2a}

점 C의 x좌표는 a이고, 점 C는 곡선 y=4x 위에 있으므로

C(a, 4a)

이때 삼각형 ABC의 넓이가 42이므로

1
2_{a-

a
2 }_(4a-2a)=42, a4 (4

a-2a)=42

∴ a(4a-2a)‌�=168	  

=2Ü`_3_7	  

=3_(4Ü`-2Ü`)

따라서 조건을 만족시키는 자연수 a의 값은 3이다.� 답 3

오른쪽 그림과 같이 x축 위

x
k

y

a+3
aO

1

B
A
3

y={ }34
x

{ }34
a+3

{ }34
a

에 있는 직사각형 A의 두 

꼭짓점의 좌표를 각각	 

(a, 0), (a+3, 0)이라 하

면 직사각형 A의 가로, 세

13

두 곡선 y=ax+2, y=ax+b가  직선 3x+y-4=0
과 한 점에서 만나므로

14

자연수라는 조건 없이도 삼각형 ABC의 
넓이가 42가 되도록 하는 실수 a의 값은 
3뿐이다.

15
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CDÓ‌�=2-2t-1-2t+2-t

2 	  

=2-2t-1-2t-1-2-t-1	  

=2-2t-2-t-1	  

=2-(2t+2-t-1)

2t>0, 2-t-1>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 

의하여

2t+2-t-1‌�¾2¿¹2t_2-t-1 {단, 등호는 t=-1
2일 때 성립}	

=2® 1
2='2

∴ CDÓ=2-(2t+2-t-1)É2-'2
즉, 선분 CD의 길이의 최댓값이 2-'2이므로 ㉠에서 구

하는 넓이 S의 최댓값은

1
2 (b-a)(2-'2)=k(b-a)

따라서 k=
2-'2

2 =1-
'2
2 이므로

70(k-1)Û`=70_{-'22 }2`

=70_1
2=35� 답 35

해결단계

➊ 단계

0<a<1일 때, -1ÉxÉ2에서의 두 함수 y= f(g(x)),
y=g( f(x))의 최댓값을 각각 구한 후, 이 값이 같도록 하

는 a의 값을 구한다.

➋ 단계
a>1일 때, -1ÉxÉ2에서의 두 함수 y= f(g(x)),
y=g( f(x))의 최댓값을 각각 구한 후, 이 값이 같도록 하

는 a의 값을 구한다.

➌ 단계
➊, ➋ 단계에서 구한 a의 값을 이용하여 a, b의 값을 각각 

구한 후, log°` ba의 값을 구한다.

f(x)=-2xÛ`+4x+3, g(x)=ax이므로

f(g(x))=-2a2x+4ax+3

g( f(x))=a-2xÛ`+4x+3

Ú	0<a<1일 때,

	� f(g(x))=-2(ax)2+4ax+3에서 ax=t (t>0)로 

놓으면

	 -1ÉxÉ2에서 aÛ`ÉtÉ 1
a이고 y= f(g(x))에서

	 y‌�=-2tÛ`+4t+3	  

=-2(tÛ`-2t+1)+5	  

=-2(t-1)Û`+5

	‌� 이때 0<a Û`<1, 
1
a>1이므

t

y y=-2{t-1}@+5

O 1

5

a@ a
1

로 함수 y=-2(t-1)Û`+5	

의 그래프는 오른쪽 그림과 

같고, 함수 y= f(g(x))의 

최댓값은 t=1, 즉 x=0일 

때 5이다.

	 한편,

	 g( f(x))‌�=a-2xÛ`+4x+3	  

=a-2(x-1)Û`+5

19

x

y=2-|x-1|+1
y

O-1 1

2

3

1
2

Ú	a<1일 때,

	 -1ÉxÉa에서

	 최댓값은 x=a일 때, M=2a

	 최솟값은 x=-1일 때, m=2-1=1
2

	 M+m=33
16에서 2a+1

2=
33
16

	 2a=25
16     ∴ a=logª` 2516

Û	1ÉaÉ3일 때,

	 -1ÉxÉa에서

	 최댓값은 x=1일 때, M=2

	 최솟값은 x=-1일 때, m=2-1=1
2

	‌� M+m=2+1
2=

5
2이므로 조건을 만족시키는 a의 

값은 존재하지 않는다.

Ü a>3일 때,

	 -1ÉxÉa에서

	 최댓값은 x=1일 때, M=2

	 최솟값은 x=a일 때, m=2-a+2

	 M+m=33
16에서 2+2-a+2=33

16

	 2-a+2= 1
16 , 2-a+2=2-4

	 밑이 2로 같으므로

	 -a+2=-4    ∴ a=6

Ú, Û, Ü에서 a=logª` 2516  또는 a=6이므로

k=logª` 2516+6

=logª` 2516+logª`2ß`=logª`{ 2516_2ß`}	

=logª`(25_4)=logª`100

∴ 2k=2logª`100=100logª`2=100� 답 100

색칠된 도형의 넓이 S는 두 삼각형 ABC, ABD의 넓이

의 차와 같으므로

S‌�=(△ABC의 넓이)-(△ABD의 넓이)	  

=1
2_ABÓ_(두 삼각형의 높이의 차)	  

=1
2_ABÓ_CDÓ=1

2_(b-a)_CDÓ    yy㉠

이때 S가 최댓값을 가지려면 선분 CD의 길이가 최대이

어야 한다.

C(t, 2-2t-1), D{t, 2
t+2-t

2 }이므로

18
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본문 pp. 30~31

3x-3-x=t로 놓으면

9x+9-x=tÛ`+2이므로

9x+9-x+2a(3x-3-x)+5=0에서

tÛ`+2+2at+5=0

∴ tÛ`+2at+7=0

주어진 지수방정식이 실근을 가지므로 t에 대한 이차방정

식 tÛ`+2at+7=0도 실근을 가져야 한다.

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D
4 =aÛ`-7¾0에서 aÛ`¾7

∴ a¾'7 (∵ a>0)

따라서 조건을 만족시키는 양수 a의 최솟값 m이 '7이므

로

mÛ`=7� 답 7

방정식 |2x+1-5|=k+2의 실근은 |2x+1-5|-2=k의 

실근과 같으므로 구하는 실근의 개수는 함수 	  

y=|2x+1-5|-2의 그래프와 직선 y=k의 교점의 개수

와 같다.

f(x)=|2x+1-5|-2라 하고 함수 y= f(x)의 그래프

를 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다.

y

xO

y=f{x}

-2

3

log™`5-11

즉, 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=k의 교점의 개수

가 2가 되도록 하는 k의 값의 범위는

-2<k<3

따라서 조건을 만족시키는 모든 정수 k의 값의 합은

-1+0+1+2=2� 답 ②

[`
812x+812y=36

81x+y=9'3
에서

81Û`x=X`(X>0), 812y`=Y`(Y>0)로 놓으면

[`
X+Y=36

"ÃXY=9'3
 , 즉 [`

X+Y=36

XY=243

이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 X, Y는 이차

방정식 tÛ`-36t+243=0의 두 근이므로

(t-9)(t-27)=0

t=9 또는 t=27

∴ X=9, Y=27 또는 X=27, Y=9

Ú	‌�X=9, Y=27일 때,	  

812x=9, 812y=27이므로	  

(3Ý`)2x=3Û`, (3Ý`)2y=3Ü`	  

38x=3Û`, 38y=3Ü`	  

밑이 3으로 같으므로 8x=2, 8y=3	  

∴ x=1
4 , y=3

8

20

21

22

	‌� 에서 0<a<1이므로 지수인 -2(x-1)Û`+5가 최솟

값을 가질 때, 함수 y=g( f(x))가 최댓값을 갖는다.

	‌� 이때 -1ÉxÉ2에서 함수 	

y=-2(x-1) Û`+5의 그래

프가 오른쪽 그림과 같으므

로 최솟값은 x=-1일 때 	

-3이고, 함수 y=g(f(x))

의 최댓값은 a-3이다.

	‌� 두 함수 y= f(g(x)), y=g( f(x))의 최댓값이 같

아야 하므로

	 a-3=5    ∴ a=5-;3!;

Û	a>1일 때,

	� f(g(x))=-2(ax)2+4ax+3에서 ax=t (t>0)로 

놓으면

	 -1ÉxÉ2에서 
1
aÉtÉaÛ`이고 y= f(g(x))에서

	 y‌�=-2tÛ`+4t+3	  

=-2(tÛ`-2t+1)+5	  

=-2(t-1)Û`+5

	‌� 이때 0<1
a<1, a Û`>1이므

t

y y=-2{t-1}@+55

1O a@

a
1

로 함수 y=-2(t-1) Û`+5

의 그래프는 오른쪽 그림과 

같고, 함수 y= f(g(x))의 

최댓값은 t=1, 즉 x=0일 

때 5이다.

	 한편,

	 g( f(x))‌�=a-2xÛ`+4x+3	  

=a-2(x-1)Û`+5

	‌� 에서 a>1이므로 지수인 -2(x-1)Û`+5가 최댓값을 

가질 때, 함수 y=g( f(x))가 최댓값을 갖는다.

	‌� 이때 -1ÉxÉ2에서 함수�

x

y y=-2{x-1}@+5

O1 2

3

-1

-3

5
 

y=-2(x-1) Û`+5의 그래

프가 오른쪽 그림과 같으므

로 최댓값은 x=1일 때 5이

고, 함수 y=g( f(x))의 최

댓값은 aÞ`이다.

	‌� 두 함수 y= f(g(x)), y=g( f(x))의 최댓값이 같

아야 하므로

	 aÞ`=5    ∴ a=5;5!;

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 a의 값은 5-;3!;, 5;5!;이므로

a=5-;3!;, b=5;5!; (∵ a<b)

∴ log°`ba=log°` 5
;5!;

5-;3!;

	 =log°`5;5!;-{-;3!;}

	 =log°`5;1¥5;= 8
15 � 답 ④

x

y y=-2{x-1}@+5

O1 2

3

-1

-3

5
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3a>1에서 a>1
3 	 yy㉡

-a+8>1에서 a<7	 yy㉢

또한, 두 근이 서로 달라야 하므로

3a+-a+8, 4a+8    ∴ a+2	 yy㉣

㉡, ㉢, ㉣에서

1
3<a<2 또는 2<a<7

따라서 조건을 만족시키는 정수 a는 1, 3, 4, 5, 6이므로 

구하는 합은

1+3+4+5+6=19

이차방정식의 근의 분리

이차방정식 axÛ`+bx+c=0 (a>0)의 판별식을 D=bÛ`-4ac라 하

고 f(x)=axÛ`+bx+c라 하면

⑴ 두 근이 모두 p보다 클 때,

     D¾0, f(p)>0, - b
2a >p

⑵ 두 근이 모두 p보다 작을 때,

     D¾0, f(p)>0, - b
2a <p

⑶ 두 근 사이에 p가 있을 때, 

     f(p)<0
⑷ 두 근이 p, q (p<q) 사이에 있을 때,

     D¾0, f(p)>0, f(q)>0, p<- b
2a <q

blacklabel 특강 필수 개념

{ 12 }
x-3

+{ 14 }
x-2

+2-k>0에서

{ 12 }
x

_{ 12 }
-3
+{ 14 }

x

_{ 14 }
-2
+2-k>0

8_{ 12 }
x

+16_[{ 12 }
x

]
2
+2-k>0

{ 12 }
x

=t`(t>0)로 놓으면

16tÛ`+8t+2-k>0    yy㉠

f(t)‌�=16tÛ`+8t+2-k�

t

y

2-k

t=-

O
1
4

f{t}=16 +1-k@t+{ }41
	

=16{t+1
4 }

2
+1-k

라 하면 t>0일 때, 이차부

등식 ㉠이 항상 성립해야 하

므로 함수 y= f(t)의 그래

프가 오른쪽 그림과 같아야 한다.

f(0)=2-k¾0

∴ kÉ2

따라서 구하는 실수 k의 최댓값은 2이다.� 답 ⑤

A={x|x2(x-2)Û`Éx5-x}에서

Ú	x=1일 때,

	 (좌변)=12(1-2)Û`=1Û`=1,

	 (우변)=15-1=1Ý`=1이므로 1<A

24

25

Û	‌�X=27, Y=9일 때,	  

812x=27, 812y=9이므로	  

(3Ý`)2x=3Ü`, (3Ý`)2y=3Û`	  

38x=3Ü`, 38y=3Û`	  

밑이 3으로 같으므로 8x=3, 8y=2	  

∴ x=3
8 , y=1

4

Ú, Û에서 A=xy= 3
32이므로

64A=64_ 3
32=6� 답 6

25x-2(a+4)5x-3aÛ`+24a=0에서

(5x)Û`-2(a+4)5x-3aÛ`+24a=0

5x=t`(t>0)로 놓으면

tÛ`-2(a+4)t-3aÛ`+24a=0    yy㉠

x가 양수일 때, t>1이므로 주어진 방정식의 서로 다른 

두 근이 모두 양수가 되려면 t에 대한 이차방정식 ㉠의 서

로 다른 두 실근은 모두 1보다 커야 한다. 

즉, 

f(t)=tÛ`-2(a+4)t-3aÛ`+24a	

라 하면 이차함수 y=f(t)의 그래

프가 오른쪽 그림과 같아야 한다.

Ú	이차방정식 f(t)=0의 판별식을 D라 하면

	
D
4 =(a+4)Û`-(-3aÛ`+24a)>0에서 

	 aÛ`+8a+16+3aÛ`-24a>0

	 4aÛ`-16a+16>0

	 4(a-2)Û`>0    ∴ a+2인 실수

Û	�f(1)>0에서 1-2(a+4)-3aÛ`+24a>0 

	 3aÛ`-22a+7<0, (3a-1)(a-7)<0

	 ∴ 
1
3<a<7

Ü	�함수 y= f(t)의 그래프의 대칭축은 직선 t=a+4이

므로 a+4>1이어야 한다.

	 ∴ a>-3

Ú, Û, Ü 에서

1
3<a<2 또는 2<a<7

따라서 조건을 만족시키는 정수 a는 1, 3, 4, 5, 6이므로 

그 합은 

1+3+4+5+6=19� 답 19

다른 풀이

25x-2(a+4)5x-3aÛ`+24a=0에서

(5x)Û`-2(a+4)5x-3aÛ`+24a=0

5x=t`(t>0)로 놓으면

tÛ`-2(a+4)t-3a(a-8)=0

(t-3a)(t+a-8)=0

∴ t=3a 또는 t=-a+8

이때 주어진 방정식의 서로 다른 두 근이 양수이므로

23

t

y=f{t}

1
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본문 p. 31

	 f(0)= f(x)+ f(-x)

	 0= f(x)+ f(-x) (∵ ㄱ)

	 ∴ f(-x)=- f(x) (거짓)

ㄷ.		f(3_2x)+ f(15_2x-4x-32)>0에서

		 f(3_2x)>- f(15_2x-4x-32)

		 ㄴ에서 - f(x)= f(-x)이므로

		 f(3_2x)> f(-15_2x+4x+32)

		 3_2x>-15_2x+4x+32 (∵ 조건 ㈎)

		 (2x)2-18_2x+32<0

		 이때 2x=t`(t>0)로 놓으면

		 tÛ`-18t+32<0, (t-2)(t-16)<0

		 ∴ 2<t<16

		 t=2x이므로 2<2x<16

		 2<2x<2Ý`

	 ∴ 1<x<4

	‌� 따라서 부등식을 만족시키는 정수 x의 값은 2, 3이므

로 그 합은 5이다. (참)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

다른 풀이

ㄷ.		f(3_2x)+ f(15_2x-4x-32)>0

		 f(3_2x+15_2x-4x-32)>0 (∵ 조건 ㈏)

		 f(18_2x-4x-32)>0

		 ㄱ에서 f(0)=0이므로

		 f(18_2x-4x-32)> f(0)

		 18_2x-4x-32>0 (∵ 조건 ㈎)

		 ∴ 4x-18_2x+32<0

P(9)=m_{ 13 }
9k
=1

2m에서 

{ 13 }
9k
=1

2 `(∵ m>0)	

∴ { 13 }
k

={ 12 }
;9!;	

yy㉠

또한, n일 후에 잔류 농약의 양이 처음에 살포한 농약의 

양의 
1
16  이하가 된다고 하면

P(n)=m_{ 13 }
nk

É 1
16m

{ 13 }
nk

É 1
16 `(∵ m>0)	 yy㉡

㉠을 ㉡에 대입하면

[{ 12 }
;9!;
]

n

É 1
16에서 { 12 }

;9N;
É{ 12 }

4

이때 0<(밑)=1
2<1이므로 

n
9¾4    ∴ n¾36

따라서 최소한 36일이 지나야 한다.� 답 36일

27

Û	0<x<1일 때,

	 x2(x-2)Û`Éx5-x에서 2(x-2)Û`¾5-x

	 2xÛ`-8x+8¾5-x

	 2xÛ`-7x+3¾0, (2x-1)(x-3)¾0

	 ∴ xÉ 1
2  또는 x¾3

	 그런데 0<x<1이므로 0<xÉ 1
2

Ü	x>1일 때,

	 x2(x-2)Û`Éx5-x에서 2(x-2)Û`É5-x

	 2xÛ`-7x+3É0, (2x-1)(x-3)É0

	 ∴ 
1
2ÉxÉ3

	 그런데 x>1이므로 1<xÉ3

Ú, Û, Ü에서 조건을 만족시키는 x의 값의 범위는

0<xÉ 1
2  또는 1ÉxÉ3이므로

A=[x|0<xÉ 1
2  또는 1ÉxÉ3]

한편, A;B=A, 즉 A,B이어야 하므로 부등식 	

xÛ`+ax+bÉ0의 해의 집합은 집합 A를 포함해야 한다.

xÛ`+ax+b=(x-a)(x-b)`(a<b)라 하면

xÛ`+ax+bÉ0에서 (x-a)(x-b)É0

∴ aÉxÉb
즉, B={x|aÉxÉb}이고, A,B이어야 하므로 두 집합 

A, B를 수직선 위에 나타내면 다음 그림과 같아야 한다.

xå ∫ 
2
10 1

A A
B

3

∴ aÉ0, b¾3    yy㉠

이때

xÛ`+ax+b‌�=(x-a)(x-b)	  

=xÛ`-(a+b)x+ab
에서 a=-a-b, b=ab이므로

a+b=ab-a-b=(a-1)(b-1)-1

㉠에서 a-1É-1, b-1¾2이므로

(a-1)(b-1)É-2

(a-1)(b-1)-1É-3

∴ a+bÉ-3

따라서 a+b의 최댓값은 -3이다.� 답 -3

ㄱ.		‌�조건 ㈏에서 f(x+y)= f(x)+ f(y)의 양변에 	

x=y=0을 대입하면 

		 f(0)= f(0)+ f(0)

		 ∴ f(0)=0 (참)

ㄴ.		‌�조건 ㈏에서 f(x+y)= f(x)+ f(y)의 양변에 	

y=-x를 대입하면

26
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A n s w e r

	 즉, -(a-2)Û`+b+5¾0에서

	 b¾(a-2)Û`-5

	 따라서

	 a=3일 때, b¾-4이므로 b=1, 2, 4, 5

	 a=4일 때, b¾-1이므로 b=1, 2, 3, 5

	 a=5일 때, b¾4이므로 b=4

	 이므로 순서쌍 (a, b)의 개수는 9이다.

Ú, Û 에서 조건을 만족시키는 순서쌍 (a, b)의 개수는

8+9=17� 답 17

해결단계

➊ 단계
2x+2-x=t로 치환하여 주어진 방정식을 t에 대한 이차방

정식으로 만든다.

➋ 단계

t의 값의 범위와 관련하여 t에 대한 이차방정식이 실근을 

갖지 않거나 두 근이 모두 2보다 작도록 하는 k의 값의 범

위를 구한다.

4x+4-x-k(2x+2-x)+11=0에서

(2x+2-x)Û`-2-k(2x+2-x)+11=0

(2x+2-x)Û`-k(2x+2-x)+9=0

2x+2-x=t로 놓으면 2x>0, 2-x>0이므로 산술평균과 

기하평균의 관계에 의하여

2x+2-x‌�¾2"Ã2x_2-x (단, 등호는 x=0일 때 성립)	

=2

∴ t¾2

따라서 주어진 방정식은

tÛ`-kt+9=0`(단, t¾2)    yy㉠

주어진 방정식의 근이 존재하지 않으려면 이차방정식 ㉠

이 실근을 갖지 않거나 두 근이 모두 2보다 작아야 한다.

Ú	㉠이 실근을 갖지 않는 경우

	 ㉠의 판별식을 D라 하면

	 D=kÛ`-36<0에서 (k+6)(k-6)<0  

	 ∴ -6<k<6

Û	㉠의 두 근이 모두 2보다 작은 경우

	‌� f(t)=tÛ`-kt+9라 할 때, 함수�

t

t=

2
k
2

f{t}=t@-kt+9

	‌� y= f(t)의 그래프는 오른쪽 그

림과 같아야 한다.

	 ① ‌�㉠의 판별식을 D라 하면	  

D=kÛ`-36¾0에서	  

(k+6)(k-6)¾0	  

∴ kÉ-6 또는 k¾6

	 ② ‌�f(2)=13-2k>0에서	  

k<13
2 		

	� ③ ‌�함수 y= f(t)의 그래프의 대칭축은 직선 t= k
2 이

므로 
k
2<2    ∴ k<4

	 ①, ②, ③에서 kÉ-6

Ú, Û에서 k<6� 답 k<6

02

01 17	 02 k<6	 03 ②	 04 120	 05 1	

06 8	 07 39 

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 32

해결단계

➊ 단계 3x=t로 치환하여 주어진 부등식을 t에 대한 식으로 나타낸다.

➋ 단계
주어진 부등식이 모든 실수 x에 대하여 항상 성립하기 위한 

조건을 확인한다.

➌ 단계

a의 값으로 가능한 각 자연수에 대하여 가능한 b의 값을 각

각 구한 후, 조건을 만족시키는 순서쌍 (a, b)의 개수를 구

한다. 

32x¾2(a-2)3x-b-5, 즉 (3x)2-2(a-2)3x+b+5¾0

에서 3x=t`(t>0)로 놓으면

tÛ`-2(a-2)t+b+5¾0

f(t)=tÛ`-2(a-2)t+b+5라 하면 주어진 부등식이 모

든 실수 x에 대하여 항상 성립하기 위해서는 이차부등식 

f(t)¾0이 t>0인 모든 t에 대하여 항상 성립해야 한다.

f(t)‌�=tÛ`-2(a-2)t+b+5	  

={t-(a-2)}Û`-(a-2)Û`+b+5    yy㉠

Ú	a=1, 2일 때,

	‌� ㉠에서 이차함수 y=f(t)의 그래프의 꼭짓점의 t좌표

가 0 또는 음수이므로 t>0에서 f(t)¾0이려면 	

f(0)¾0이어야 한다.

	 즉, b+5¾0에서 b¾-5

	 따라서

	 a=1일 때, b=2, 3, 4, 5

	 a=2일 때, b=1, 3, 4, 5

	 이므로 순서쌍 (a, b)의 개수는 8이다.

Û	a=3, 4, 5일 때,

	‌� ㉠에서 이차함수 y= f(t)의 그래프의 꼭짓점의 t좌표

가 양수이므로 t>0에서 f(t)¾0이려면

	 (꼭짓점의 y좌표)¾0이어야 한다.

01

P=70-65
10 _1.0410에서

P=1
2_1.0410    yy㉠

4P=75-65
10 _1.04x에서

4P=1.04x           yy㉡

㉠을 ㉡에 대입하면 

4_1
2_1.0410=1.04x

1.04x-10=2

이때 1.0418=2이므로 

1.04x-10=1.0418

밑이 1.04로 같으므로

x-10=18    ∴ x=28� 답 ④
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Ⅰ. 지수함수와 로그함수 | 045

본문 pp. 31~32

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 지수함수, 산술평균과 기하평균의 관계, 이차방정식의 근의 

분리 등 여러 가지 개념이 혼용되어 있는 문제이다. 특히 산술평균과 

기하평균의 관계, 이차방정식의 근의 분리는 예전에 배운 개념으로, 

잊어버리지 않게 종종 문제를 풀면서 기억을 해두는 것이 중요하다. 

이 문제의 경우 3x
을 t로 치환하여 식을 정리하면 사차방정식이 나와 

문제를 접근하기가 더 까다로워지므로 3x+3-x
을 t로 치환하여

이차방정식을 만들고, 산술평균과 기하평균의 관계를 이용하여 t¾2
임을 알고 이용해야 한다. 그런 다음 이차방정식의 근의 분리를 사용

하여 문제를 해결하면 되는데, 이는 여러 단원에서 종종 나오는 개념

으로 이번 문제를 통해 다시 한번 공부를 하는 것이 좋다. 

해결단계

➊ 단계
주어진 곡선의 방정식에 x=-1, y=0을 대입하여 등식이 

성립하는지 확인하고 ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➋ 단계
a=4일 때 두 곡선을 좌표평면 위에 나타내어 교점의 개수

를 구한 후, ㄴ의 참, 거짓을 판별한다.

➌ 단계

a>4일 때의 두 곡선을 좌표평면 위에 나타내어 교점의 개

수를 확인한 후, 이차방정식의 근과 계수의 관계를 이용하

여 ㄷ의 참, 거짓을 판별한다. 

ㄱ. y=|a-x-1-1|에 x=-1, y=0을 대입하면

 |a1-1-1|=0 (참)

ㄴ. a=4이면 두 곡선의 방정식은 

 y=4x, y=|4-x-1-1|

 ‌�이때 y=|4-x-1-1|의 

그래프의 개형은 오른쪽 

그림과 같으므로

 ‌�x<-1에서 두 곡선 	

y=4x, y=|4-x-1-1|

은 한 점에서 만난다.

 또한, x¾-1일 때, 4x=-4-x-1+1에서

 42x+1-4x+1+1=0, 4_(4x)2-4_4x+1=0

 4x=X (X>0)로 놓으면

 4XÛ`-4X+1=0

 (2X-1)Û`=0    ∴ X=1
2

 4x=1
2이므로 22x=2-1    ∴ x=-1

2

 ‌�즉, 다음 그림과 같이 x¾-1에서 두 곡선은 x=-1
2

인 점에서 접한다.

 

y

xO

y=4

-1 1
2-

Ùy=|4— —!-1|Ù

1
3
4

 ‌�따라서 a=4일 때, 즉 두 곡선 y=4x, y=|4-x-1-1|

의 교점의 개수는 2이다. (참)

ㄷ. ‌�a>4이면 x<-1에서 두 곡선 y=ax, y=|a-x-1-1|

은 한 점에서 만나므로 이 두 곡선의 교점의 x좌표를 a
라 하면

03

y

xO-1

3
4 y=|4— —!-1|x

 a<-1                  yy㉠

 x¾-1일 때, ax=-a-x-1+1에서

 a2x+1-ax+1+1=0, a_(ax)2-a_ax+1=0

 ax=Y (Y>0)로 놓으면

 aYÛ`-aY+1=0    yy㉡

 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

 D=aÛ`-4a=a(a-4)

 ‌�이때 a>4이면 D>0이므로 두 곡선은 서로 다른 두 

점에서 만난다.

 ‌�즉, 두 곡선 y=ax, y=|a-x-1-1|을 좌표평면 위에 

나타내면 다음 그림과 같다.

 

y

xO
-1

y=|a— —!-1|Ù

å

y=aÙ

ç∫

 ‌�x¾-1에서의 두 교점의 x좌표를 각각 b, c (b<c)
라 하면 ㉡의 두 근은 ab, ac이므로 이차방정식의 근

과 계수의 관계에 의하여 

 ab_ac=1
a , ab+c=a-1

 ∴ b+c=-1 (∵ a>4)

 ‌�∴ a+b+c<-2 (∵ ㉠)

 �따라서 두 곡선의 모든 교점의 x좌표의 합은 -2보다 

작다. (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

해결단계

➊ 단계
0<a<1일 때, 함수 y= f(x)가 최댓값을 갖고 최솟값을 

갖지 않도록 하는 a의 값의 범위를 구한다.

➋ 단계
a>1일 때, 함수 y= f(x)가 최댓값을 갖고 최솟값을 갖지 

않도록 하는 a의 값의 범위를 구한다.

➌ 단계
➊, ➋ 단계에서 구한 a의 값의 범위를 이용하여 각각 p, q
를 구한 후, 20pq의 값을 구한다.

f(x)‌�=a-xÛ`+6x-11	  

=a-(xÛ`-6x+9)-2	  

=a-(x-3)Û`-2

에서 g(x)=-(x-3)Û`-2라 하자.

Ú	0<a<1일 때,

	‌� 함수 f(x)=ag(x)은 g(x)의 값이 증가하면 f(x)의 

값이 감소하므로 0<xÉa에서 함수 y= f(x)가 최

댓값을 갖고 최솟값을 갖지 않으려면 함수 y=g(x)
가 최솟값을 갖고 최댓값을 갖지 않아야 한다.

	‌� 그런데 0<xÉa에서 함수 y=g(x)는 x=a에서 항

상 최댓값을 갖고 최솟값은 갖지 않으므로 조건을 만

족시키는 a의 값은 존재하지 않는다.

Û	a>1일 때,

	‌� 함수 f(x)=ag(x)은 g(x)의 값이 증가하면 f(x)의 

값도 증가하므로 0<xÉa에서 함수 y= f(x)가 최

04
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A n s w e r

두 곡선 y=4x, y=2x+1과 네 l

O
A

C E

B

D

y

x

y=4x

y=2x+1

 

점 A, B, C, D를 좌표평면 위에 

나타내면 오른쪽 그림과 같다.

이때 점 C에서 점 B를 지나고 y

축에 평행한 직선에 내린 수선의 

발을 E라 하면 직선 l의 기울기

가 2이므로

CEÓ=k (k>0)라 하면 BEÓ=2k

이다.

직각삼각형 BCE에서 BCÓ='5이므로 ('5 )Û̀ =kÛ̀ +(2k)Û̀

5kÛ`=5, kÛ`=1    ∴ k=1 (∵ k>0)

∴ CEÓ=1, BEÓ=2

또한, B(b, 4b), C(c, 2c+1)에서

CEÓ=b-c, BEÓ=4b-(2c+1)이므로

b-c=1, 4b-2c-1=2

b-c=1에서 c=b-1

위의 식을 4b-2c-1=2, 즉 4b-2c-3=0에 대입하면

4b-2b-1-3=0, (2b)2- 1
2_2b-3=0 

2b=t`(t>0)로 놓으면

tÛ`-1
2 t-3=0, 2tÛ`-t-6=0 

(t-2)(2t+3)=0    ∴ t=2 (∵ t>0)

2b=2이므로 b=1

∴ c=b-1=0

∴ B(1, 4), C(0, 2)

한편, 직선 l의 방정식을 y=2x+n이라 하면 직선 l은

점 B(1, 4)와 점 C(0, 2)를 지나므로 n=2

∴ l`:`y=2x+2

따라서 직선 l의 x절편은 -1, y절편은 2이므로 직선 l

과 x축 및 y축으로 둘러싸인 부분의 넓이는

1
2_1_2=1� 답 1

해결단계

➊ 단계 두 점 P, S가 곡선 y=ax 위에 있음을 이용하여 식을 세운다.

➋ 단계 두 점 Q, R가 곡선 y=bx 위에 있음을 이용하여 식을 세운다.

➌ 단계
➊, ➋ 단계에서 세운 식과 df=eg=16을 이용하여 ab와 

c의 값을 구한 후, abc의 값을 구한다.

두 점 P(c, e), S( f , g)가 곡선 y=ax 위에 있으므로

ac=e, af=g
두 점 Q(c, g), R(d, e)가 곡선 y=bx 위에 있으므로

bc=g, bd=e

∴ e=ac=bd, g=af=bc    yy㉠

이때 ac=bd에서 acf=bdf, af=bc에서 acf=bcÛ`이므로

bdf=bcÛ`    ∴ df=cÛ` (∵ b>1)

이때 df=16이므로

cÛ`=16    ∴ c=4 (∵ c>0)

c=4를 ㉠에 대입하면

e=aÝ`, g=bÝ`이므로 eg=aÝ`bÝ`

06

댓값을 갖고 최솟값을 갖지 않으려면 함수 y=g(x)
도 최댓값을 갖고 최솟값을 갖지 않아야 한다.

	 이때 함수�

x
a

y=-{x-3}@-2

y

-2

-11

3 6O
	‌� g(x)=-(x-3) Û`-2의 그

래프가 오른쪽 그림과 같으므

로 0<xÉa에서 함수	  

y=g(x)가 최댓값을 갖고 최

솟값을 갖지 않으려면

	 0<a<6    ∴ 1<a<6

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 양수 a의 값의 범위가 	

1<a<6이므로 p=1, q=6

∴ 20pq=20_1_6=120� 답 120

다른 풀이

f(x)=a-xÛ`+6x-11에서	  

g(x)�=-xÛ`+6x-11=-(x-3)Û`-2

라 하면 이차함수 y=g(x)의 그래프는 직선 x=3에 대

하여 대칭이고, xÉ3에서는 x의 값이 증가하면 y의 값도 

증가하고,

x>3에서는 x의 값이 증가하면 y의 값은 감소한다.

Ú	0<a<1일 때,

	 0<xÉa에서 g(0)<g(x)Ég(a)이므로

	 f(a)É f(x)< f(0)

	 즉, f(x)는 최솟값을 갖고, 최댓값을 갖지 않는다.

Û	a=1일 때,

	 f(x)=1이므로 최댓값과 최솟값 모두 1이다.

Ü	1<a<3일 때,

	 0<xÉa에서 g(0)<g(x)Ég(a)이므로

	 f(0)< f(x)É f(a)

	 즉, f(x)는 최댓값을 갖고 최솟값을 갖지 않는다.

Ý	3Éa<6일 때,

	 0<xÉa에서 g(0)<g(x)Ég(3)이므로

	 f(0)< f(x)É f(3)

	 즉, f(x)는 최댓값을 갖고 최솟값을 갖지 않는다.

Þ	a¾6일 때,

	 0<xÉa에서 g(a)Ég(x)Ég(3)이므로

	 f(a)É f(x)É f(3)

	 즉, f(x)는 최댓값과 최솟값을 모두 갖는다.

Ú~Þ에서 조건을 만족시키는 양수 a의 값의 범위가

1<a<6이므로 p=1, q=6

∴ 20pq=20_1_6=120

해결단계

➊ 단계

빗변을 BCÓ로 하고, 나머지 두 변이 x축, y축과 평행한 직각

삼각형을 만든 후, BCÓ='5임을 이용하여 나머지 두 변의 

길이를 구한다.

➋ 단계
두 점 B, C의 좌표를 이용하여 ➊ 단계에서 만든 직각삼각

형의 나머지 두 변의 길이에 대한 식을 세운다.

➌ 단계

➋ 단계에서 세운 식을 연립하여 두 점 B, C의 좌표와 직선 

l의 방정식을 구한 후, 직선 l과 x축, y축으로 둘러싸인 부

분의 넓이를 구한다.

`f(a)

`f(a)

`f(3)

`f(3)

`f(a)

05
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본문 pp. 32~33

이때 eg=16이므로

16=aÝ`bÝ`, (ab)Ý`=2Ý`

∴ ab=2 (∵ 1<a<b)

∴ abc=2_4=8� 답 8

해결단계

➊ 단계
조건 ㈏를 이용하여 t¾1에서 PQÓ의 최솟값이 10보다 작거

나 같아야 함을 파악한다.

➋ 단계
a¾b일 때, 두 함수 y=ax+1, y=bx의 그래프를 이용하여 

PQÓ의 최솟값이 10보다 작거나 같도록 하는 순서쌍 (a, b)
의 개수를 구한다.

➌ 단계

a<b일 때, 두 함수 y=ax+1, y=bx의 그래프를 이용하여 

PQÓ의 최솟값이 항상 10보다 작거나 같음을 파악한 후, 	

2Éa<bÉ10을 만족시키는 순서쌍 (a, b)의 개수를 구한다.

➍ 단계
➋, ➌ 단계에서 구한 순서쌍 (a, b)의 개수를 합하여 조건

을 만족시키는 모든 순서쌍 (a, b)의 개수를 구한다.

두 곡선 y=ax+1, y=bx이 직선 x=t`(t¾1)와 만나는 

점이 각각 P, Q이므로

P(t, at+1), Q(t, bt)    ∴ PQÓ=|at+1-bt|

조건 ㈏에서 t¾1인 어떤 실수 t에 대하여 PQÓÉ10이어

야 하므로 PQÓ의 최솟값이 10보다 작거나 같아야 한다.

Ú	a¾b일 때,

	‌� 두 곡선 y=ax+1, y=bx이 오른

x

y
a@

a
b

1
O 1

y=bx
y=ax+1

쪽 그림과 같으므로 x¾1에서 	

PQÓ의 최솟값은 t=1일 때이다.

	 (PQÓ의 최솟값)

	 =|aÛ`-b|

	 =aÛ`-b (∵ aÛ`>b)

	 이므로 aÛ`-bÉ10

	 ∴ aÛ`-10ÉbÉa

	‌� a=2일 때, -6ÉbÉ2이고 조건 ㈎에서 2ÉbÉ10이

므로 b=2

	‌� a=3일 때, -1ÉbÉ3이고 조건 ㈎에서 2ÉbÉ10이

므로 b=2, 3

	‌� a¾4이면 aÛ`-b¾aÛ`-a¾12이므로 부등식을 만족시

키는 b의 값은 존재하지 않는다.

	 따라서 순서쌍 (a, b)의 개수는

	 (2, 2), (3, 2), (3, 3)의 3이다.

Û	a<b일 때,

	‌� 두 곡선 y=ax+1, y=bx은 x>0에서 반드시 한 점에

서 만나므로 교점의 위치에 따라 다음과 같이 경우를 

나눌 수 있다.

	 ①	교점의 x좌표가 x¾1일 때, 즉 aÛ`¾b일 때,

			

x

y

a@

a
b

O 1
1

y=bx

y=ax+1

07

C

1 16	 2 18	 3 ⑤	

이것이 수능	 p. 33

해결단계

➊ 단계
점 A의 x좌표를 -a (a>0)라 하고 ACÓ`:`CBÓ=1`:`5임
을 이용하여 점 B의 x좌표를 나타낸다.

➋ 단계
두 점 A, B가 직선 y=k 위에 있음을 이용하여 a의 값을 

구한다.

➌ 단계
➋ 단계에서 구한 a의 값을 이용하여 k의 값을 구한 후, kÜ`
의 값을 구한다. 

1

			‌�  두 곡선 y=ax+1, y=bx이 위의 그림과 같으므로 

x¾1에서 (PQÓ의 최솟값)=0이 되어 PQÓÉ10을 

만족시키는 t가 반드시 존재한다.

	 ②	교점의 x좌표가 x<1일 때, 즉 aÛ`<b일 때,

			

O 1

1

y=ax+1

a

b

a@

x

y

y=bx

			‌�  두 곡선 y=ax+1, y=bx이 위의 그림과 같으므로 

x¾1에서 PQÓ의 최솟값은 t=1일 때이다.

			  (PQÓ의 최솟값)‌�=|aÛ`-b|	  

=b-aÛ` (∵ b>aÛ`)

			‌�  이때 조건 ㈎에서 2ÉaÉ10, 2ÉbÉ10이므로 

b-aÛ`É6	  

즉, PQÓÉ10을 만족시키는 t가 반드시 존재한다.

	‌� ①, ②에서 2Éa<bÉ10을 만족시키는 모든 자연수 

a, b에 대하여 PQÓÉ10이므로 순서쌍 (a, b)의 개수는	

»Cª=9_8
2_1=36

Ú, Û에서 구하는 순서쌍 (a, b)의 개수는

3+36=39� 답 39

t¾1에서 PQÓ의 최솟값을 k (k¾0)라 하자. 이때 어떤 실수 t에 대하

여 PQÓÉ10이어야 하므로 다음 그림과 같이 kÉPQÓ, PQÓ¾10을 동시

에 만족시키는 PQÓ의 값이 존재해야 한다.

10k PQ

즉, kÉ10이어야 한다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭� C
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다음 그림과 같이 점 A의 x좌표를 -a (a>0)라 하면 	

ACÓ̀ :`CBÓ=1`:`5이므로 점 B의 x좌표는 5a이다.

-a 5a

y

x

y=g{x}y=f{x}

y=kA
C

B

O

이때 f(-a)=g(5a)이므로

{ 12 }
-a-1

=45a-1에서 2a+1=210a-2 

밑이 2로 같으므로 

a+1=10a-2, 9a=3    ∴ a=1
3

점 B의 좌표 { 53 , k}를 y=g(x), 즉 y=4x-1에 대입하면 

k=4;3@;

∴ kÜ`=(4;3@;)3
=4Û`=16� 답 16

해결단계

➊ 단계
사다리꼴 ABCD의 네 꼭짓점 A, B, C, D의 좌표를 각각 

구한다.

➋ 단계 두 변 AB, CD의 길이를 n을 사용하여 나타낸다.

➌ 단계
사다리꼴 ABCD의 넓이가 18 이하임을 이용하여 조건을 

만족시키는 n의 값을 구하고, 그 합을 구한다. 

A(1, n), B(1, 2), C(2, nÛ`), D(2, 4)이므로

ABÓ=n-2, CDÓ=nÛ`-4

사다리꼴 ABDC의 넓이는 18 이하이므로

1
2_(n-2+nÛ`-4)_1É18

1
2 (nÛ`+n-6)É18

nÛ`+n-6É36, nÛ`+n-42É0

(n+7)(n-6)É0    ∴ -7ÉnÉ6

따라서 3 이상의 자연수 n의 값은 3, 4, 5, 6이므로

조건을 만족시키는 자연수 n의 값의 합은

3+4+5+6=18� 답 18

해결단계

➊ 단계
두 점 C, D의 좌표를 구한 후, CDÓ의 길이를 구하여 ㄱ의 

참, 거짓을 판별한다.

➋ 단계
두 점 A, B의 x좌표를 각각 a, b라 하고 근과 계수의 관계

를 이용하여 ㄴ의 참, 거짓을 판별한다. 

➌ 단계
ㄴ과 ADÓ=CBÓ임을 이용하여 ACBD가 평행사변형임

을 알고, ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

두 점 A, B의 x좌표를 각각 a, b (a<0<b)라 하면 

a, b는 방정식 2x=-{ 12 }
x
+t, 즉 

(2x)Û`-t_2x+1=0의 두 근이다.

2x=X (X>0)로 놓으면 XÛ`-tX+1=0의 두 근은 

2

3

2a, 2b이므로 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

2a+2b=t에서 2a=t-2b    yy㉠

2a_2b=1에서 2a+b=1이므로 a+b=0

∴ a=-b                        yy㉡

이때 네 점 A(a, 2a), B(b, 2b), C(0, 1), D(0, t-1)

이므로 

ㄱ. CDÓ=t-2 (참)

ㄴ. ACÓ=¿¹(-a)Û`+(1-2a)Û`

=¿¹bÛ`+(2b-t+1)Û` (∵ ㉠, ㉡)

=DBÓ (참)

ㄷ. ADÓ=¿¹aÛ`+(2a-t+1)Û`

=¿¹(-b)Û`+(-2b+1)Û` (∵ ㉠, ㉡)

=CBÓ

ㄴ에서 ACÓ=DBÓ이고, ADÓ=CBÓ이므로

ACBD는 평행사변형이다.

y

xO

y=2Ù

Ù}y=-{ 12 +t

C

B
D

A

E

위의 그림과 같이 ACBD의 두 대각선의 교점을 E

라 하면 CEÓ=DEÓ이므로

점 E의 좌표는 {0, t
2 }이다. 

△ABD=△AED+△BDE

=1
2_(-a)_{t-1- t

2 }

+1
2_b_{t-1- t

2 }

=1
2_

t-2 
2 _(-a+b)

=(t-2)(-a+b)
4

=(t-2)b
2  (∵ ㉡)

△AOB=△OEA+△OBE

=1
2_(-a)_ t

2+
1
2_b_

t
2

= t(-a+b) 
4

= tb 
2  (∵ ㉡)

∴ 
△ABD 
△AOB=

b(t-2) 
2  

tb 
2

= t-2 
t

즉, 삼각형 ABD의 넓이는 삼각형 AOB의 넓이의 	

t-2 
t 배이다. (참) 

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

← ‌�두 곡선은  점 E{0, ;2T;}에 대하여 	

대칭이다.
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본문 pp. 33~35

로그함수04

01 ⑤	 02 -1	 03 ④	 04 ⑤	 05 -2

06 -5	 07 ⑤	 08 1	 09 ③	 10 ③

11 23	 12 ④	 13 16	 14 ④	 15 ⑤

16 ③

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 pp. 35~36

f(x)=log°`x이므로

ㄱ.	[ f{ a5 }]2`‌�={log5`
a
5 }2`	 	

=(log5`a-1)Û`

	 [ f{ 5a }]2`‌�={log5`
5
a }2`	 	

=(1-log5`a)Û`

	 ∴ [ f{a5 }]2`=[ f{
5
a }]2` (참)

ㄴ.	f(a+1)- f(a)‌�=log5`(a+1)-log5`a	  

=log5`
a+1

a 	 

=log5`{1+
1
a }

	 f(a+2)- f(a+1)‌�=log5`(a+2)-log5`(a+1)	

=log5`
a+2
a+1 	  

=log5`{1+
1

a+1 }

	 이때 a>0이므로 1+1
a>1+ 1

a+1이고, 

	 (밑)=5>1이므로

	 log5`{1+
1
a }>log5`{1+

1
a+1 }

	 ∴ f(a+1)- f(a)> f(a+2)- f(a+1) (참)

ㄷ.	‌�(밑)=5>1이므로 함수 y= f(x)는 x의 값이 증가

하면 y의 값도 증가한다. 또한, y의 값이 증가하면 x

의 값도 증가한다. 

	 즉, f(a)< f(b)이면 a<b	 yy㉠

	‌� y=log5`x에서 x=5y

	 x와 y를 서로 바꾸면 y=5x    ∴ f-1(x)=5x`

	‌� 이때 (밑)=5>1이므로 함수 y= f-1(x)는 x의 값

이 증가하면 y의 값도 증가한다.

	 즉, a<b이면 f-1(a)< f-1(b)	 yy㉡

	 ㉠, ㉡에서 f(a)< f(b)이면 f-1(a)< f-1(b)이다.	

� (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

오른쪽 그림에서�

y=log™`x

O

c
b
a

y y=x

xab c d

log2`a=0이므로 a=1

logª`b=a, 즉 log2`b=1이므로

b=2

01

02

log2`c=b, 즉 log2`c=2이므로 c=2Û`=4

logª`d=c, 즉 log2`d=4이므로 d=2Ý`=16

∴ log2`
bc
d ‌�=log2`

2_4
16 	  

=logª` 12=-1� 답 -1

1<a<b<aa의 각 변에 밑이 a`(a>1)인 로그를 취하면

loga`1<loga`a<loga`b<loga`a
a이므로

0<1<loga`b<a    yy㉠

∴ A=loga`b>1 

A>1이므로 B=(loga`b)Û`=AÛ`>A

㉠의 각 변에 밑이 a인 로그를 취하면

loga`1<loga`(loga`b)<loga`a이므로

0<loga`(loga`b)<1

∴ 0<C<1

따라서 세 수 A, B, C의 대소 관계는 C<A<B이다.

� 답 ④

위와 같은 로그의 대소 관계 문제는 a, b에 적당한 숫자를 대입해서 

푸는 것도 하나의 방법이다. 항상 성립하는 대소 관계를 찾는 문제이

므로 임의로 설정한 값에 대해서도 성립해야 한다.

예를 들어, a=3, b=3Û`=9라 하면 1<a<b<aa이 성립하고,

	 A=loga`b=log3`9=2,
	 B=(loga`b)Û`=(log3`9)Û`=2Û`=4,
	 C=loga`(loga`b)=log3`(log3`9)=log3`2<1
이므로 C<A<B이다.

blacklabel 특강 참고

y=log;8!;`
1
x3=log2ÑÜ``x

-3=logª`x

①	‌�함수 y=logª`(x-7)의 그래프는 함수 y=logª`x의 

그래프를 x축의 방향으로 7만큼 평행이동한 것이다.

②	y‌�=logª`2x+3=logª`2+logª`x+3	  

=logª`x+4

	‌� 즉, 함수 y=logª`2x+3의 그래프는 함수 y=logª`x의 

그래프를 y축의 방향으로 4만큼 평행이동한 것이다.

③	y‌�=log'2`'Ä3x-1=log2;2!;`(3x-1);2!;	  

=logª`(3x-1)=logª`3{x-1
3 }	  

=logª`{x-1
3 }+logª`3

	‌� 즉, 함수 y=log'2`'Ä3x-1의 그래프는 함수 	  

y=logª`x의 그래프를 x축의 방향으로 
1
3만큼, y축의 

방향으로 logª`3만큼 평행이동한 것이다.

④	y‌�=log;2!;`
2

x-1=log2ÑÚ``{
x-1
2 }

-1
	  

=logª`x-1
2 =logª`(x-1)-logª`2	  

=logª`(x-1)-1

	‌� 즉, 함수 y=log;2!;`
2

x-1의 그래프는 함수 y=logª`x

03

04
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의 그래프를 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 

-1만큼 평행이동한 것이다.

⑤	y=log¥`x=log2Ü``x=
1
3 `logª`x

	‌� 함수 y=log¥`x의 그래프는 함수 y=logª`x의 그래프

를 평행이동하여도 포개어지지 않는다.

따라서 함수 y=log;8!;`
1
x3 의 그래프를 평행이동하여 포개

어지지 않는 것은 함수 ⑤의 그래프이다.� 답 ⑤

함수 y=log3`(x-1)의 그래프를 y축의 방향으로 -2만

큼 평행이동한 그래프의 식은

y+2=log3`(x-1)

이것을 다시 y축에 대하여 대칭이동한 그래프의 식은

y+2=log3`(-x-1)

∴ y‌�=log3`(-x-1)-2=log3`(-x-1)+log3`3
-2	

=log3`
1
9 (-x-1)=log3`{-

1
9x-1

9 }

이것이 함수 y=log3`(ax+b)와 일치해야 하므로 

a=-1
9 , b=-1

9

∴ 9(a+b)=-2� 답 -2

정사각형 ABCD의 넓이가 9이므로 ADÓ=3

점 A의 x좌표를 k라 하면 점 D의 x좌표도 k이다.

두 점 A, D가 각각 함수 y=log¢` 1x , y=log2`x의 그래

프 위의 점이므로

A{k, log¢` 1k }, D(k, log2`k)

ADÓ=3이므로 log2`k-log¢` 1k=3

log2`k-log2Û``k
-1=3, log2`k+

1
2 `log2`k=3

3
2 `log2`k=3, log2`k=2    ∴ k=4

∴ A(4, -1)

이때 ABÓ⊥BCÓ, ABÓ=BCÓ이므로

(직선 AC의 기울기)= BCÓ
ABÓ

=1

즉, 직선 AC는 점 A(4, -1)을 지나고 기울기가 1인 직

선이므로 직선의 방정식은

y-(-1)=x-4    ∴ y=x-5

따라서 구하는 y절편은 -5이다.� 답 -5

두 곡선 y=ax, y=loga`x는 서로 역함수 관계에 있으므

로 직선 y=x에 대하여 대칭이다.

05

06

07

또한, 점 P(5, 5)가 직선 y=x 위의 점이므로 삼각형 

APD도 직선 y=x에 대하여 대칭이다.

즉, △APD는 직각이등변삼각형이다.

삼각형 APD의 넓이가 
9
2이므로

△APD‌�=1
2_APÓ_DPÓ	  

=1
2  APÓ Û`= 9

2

APÓ Û`=9    ∴ APÓ=PDÓ=3 (∵ APÓ>0)

∴ A(2, 5), D(5, 2)

이때 점 A가 곡선 y=ax 위의 점이므로

aÛ`=5    ∴ a='5 (∵ a>0)

점 C는 점 D와 x좌표가 같으므로 C(5, '5 Þ`)
CPÓ=('5)Þ`-5=25'5-5

△CPB도 직각이등변삼각형이므로

BCÓ='2 CPÓ=25'1�0-5'2� 답 ⑤

y=log°`(-xÛ`-2x+19)에서

f(x)=-xÛ`-2x+19�

=-(x+1)Û`+20

이라 하면 -2ÉxÉ3에서 함수 	

y= f(x)의 그래프는 오른쪽 그림과 

같으므로

x=-1일 때 최댓값 20, x=3일 때 

최솟값 4를 갖는다.

이때 y=log°`f(x)에서 (밑)=5>1이므로 f(x)가 최댓

값을 가질 때 y도 최댓값을 갖고, f(x)가 최솟값을 가질 

때 y도 최솟값을 갖는다.

따라서 M=log°`20, m=log°`4이므로

M-m‌�=log°`20-log°`4	  

=log°`5=1� 답 1

(5x)log`5=10x의 양변에 상용로그를 취하면

log`(5x)log`5=log`10x

log`5_log`5x=log`10+log`x

log`5_(log`5+log`x)=1+log`x

(log`5)Û`+log`5_log`x=1+log`x

(1-log`5)`log`x=(log`5)Û`-1

(1-log`5)`log`x=(log`5-1)(log`5+1)

∴ log`x‌�=-(log`5+1)	  

=-log`50=log` 150

∴ x= 1
50 � 답 ③

08

O 3

4

-1

y=f{x}

y

x

19
20

-2

09
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본문 pp. 35~36

1+186
a =32

186
a =31

∴ a=186
31 =6� 답 ④

부등식 log¢`{log£`(xÛ`+1)}É1에서

진수의 조건에 의하여 log£`(xÛ`+1)>0

(밑)=3>1이므로 xÛ`+1>1, xÛ`>0

∴ x+0	 yy㉠

또한, log¢`{log£`(xÛ`+1)}É1에서 (밑)=4>1이므로

log£`(xÛ`+1)É4

(밑)=3>1이므로 xÛ`+1É3Ý`

xÛ`É80    ∴ -4'5ÉxÉ4'5	 yy㉡

㉠, ㉡에서 주어진 부등식의 해는 

-4'5Éx<0 또는 0<xÉ4'5
이때 8<4'5<9이므로 부등식을 만족시키는 정수 x는

-8, -7, -6, y, -1, 1, 2, 3, y, 8의 16개이다.

� 답 16

집합 A의 부등식 22x-2x+1-8<0을 풀면

(2x)Û`-2_2x-8<0

2x=t (t>0)로 놓으면

tÛ`-2t-8<0, (t-4)(t+2)<0

∴ 0<t<4`(∵ t>0)

t=2x이므로 0<2x<4

∴ x<2

∴ A={x|x<2}

이때 A;B=á이고, A'B={x|xÉ16}이므로 집합 

B를 만족시키는 x의 값의 범위는 2ÉxÉ16이다.

즉, 1Élogª`xÉ4에서 logª`x=k로 놓으면 1ÉkÉ4

집합 B의 부등식 (logª`x)Û`-a`logª`x+bÉ0, 즉

kÛ`-ak+bÉ0의 해가 1ÉkÉ4이므로

(k-1)(k-4)É0, kÛ`-5k+4É0

따라서 a=5, b=4이므로 ab=20� 답 ④

부등식 (1-log£`a)xÛ`+2(1-log£`a)x+log£`a>0이 

모든 실수 x에 대하여 성립하려면

Ú	1-log£`a=0, 즉 log£`a=1에서 a=3일 때,

	‌� 1>0이므로 모든 실수 x에 대하여 성립한다. 

	 ∴ a=3 

Û	1-log£`a+0, 즉 log£`a+1에서 a+3일 때,

	‌� f(x)=(1-log£`a)xÛ`+2(1-log£`a)x+log£`a라 

하면 이차함수 y= f(x)의 그래프 y=f{x}

x

는 오른쪽 그림과 같아야 한다.

	 1-log£`a>0이므로 log£`a<1

	 log£`a<log£`3

13

14

15

(log`2x)(log`ax)=1에서

(log`2+log`x)(log`a+log`x)=1

(log`x)Û`+log`2_log`x+log`a_log`x

� +log`2_log`a=1

(log`x)Û`+log`2a_log`x+log`2_log`a-1=0

log`x=t로 놓으면

tÛ`+t`log`2a+log`2_log`a-1=0

이때 주어진 방정식의 두 근이 a, b이므로 위의 방정식의 

두 근은 log`a, log`b이다.

이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

log`a+log`b=-log`2a에서

log`ab=-log`2a

그런데 ab=3이므로

log`3=log` 12a

밑이 10으로 같으므로

3= 1
2a     ∴ a=1

6

∴ 30a=30_1
6=5� 답 ③

log£`x_logª`y=6에서 
log`x
log`3 _

log`y
log`2=6

log`x
log`2 _

log`y
log`3=6    ∴ logª`x_log£`y=6

logª`x=X, log£`y=Y로 놓으면 주어진 연립방정식은

[`
X+Y=5

XY=6

X+Y=5에서 Y=5-X이므로 이 식을 XY=6에 대

입하면

X(5-X)=6, XÛ`-5X+6=0

(X-2)(X-3)=0    ∴ X=2 또는 X=3

위의 값을 각각 Y=5-X에 대입하여 풀면

[`
X=2

Y=3
 또는 [`

X=3

Y=2

이때 X=logª`x, Y=log£`y에서 x=2X, y=3Y이므로

[`
x=4

y=27
 또는 [`

x=8

y=9

∴ [`
a=4

b=27
 또는 [`

a=8

b=9

따라서 a=4, b=27일 때, b-a가 최댓값을 가지므로 

27-4=23� 답 23

W=15, S=186, N=a, C=75이므로

주어진 식에 대입하면

75=15_logª`{1+186
a } 

logª`{1+186
a }=5

10

11

12
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A n s w e r

01 ④	 02 2	 03 ⑤	 04 ②	 05 
1
2 	

06 
3
256 	 07 ②	 08 ;2#;	 09 ②	 10 15	

11 12	 12 ⑤	 13 ⑤	 14 ①	 15 16	

16 ②	 17 ③	 18 ④	 19 1	 20 ④	

21 ③	 22 
1
8 	 23 4	 24 ②	 25 63	

26 k<3	 27 0<k<1
8 	28 ⑤	 29 ④	 30 6년

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 37~40

f(x)=loga`x이므로

ㄱ.`	f{ xa }�=loga`
x
a 	  

=loga`x-loga`a	  

= f(x)-1 (참)

ㄴ.`	f(x)+ f{ 1x }‌�=loga`x+loga`
1
x 	  

=loga`x-loga`x=0 (거짓)

01

	 ∴ 0<a<3 (∵ (밑)=3>1)	 yy㉠

	‌� 이차방정식 f(x)=0의 판별식을 D라 하면

	‌�
D
4 =(1-log£`a)Û`-(1-log£`a)`log£`a<0

	 1-2`log£`a+(log£`a)Û`-log£`a+(log£`a)Û`<0

	 2(log£`a)Û`-3`log£`a+1<0

	 (log£`a-1)(2`log£`a-1)<0

	 즉, 
1
2<log£`a<1에서 log£`'3<log£`a<log£`3

	 ∴ '3<a<3 (∵ (밑)=3>1)	 yy㉡

	 ㉠, ㉡에서 '3<a<3

Ú, Û에서 '3<aÉ3� 답 ⑤

현재, 즉 t=0일 때의 개체 수가 5000이므로 

log`5000=k

개체 수가 처음으로 1000보다 적어지는 때는 n년 후이므로

log`1000>log`5000+n`log` 45

log`1000>log`(5_1000)+n`log` 810

3>log`5+3+n(3`log`2-1)

(1-3`log`2)n>log` 102

(1-3_0.3010)n>1-0.3010

0.097n>0.699    ∴ n>7.2___

n은 자연수이므로 n=8� 답 ③

16

ㄷ.`	f{ x+y
2 }=loga`

x+y
2

	
f(x)+ f(y)

2 ‌�=
loga`x+loga`y

2 	  

=1
2 loga`xy=loga`'¶xy 

	‌� 그런데 x>0, y>0일 때, 산술평균과 기하평균의 관

계에 의하여

	
x+y
2 ¾'¶xy (단, 등호는 x=y일 때 성립)

	 이고, 0<a<1이므로

	 loga`
x+y
2 Éloga`'¶xy

	 ∴ f{x+y
2 }É f(x)+ f(y)

2  (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ④

y=log`(10-xÛ`)에서 진수의 조건에 의하여

10-xÛ`>0에서 xÛ`<10    ∴ -'1�0<x<'1�0
∴ A={x|-'1�0<x<'1�0}    yy㉠

y=log`(log`x)에서 진수의 조건에 의하여

x>0, log`x>0

log`x>0에서 log`x>log`1

∴ x>1 (∵ (밑)=10>1)

∴ B={x|x>1}	 yy㉡

㉠, ㉡에서 A;B={x|1<x<'1�0}
따라서 집합 A;B의 원소 중에서 정수인 것은 2, 3의 2

개이다.� 답 2

단계 채점 기준 배점

㈎ 로그의 진수의 조건을 이용하여 집합 A를 구한 경우 40%

㈏ 로그의 진수의 조건을 이용하여 집합 B를 구한 경우 40%

㈐
집합 A;B를 구하고, A;B의 원소 중에서 정수

의 개수를 구한 경우
20%

0<1
a <1<a<b이므로

세 함수 y=log�`x, y=logº`k, y=log ;a!;`x의  그래프를 

좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다.

y

xO k

R

Q
P

y=logà`x

y=log `x1
a

y=logá`x

이때 PQÓ`:`PRÓ=2`:`5이므로 5 PQÓ=2 PRÓ에서

5(log�`k-logº`k)=2(log�`k-log ;a!;`k)
5 log�`k-5 logº`k=4 log�`k
log�`k=5 logº`k

log`k
log`a=

5 log`k
log`b  (∵ log`k>0), 

log`b
log`a=5

∴ log�`b=5� 답 ⑤

02

03
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본문 pp. 36~37

∴ B{ 12 , logª` 12 }, 즉 B{ 12 , -1}�

O

-1

y

x

1
2

1
2

A{1,`0}

B ,`-1

따라서 △OAB는 오른쪽 그림과 

같으므로

△OAB=1
2_1_1=1

2

두 함수 y=logª`(-x+1), y=logª`x의 그래프가 직선 x=1
2 에 

대하여 대칭이고, 곡선 y=logª`x 위의 점 A(1, 0)을 직선 x=1
2 에 

대하여 대칭이동하면 점 O(0, 0)이 되므로 OBÓ=ABÓ를 만족시키는 

점 B는 두 곡선 y=logª`(-x+1), y=logª`x의 교점이다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

함수 y=log£`x의 그래프를 y축에 대하여 대칭이동하면

y=log£`(-x)    ∴ f(x)=log£`(-x)

P(a, ma), Q(b, mb)라 하면 두 점 P, Q는 각각 두 함수 

y=log£`x, f(x)=log£`(-x)의 그래프 위의 점이므로

ma=log£`a, mb=log£`(-b)    yy㉠

또한, 선분 PQ를 1`:`3으로 내분하는 점이 원점이므로

{ b+3a
4 , 

mb+3ma
4 }=(0, 0)

∴ b=-3a

위의 식을 ㉠에 대입하면

-3ma=log£`(3a), -3ma=1+log£`a

ma=log£`a를 위의 식에 대입하면

-3`log£`a=1+log£`a, -4`log£`a=1

log£`a=-1
4     ∴ a=3-;4!;

위의 값을 ma=log£`a에 대입하면

3-;4!;m=log£`3-;4!;, 3-;4!;m=-1
4

∴ m=-1
4_3;4!;

∴ mÝ`={-1
4_3;4!;}

4
= 3

256 � 답 
3

256

y=log£`(3x-6)+2=log£`(x-2)+3

이므로 함수 y=log£`(3x-6)+2의 그래프는 함수 	

y=log£`(x+4)-5의 그래프를 x축의 방향으로 6만큼, 

y축의 방향으로 8만큼 평행이동한 것이다. 

이때 네 점 A, B, C, D는 모두 기울기가 
4
3=

8
6인 직선 

위에 있으므로 점 A를 x축의 방향으로 6만큼, y축의 방

향으로 8만큼 평행이동하면 점 C가 되고, 점 B를 x축의 

방향으로 6만큼, y축의 방향으로 8만큼 평행이동이동하

면 점 D가 된다.

∴ x£`=xÁ+6, y£=yÁ+8

한편, 점 C에서 점 A를 지나고 x축과 평행한 직선에 내

린 수선의 발을 H라 하고, 점 B에서 두 선분 AH, CH에 

내린 수선의 발을 각각 P, Q라 하면 다음 그림과 같다.

06

07

ㄱ.	(반례) a=1
2일 때,

	 0<b<c의 각 변에 밑이 
1
2인 로그를 취하면

	 log;2!;`b>log;2!;`c

	 따라서 loga`b<loga`c를 만족시키지 않는다. (거짓)

ㄴ.	c=1이면 0<a<b<1    yy㉠

	 ㉠의 각 변에 밑이 a인 로그를 취하면

	 loga`a>loga`b>loga`1    ∴ 0<loga`b<1

	 또한, ㉠의 각 변에 밑이 b인 로그를 취하면

	 logb`a>logb`b>logb`1    ∴ logb`a>1

	 ∴ loga`b<logb`a (참)

ㄷ.		(반례) a=1
2 , b=10, c=100일 때,

		 (c-a)(log`b-a)‌�={100-1
2 }{1-

1
2 }	  

=199
2 _1

2=
199
4

		 (b-a)(log`c-a)�={10-1
2 }{2-

1
2 }	  

=19
2 _3

2=
57
4

		 ∴ (c-a)(log`b-a)>(b-a)(log`c-a) (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄴ뿐이다.� 답 ②

곡선 y=logª`x를 y축에 대하여 대칭이동시킨 그래프의 

식은

y=logª`(-x)

함수 y=logª`(-x)의 그래프를 x축의 방향으로 1만큼 

평행이동시킨 그래프의 식은

y=logª`(-x+1)    ∴ f(x)=logª`(-x+1)

한편, 두 점 O(0, 0), A(1, 0)에 대하여 삼각형 OAB가 

OBÓ=ABÓ인 이등변삼각형이려면 점 B는 선분 OA의 수

직이등분선 위의 점이어야 한다.

선분 OA의 수직이등분선은 직선 x=1
2이므로 점 B는 x

좌표가 
1
2이고 함수 f(x)=logª`(-x+1)의 그래프 위

의 점이다.

∴ B{ 12 , logª`{-1
2+1}}, 즉 B{ 12 , -1}

따라서 삼각형 OAB의 넓이는

1
2_(1-0)_|-1|=1

2 � 답 
1
2

다른 풀이

f(x)=logª`(-x+1)이고 점 B는 곡선 y= f(x) 위에 

있으므로 B(a, logª`(-a+1))이라 하자.

원점 O와 점 A(1, 0)에 대하여 OBÓ=ABÓ이므로

OBÓ Û`=ABÓ Û`에서

aÛ`+{logª`(-a+1)}Û`=(a-1)Û`+{logª`(-a+1)}Û`

aÛ`=aÛ`-2a+1, 2a=1    ∴ a=1
2

04
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A n s w e r

logª` 1
a-2=logª`(b-2), 1

a-2=b-2

∴ (a-2)(b-2)=1        yy㉠

△ACA'과 △BCB'에서

∠CAA'=∠CBB' (∵ 엇각), AA'Ó=BB'Ó,

∠AA'C=∠BB'C=90ù이므로

△ACA'ª△BCB' (ASA 합동)

∴ ACÓ=BCÓ

즉, 점 C는 ABÓ의 중점이므로 

a+b
2 =13

4     ∴ a+b=13
2

∴ (a-2)+(b-2)=5
2     yy㉡

㉠, ㉡에서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

a-2, b-2는 이차방정식 xÛ`- 5
2 x+1=0, 즉 	

2xÛ`-5x+2=0의 서로 다른 두 근이다.

2xÛ`-5x+2=0에서 (2x-1)(x-2)=0

∴ x=1
2  또는 x=2

이때 a<b이므로 a-2=1
2 , b-2=2  

∴ a=5
2 , b=4 

따라서 A'B'Ó의 길이는

b-a=4-5
2=

3
2 � 답 

3
2

다른 풀이

△ACA'ª△BCB'에서 A'CÓ=B'CÓ

따라서 A'CÓ=a (a>0)라 하면 

A'{ 134 -a, 0}, B'{ 134 +a, 0}

두 점 A, B는 곡선 y=logª (x-2) 위의 점이므로

A{ 134 -a, logª { 54-a}}, B{
13
4 +a, logª { 54+a}}

AA'Ó=BB'Ó이므로 

-logª { 54-a}=logª { 54+a} 

logª { 54+a}{
5
4-a}=0

{ 54-a}{
5
4+a}=1

25
16-aÛ`=1, aÛ`= 9

16     ∴ a=;4#; (∵ a>0)

∴ A'B'Ó=2a=2_;4#;=;2#;

f(x)=logª`x, g(x)=log£`(x+1)이라 하고 두 함수 

y=f(x), y=g(x)의 그래프를 그리면 다음 그림과 같다.

09

HP

Q

y

x
y=log£{3x-6}+2

D

C

O

B
A

y=log£{x+4}-5

△APB와 △AHC에서

∠APB=∠AHC=90, ∠A는 공통이므로

△APB »△AHC (AA 닮음)

ABÓ`:`BCÓ`:`CDÓ=1`:`3`:`1에서 ABÓ`:`ACÓ=1`:`4이고,

AHÓ=6, CHÓ=8이므로 

APÓ`:`AHÓ=1`:`4에서 APÓ=1
4  AHÓ=1

4_6=3
2  

BPÓ`:`CHÓ=1`:`4에서 BPÓ=1
4  CHÓ=1

4_8=2

∴ xª=xÁ+3
2 , yª=yÁ+2

두 점 A, B는 함수 y=log£ (x+4)-5의 그래프 위에 

있으므로

yÁ=log£ (xÁ+4)-5, yª=log£ (xª+4)-5에서

yª-yÁ=log£ {xÁ+3
2+4}-5-{log£ (xÁ+4)-5}

=log£`
xÁ+:Á2Á:
xÁ+4 =2 

즉, 
xÁ+:Á2Á:
xÁ+4 =3Û`이므로

xÁ+11
2 =9xÁ+36, 8xÁ=-61

2

∴ xÁ=-61
16

∴ xÁ+x£=-61
16+{-

61
16+6}

=-13
8 � 답 ②

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 좌표평면에서 평행이동과 직선의 기울기 사이의 관계를 파

악할 수 있는지를 묻는 문제이다. 곡선 y=g(x)가 곡선 y=f(x)를 

x축의 방향으로 m만큼, y축의 방향으로 n만큼 평행이동한 것일 때, 

곡선 y=f(x) 위의 점 A를 x축의 방향으로 m만큼, y축의 방향으로 

n만큼 이동시킨 점을 P라 하면 직선 AP의 기울기는 n
m 이 되고 점 P

는 곡선 y=g(x) 위에 있다. 또한, 점 A를 지나고 기울기가 n
m 인 직

선이 곡선 y=g(x)와 한 점에서 만날 때, 그 교점은 점 P와 같다. 도

형은 어떤 시각으로 바라보느냐에 따라 다양한 풀이와 해석이 나올 수 

있으므로 문제를 풀 때 여러 시각으로 보는 법을 연습해 두어야 한다.

A(a, logª`(a-2)), B(b, logª`(b-2)) (a<b)라 하면

AA'Ó=BB'Ó이므로 

-logª`(a-2)=logª`(b-2)

08
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본문 pp. 37~38

logb`3=4    yy㉠

∴ bÝ`=3

또한, ADÓ=4이므로

f(3)-g(3)=4, loga`3-logb`3=4

loga`3-4=4 (∵ ㉠)

loga`3=8    ∴ a¡`=3

BCÓ=4이므로

g(9)-h(9)=4, logb`9-logc`9=4

logb`3-logc`3=2 (∵ ㉠) 

4-logc`3=2, logc`3=2    ∴ cÛ`=3

bÝ`=3, a¡`=3에서 b=3;4!;, a=3;8!;이고, cÝ`=9이므로

이 식을 cÝ`=ambn에 대입하면

9=3;8!;m3;4!;n, 3Û`=3;8!;m+;4!;n

1
8m+1

4n=2    ∴ m+2n=16

따라서 m+2n=16을 만족시키는 자연수 m, n의 순서

쌍 (m, n)은

(14, 1), (12, 2), (10, 3), y, (2, 7)

이므로 m+n의 최댓값은 m=14, n=1일 때

14+1=15� 답 15

m+2n=16에서 m=16-2n, n=16-m
2

m, n이 자연수이므로 m¾1, n¾1에서

mÉ14, nÉ 15
2     ∴ 1ÉmÉ14, 1ÉnÉ7

또한, m+2n=16에서 m+n=16-n이므로 m+n의 최댓값은 

16-n의 최댓값과 같고, n이 최소일 때 16-n이 최대가 된다.

따라서 n=1일 때, m+n의 최댓값은 16-1=15이다.

blacklabel 특강 참고

y=log™`x

O D E

G

C

B

A
F

y
y=log™`x#

x

ABÓ`:`BCÓ=1`:`2에서 ABÓ`:`ACÓ=1`:`3

두 삼각형 ADB, AEC는 서로 닮음이므로 닮음비는

1`:`3이다.

즉, 두 삼각형의 넓이의 비는 1`:`9이고, 삼각형 ADB의 

넓이가 
9
2이므로

△AEC=9_9
2=

81
2

∴ BDEC‌�=△AEC-△ADB	  

=81
2 -9

2 	  

=72
2 =36

11

O
1

1 2

y

g{x}=log£`{x+1}

f{x}=log™`x

x

ㄱ.	‌�양수 a에 대하여 a+2>2이고, 위의 그래프에서 	

x>2일 때 f(x)>g(x)이므로

	 f(a+2)>g(a+2)

	 ∴ logª`(a+2)>log£`(a+3) (참)

ㄴ.	logª`(a+1)>log£`(a+2)에서

	 f(a+1)>g(a+1)

	‌� 이때 위의 그래프에서 f(x)> g(x)가 성립하려면 

x>2이어야 하므로

	 a+1>2    ∴ a>1 (참)

ㄷ.		(반례) a=1, b=1이면

		 logª`(a+1)=logª`2=1, log£`(b+2)=log£`3=1

		‌� 즉, logª`(a+1)=log£`(b+2)이지만 a>b는 아니

다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

다른 풀이

ㄷ.		logª`(a+1)=log£`(b+2)에서

		 f(a+1)=g(b+1)

		‌� f(a+1)=g(b+1)=k라 하면 직선 y=k와 두 곡

선 y=logª`x, y=log£`(x+1)의 교점의 x좌표가 각

각 a+1, b+1이다.

		

O

1

1 2

y

y=log£`{x+1}
y=log™`x

x

		 이때 위의 그래프에서 직선 y=k가

		 Ú이면 a+1<b+1에서 a<b

		 Û이면 a+1=b+1에서 a=b

		 Ü이면 a+1>b+1에서 a>b

		‌� 즉, logª`(a+1)=log£`(b+2)이면 항상 a>b는 아

니다. (거짓)

O 3 9

D C

A B y=logc`x

y=logb`x
y=loga`xy

x

직사각형 ABCD의 가로의 길이가 6이고, 넓이가 24이므

로 세로의 길이는 4이다.

두 점 A(3, g(3)), C(9, g(9))가 함수 y=g(x)의 그

래프 위의 점이므로

g(9)-g(3)=4, logb`9-logb`3=4

10
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=log£`3+3 (∵ 조건 ㈎)	  

=4 (참)

ㄴ.	ㄱ에서 f(9)=4이므로

	 f( f(9))‌�= f(4)	 

= f(2+2)= f(2)+1 (∵ 조건 ㈏)	  

=log£`2+1 (∵ 조건 ㈎)	  

=log£`6

	 이때 함수 f(x)의 역함수가 g(x)이므로

	 f( f(9))=log£`6에서 g(g(log£`6))=9 (참)

ㄷ.	2 f(x)-x+1=0에서 f(x)=1
2 (x-1)이므로

	 주어진 방정식의 실근은 두 함수 y= f(x),

	 y=1
2(x-1)의 그래프의 교점의 x좌표와 같다.

	

O

y

y=f{x}

x1

1
2
3
4

3 5 7 9

1
2y= {x-1}

	� 위의 그림에서 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 		

y=1
2 (x-1)이 서로 다른 5개의 점에서 만나므로 주

어진 방정식의 실근의 개수는 5이다. (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

함수 y=3x의 역함수가 y=log£`x이므로 세 곡선 y=3x, 

y=logª`x, y=log£`x와 직선 y=-x+5를 좌표평면에 

나타내면 다음 그림과 같다.

yy=-x+5 y=3x

b¡

b™
a¡

a¡ a™ b¡

y=x

x

y=log™`x

y=log£`x

O

B

M

A

ㄱ.	‌�함수 y=3x의 그래프와 직선 y=-x+5가 만나는 점

의 좌표가 (aÁ, bÁ)이므로 함수 y=log£`x의 그래프와 

직선 y=-x+5가 만나는 점의 좌표는 (bÁ, aÁ)이다.

		 ∴ aÁ<bª (참)

ㄴ.	‌�위의 그래프에서 원점과 점 (aÁ, bÁ)을 지나는 직선의 

기울기는 원점과 점 (aª, bª)를 지나는 직선의 기울기

보다 크므로

		
bÁ-0
aÁ-0>

bª-0
aª-0에서 

bÁ
aÁ>

bª
aª

		‌� aÁ>0, aª>0이므로 위의 부등식의 양변에 aÁaª를 곱

하면

		 aªbÁ>aÁbª (참)

13

한편, y=logª`xÜ`=3`logª`x이므로

GEÓ= 1
3 `CEÓ, FDÓ=1

3 `BDÓ

사각형 FDEG의 윗변과 아랫변의 길이는 각각 사각형 

BDEC의 윗변과 아랫변의 길이의 
1
3이고, 높이는 서로 

같다.

따라서 사각형 FDEG의 넓이는 사각형 BDEC의 넓이

의 
1
3이므로

FDEG‌�=1
3BDEC=1

3_36=12� 답 12

다른 풀이

ADÓ=a라 하면 두 삼각형 ADB, AEC가 닮음이므로 

ABÓ`:`BCÓ=1`:`2에서 ADÓ`:`DEÓ=1`:`2

a`:`DEÓ=1`:`2    ∴ DEÓ=2a

삼각형 ADB의 넓이가 
9
2이므로

1
2_ADÓ_BDÓ=9

2 , 
1
2_a_BDÓ=9

2

∴ BDÓ=9
a

또한, 두 삼각형 ADB, AEC의 닮음비가 1`:`3이므로

BDÓ`:`CEÓ=1`:`3에서 
9
a `:`CEÓ=1`:`3

∴ CEÓ=27
a

한편, y=logª`xÜ`=3`logª`x이므로 점 D의 x좌표를 k라 

하면 F(k, logª`k), B(k, 3`logª`k)

즉, BFÓ=2DFÓ이고, BDÓ= 9
a이므로

BDÓ‌�=BFÓ+DFÓ=2DFÓ+DFÓ	  

=3 DFÓ= 9
a

∴ DFÓ=3
a , BFÓ= 6

a

같은 방법으로 CGÓ=2EGÓ이고, CEÓ=27
a 이므로

CEÓ‌�=CGÓ+EGÓ=2EGÓ+EGÓ	  

=3 EGÓ=27
a

∴ EGÓ=9
a , CGÓ=18

a

따라서 사각형 FDEG의 넓이는

1
2_(DFÓ+EGÓ)_DEÓ

= 1
2_{

3
a+

9
a }_2a=12

ㄱ.	f(9)‌�= f(7+2)	  

= f(7)+1= f(5+2)+1	  

= f(5)+2= f(3+2)+2	  

= f(3)+3 (∵ 조건 ㈏)	 

12
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본문 pp. 38~39

n=2일 때, 두 곡선 y=3x-2,	  

y=log£`(x+2)로 둘러싸인 영

역은 오른쪽 그림과 같으므로 영

역의 내부 또는 경계에 포함되고 

x좌표와 y좌표가 모두 자연수인 

점은 (1, 1)뿐이다.

n의 값이 커지면 함수 y=3x-n의 그래프는 오른쪽으로 

이동하고, 함수 y=log£`(x+n)의 그래프는 위쪽으로 

이동한다.

영역의 내부 또는 경계에 포함되는 점의 개수가 4일 때의 

점은 (1, 1), (2, 2), (2, 1), (1, 2)이다.

x

y
y=3x-n

y=log£{x+n}

y=x

O
1

1

2
3

2 3

즉, 주어진 두 곡선이 서로 역함수 관계이므로 곡선 	

y=3x-n만 생각하면 조건을 만족시키는 n의 값은 이 곡

선이 점 (2, 1)을 지날 때부터 점 (3, 3)을 지나기 전까

지이다.

f(x)=3x-n이라 할 때, f(2)É1, f(3)>3이므로

3Û`-nÉ1, 3Ü`-n>3

∴ 8Én<24

따라서 조건을 만족시키는 자연수 n은 8, 9, 10, y, 23

의 16개이다.� 답 16

ㄱ.	ab=1에서 b= 1
a

	‌� 점 P는 곡선 y=logb`x, 즉 곡선 y=log;a!;`x 위의 점

이고 y좌표는 1이므로

	 1=log;a!;`x에서 x= 1
a     ∴ P{ 1a , 1}

	‌� 점 Q는 곡선 y=loga`x 위의 점이고 y좌표는 -1이

므로

	 -1=loga`x에서 x= 1
a     ∴ Q{ 1a , -1}

	 ∴ APÓ=BQÓ= 1
a  (참)

ㄴ.	‌�D(1, 1)이고, 점 R는 x좌표가 1인 곡선 y=bx 위의 

점이므로 R(1, b)

	 ∴ DRÓ=1-b

	 C(1, -1), Q{ 1a , -1}이므로 CQÓ=1- 1
a

	 이때 ab<1에서 b< 1
a

	 -b>- 1
a     ∴ 1-b>1- 1

a

y y=3x-2

xO

y=x

y=log£èx+2ê

1

1

Ú Û

16

ㄷ.	‌�원점을 O, 직선 y=-x+5가 x축, y축과 만나는 점

을 각각 A, B, 원점 O에서 ABÓ에 내린 수선의 발을 

M이라 하면 OÕMÓ은 점 O와 직선 y=-x+5 위의 임

의의 점 사이의 거리 중에서 가장 짧은 거리이다.

	‌� 즉, 직선 y=-x+5 위의 점은 점 M으로부터 멀어

질수록 원점과의 거리가 더 길어지고, 위의 그래프에

서 점 (aÁ, bÁ)은 점 (aª, bª)보다 점 M으로부터 더 멀

리 있으므로

 "ÃaÁÛ`+bÁÛ` >"ÃaªÛ`+bªÛ`

 위의 식의 양변을 제곱하면

 aÁÛ`+bÁÛ`>aªÛ`+bªÛ` (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

함수 f(x)=log�`(x-1)-b에서

y=log�`(x-1)-b로 놓으면

y+b=log�`(x-1), ay+b=x-1

x=ay+b+1

x와 y를 서로 바꾸면

y=ax+b+1

∴ f-1(x)=ax+b+1

g(x)=ax+b+2이므로 함수 y=g(x)의 그래프는 함수 	

y= f-1(x)의 그래프를 y축의 방향으로 1만큼 평행이동

한 것이다. 

따라서 세 함수 y= f(x), y= f-1(x), y=g(x)의 그래

프를 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다.

y

xO

C

A

D

By=f{x}

y=x

y=g{x}

y=f—!{x}

H

∴ ACÓ=BDÓ=1

한편, 두 점 A, B는 직선 y=x 위의 점이므로 점 A에서 

직선 BD에 내린 수선의 발을 H라 하면 △BAH는 직각

이등변삼각형이다. 

즉, ABÓ=4'2에서 AHÓ=4

따라서 사각형 ABDC의 넓이는

ACÓ_AHÓ=1_4=4� 답 ①

두 곡선 y=3x-n, y=log£`(x+n)은 서로 역함수 관계

이므로 직선 y=x에 대하여 대칭이다.

즉, 두 곡선 y=3x-n, y=log£`(x+n)으로 둘러싸인 

영역이 직선 y=x에 대하여 대칭이므로 점 (a, b)가 주

어진 영역에 포함되면 점 (b, a)도 포함된다.

14

15

Ú Û

(해설032-067)블랙고등-OK.indd   57 2022. 9. 8.   오후 2:39



058  |  블랙라벨 수학 Ⅰ

A n s w e r

a
b+

b
a+2‌�¾2®É ab_

b
a+2�(단, 등호는 a=b일 때 성립)	

=4

따라서 주어진 식의 최솟값은 4이다.� 답 ④

다른 풀이

logx`2+logy`2
logxy`2

=(logx`2+logy`2)_logª`xy

=(logx`2+logy`2)(logª`x+logª`y)	 yy㉠

이때 1보다 큰 두 실수 x, y에 대하여 logx`2>0,

logy`2>0, logª`x>0, logª`y>0이므로 코시-슈바르츠

의 부등식에 의하여

(logx`2+logy`2)(logª`x+logª`y)

={('Älogx`2)Û`+('Älogy`2)Û`}{('Älogª`x)Û`+('Älogª`y)Û`}

¾('Älogx`2_'Älogª`x+'Älogy`2_'Älogª`y)Û`

� {단, 등호는 
'Älogª`x
'Älogx`2

=
'Älogª`y
'Älogy`2

, 즉 x=y일 때 성립}

=(1+1)Û`=4	 yy㉡

따라서 ㉠, ㉡에서 
logx`2+logy`2

logxy`2
¾4이므로 구하는 최

솟값은 4이다.

f(x)‌�={loga`
x
10 }{loga`

x
4 }	  

=(loga`x-loga`10)(loga`x-loga`4)	

=(loga`x)Û`-(loga`10+loga`4)`loga`x

� +loga`10_loga`4

이때 loga`x=t, loga`10=a, loga`4=b로 놓으면

f(at)�=tÛ`-(a+b)t+ab	 	

={t-a+b2 }
2
+ab-{ a+b2 }

2

이므로 t= a+b2 일 때 최솟값 ab-{a+b2 }
2
을 갖는다.

즉, ab-{ a+b2 }
2
=- 1

16에서

{ a-b2 }
2
= 1

16 , 
a-b
2 =Ñ 1

4

a=loga`10, b=loga`4이므로

loga`10-loga`4
2 =1

4  또는 
loga`10-loga`4

2 =-1
4

loga`
5
2=

1
2  또는 loga`

5
2=-1

2

a;2!;=5
2  또는 a-;2!;=5

2

∴ a=25
4  또는 a= 4

25

따라서 모든 a의 값의 곱은

25
4 _ 4

25=1� 답 1

19

	 ∴ DRÓ>CQÓ (참)

ㄷ.	R(1, b)이므로 ORÓ="Ã1+bÛ`

	 Q{ 1a , -1}이므로 OQÓ=¾Ð{ 1a }
2
+1

	 이때 ab>1에서 b>1
a이므로

	 bÛ`>{ 1a }
2
 (∵ a>0, b>0)

	 1+bÛ`>{ 1a }
2
+1    ∴ "Ã1+bÛ`>¾Ð{ 1a }

2
+1

	 ∴ ORÓ>OQÓ (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

f(x)=4x-4+logª`x의 양변에 밑이 2인 로그를 취하면

log2 f(x)‌�=log2`4+log2`x
-4+logª``x	  

=2+(-4+log2`x)_log2`x	  

=(log2`x)Û`-4 log2`x+2

log2`x=t로 놓으면 (밑)=2>1이므로

1
2ÉxÉ2에서 log2`

1
2Élog2`xÉlog2`2

∴ -1ÉtÉ1

log2` f(2
t)=tÛ`-4t+2=(t-2)Û`-2에서

f(2t)=2(t-2)Û`-2`(단, -1ÉtÉ1)    yy㉠

(밑)=2>1이므로 ㉠은 (t-2)Û`-2가 최대일 때 최댓값

을 갖고, (t-2)Û`-2가 최소일 때 최솟값을 갖는다.

이때 g(t)=(t-2) Û`-2라 하면 -1ÉtÉ1에서 함수 

y=g(t)는 t=-1일 때 최댓값 7, t=1일 때 최솟값 

-1을 가지므로 

M=2à`=128, m=2-1=1
2

∴ Mm=128_1
2=64� 답 ③

logx`2+logy`2
logxy`2

‌�=

1
log2`x

+ 1
log2`y

1
log2`xy

	  

=

1
log2`x

+ 1
log2`y

1
log2`x+log2`y

log2`x=a, log2`y=b로 놓으면

(주어진 식)‌�=

1
a+

1
b

1
a+b

=

a+b
ab
1

a+b

	 

=aÛ`+2ab+bÛ`
ab 	  

= a
b+

b
a+2

그런데 x>1, y>1에서 a>0, b>0이므로 
b
a>0, ab >0

산술평균과 기하평균의 관계에 의하여	  

17

18
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본문 pp. 39~40

㉡에서 logª`3x+2`logª`y=logª`48

logª`3x+logª`yÛ`=logª`48

logª`3xyÛ`=logª`48

3xyÛ`=48    ∴ xyÛ`=16

위의 식에 xy=8을 대입하면

8y=16    ∴ y=2, x=4

따라서 a=4, b=2이므로

aÛ`+bÛ`=16+4=20

방정식의 두 근을 a, b라 하고 b=aÛ`이라 하자.

(logª`x)Û̀ -6a`logª`x+a+1=0에서 logª`x=t로 놓으면

tÛ`-6at+a+1=0

위의 t에 대한 이차방정식의 두 근을 tÁ, tª라 하면

tÁ=logª`a, tª=logª`b=logª`aÛ`=2`logª`a=2tÁ

즉, 두 근은 tÁ, 2tÁ이므로 이차방정식의 근과 계수의 관계

에 의하여

tÁ+2tÁ=6a에서 3tÁ=6a    ∴ tÁ=2a

tÁ_2tÁ=a+1에서 2tÁÛ`=a+1

위의 식에 tÁ=2a를 대입하면

2(2a)Û`=a+1, 8aÛ`-a-1=0

따라서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 모든 실

수 a의 값의 합은 
1
8이다.� 답 

1
8

방정식 3`logª`[x]=2(x-1)의 서로 다른 실근은 두 함

수 y=3`logª`[x], y=2(x-1)의 그래프의 교점의 x좌

표와 같다.

y=3`logª`[x]에서 진수의 조건에 의하여 [x]>0

[x]는 정수이므로 [x]¾1에서 x¾1

Ú	1Éx<2일 때,

	 [x]=1이므로

	 함수 y=3`logª`[x]에서 y=0

Û	2Éx<3일 때,

	 [x]=2이므로

	 함수 y=3`logª`[x]에서 y=3

Ü	3Éx<4일 때,

	 [x]=3이므로

	 함수 y=3`logª`[x]에서 y=3`logª`3=logª`27

	 이때 logª`16<logª`27<logª`32이므로

	 4<logª`27<5

Ý	4Éx<5일 때,

	 [x]=4이므로

	 함수 y=3`logª`[x]에서 y=6

22

23

(log£`x)Û`-log£`xÝ`+k=0에서

(log£`x)Û`-4`log£`x+k=0

log£`x=t로 놓으면 주어진 방정식은 tÛ`-4t+k=0

이때 주어진 방정식의 두 근이 
1
3과 27 사이에 있고

log£` 13=-1, log£`27=3이므로 t에 대한 이차방정식

tÛ`-4t+k=0의 두 근이 -1과 3 사 y=f{t}

-1
2

3 t

이에 있어야 한다.

f(t)=t Û`-4t+k라 하면 y= f(t)

의 그래프는 오른쪽 그림과 같아야 

하므로

Ú ‌�이차방정식 tÛ`-4t+k=0의 판별식을 D라 하면

	
D
4 =4-k¾0

	 ∴ kÉ4

Û	‌�f(-1)>0에서 5+k>0이므로 k>-5	  

f(3)>0에서 -3+k>0이므로 k>3

	 ∴ k>3

Ú, Û에서 3<kÉ4� 답 ④

로그방정식을 치환하여 풀 때 반드시 치환하는 것이 무엇인지 명확히 

표시를 하고, 치환한 변수의 범위 또한 표시해 놓아야 한다. 위의 문제

는 log£`x를 t로 치환하면 한결 쉽게 풀 수 있는데 이때의 x의 값은 

1
3 과 27 사이에 있으므로 t의 값은 -1과 3 사이에 있음에 주의하자. 

치환을 이용하면 이 문제는 t에 대한 이차방정식 문제가 되므로 보다 

쉽게 k의 값의 범위를 구할 수 있다.

blacklabel 특강 오답 피하기

[`
2

logx`4
+ 1

logy`2
=3� yy㉠

log2`3x+log'2``y=log2`48    yy㉡

㉠에서 밑의 조건에 의하여 x>0, x+1, y>0, y+1이고 

밑의 변환 공식에 의하여 2`log¢`x+log2`y=3

∴ log2`x+log2`y=3	 yy㉢

㉡에서 진수의 조건에 의하여 x>0, y>0이고

log2`3+log2`x+2`log2`y=log2`(2Ý`_3)에서

log2`3+log2`x+2`log2`y=4+log2`3

∴ log2`x+2`log2`y=4	 yy㉣

㉢, ㉣을 연립하여 풀면 

log2`x=2, log2`y=1    ∴ x=4, y=2

따라서 a=4, b=2이므로 

aÛ`+bÛ`=16+4=20� 답 ③

다른 풀이

㉠에서 밑의 조건에 의하여 x>0, x+1, y>0, y+1이고 

밑의 변환 공식에 의하여 2`log¢`x+log2`y=3

logª`x+logª`y=3, logª`xy=3

∴ xy=8

20

21
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Þ	n¾5에 대하여 nÉx<n+1일 때,

	 [x]=n이므로 이 값을 주어진 방정식에 대입하면

	 3`logª`n=2(x-1), 2x=3`logª`n+2

	 2x=logª`4nÜ`    ∴ x=1
2 `logª`4nÜ`

	 5 이상의 자연수 n에 대하여 4nÜ`<4n

	‌� 즉, 
1
2 `logª`4nÜ`<n이므로 주어진 방정식의 근은 존재

하지 않는다.

Ú~Þ에서 주어진 방정식의 근은

1, 52 , 
1
2 `logª`108, 4의 4개이다.

해결단계

➊ 단계 로그의 진수의 조건을 이용하여 x의 값의 범위를 구한다.

➋ 단계
주어진 로그방정식을 정리하여 x에 대한 이차방정식을 만

든다.

➌ 단계

a의 값에 따라 ➊ 단계에서 구한 x의 값의 범위를 정리하고, 

이 범위에서 ➋ 단계에서 구한 이차방정식이 오직 하나의 

실근을 갖기 위한 a의 값의 범위를 구한다.

로그방정식 log»`(2xÛ`-8)=log£`(x-a)에서

진수의 조건에 의하여

2xÛ`-8>0에서 xÛ`-4>0, (x+2)(x-2)>0

∴ x<-2 또는 x>2	 yy㉠

x-a>0에서 x>a 	 yy㉡

또한, 주어진 방정식에서

log»`(2xÛ`-8)=2`log3Û``(x-a)

log»`(2xÛ`-8)=log»`(x-a)Û`

2xÛ`-8=(x-a)Û`

xÛ`+2ax-8-aÛ`=0

이때

f(x)‌�=xÛ`+2ax-8-aÛ`	  

=(x+a)Û`-2aÛ`-8

이라 하면 ㉠, ㉡을 동시에 만족시키는 x의 값의 범위에서 

이차방정식 f(x)=0이 오직 하나의 실근을 가져야 한다.

Ú	a<-2일 때,

	 ㉠, ㉡에서 a<x<-2 또는 x>2	 yy㉢

	‌� a<-2에서 -a>2이고, f(-a)=-2aÛ`-8<0이

므로 방정식 f(x)=0은 x>2에서 반드시 실근을 갖

는다.

	‌� 즉, ㉢에서 오직 하나의 실근

O
x

y y=f{x}

a
2

-2
-a

을 가지려면 함수 y= f(x)

의 그래프는 오른쪽 그림과 

같아야 하므로

	 f(-2)¾0, f(2)É0

	‌� 이때 f(2)=4+4a-8-aÛ`=-(a-2)Û`이므로 모든 

실수 a에 대하여 f(2)É0을 만족시킨다.

	 또한, f(-2)=4-4a-8-aÛ`¾0에서

24

Þ	5Éx<6일 때,

	 [x]=5이므로

	 함수 y=3`logª`[x]에서 y=3`logª`5=logª`125

	 이때 logª`64<logª`125<logª`128이므로

	 6<logª`125<7

ß	6Éx<7일 때,

	 [x]=6이므로

	 함수 y=3`logª`[x]에서 y=3`logª`6=logª`216

	 이때 logª`128<logª`216<logª`256이므로

	 7<logª`216<8

y

Ú~ß에서 두 함수 y=3`logª`[x], y=2(x-1)의 그래

프를 그리면 다음 그림과 같다.

O 1 2 3

3
2

4
5
6
7
8

4 5 6 7

y=3`log™`[x]
y=2{x-1}y

x

따라서 주어진 방정식의 서로 다른 실근의 개수는 4이다.

� 답 4

다른 풀이

3`logª`[x]에서 진수의 조건에 의하여 [x]>0

이때 [x]는 정수이므로 [x]¾1    ∴ x¾1

Ú	1Éx<2일 때,

	 [x]=1이므로 이 값을 주어진 방정식에 대입하면

	 3`logª`1=2(x-1), 2(x-1)=0

	 ∴ x=1

Û	2Éx<3일 때,

	 [x]=2이므로 이 값을 주어진 방정식에 대입하면

	 3`logª`2=2(x-1), 2(x-1)=3

	 2x=5    ∴ x=5
2

Ü 3Éx<4일 때,

	 [x]=3이므로 이 값을 주어진 방정식에 대입하면

	 3`logª`3=2(x-1), 2x=3`logª`3+2

	 2x=logª`108

	 ∴ x=1
2 `logª`108

	 이때 logª`64<logª`108<logª`128에서

	 6<logª`108<7    ∴ 3<1
2 `logª`108<7

2

	 즉, x=1
2 `logª`108은 주어진 방정식의 해이다.

Ý	4Éx<5일 때,

	 [x]=4이므로 이 값을 주어진 방정식에 대입하면

	 3`logª`4=2(x-1), 6=2(x-1)

	 2x=8    ∴ x=4
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본문 p. 40

k logª`t<(logª`t)Û`-logª`t+4에서 

logª`t=x로 놓으면

t>1에서 logª`t>0이므로 x>0이고, 

kx<xÛ`-x+4

∴ xÛ`-(k+1)x+4>0

이때 f(x)=xÛ`-(k+1)x+4라 하고, x>0에서 부등

식 f(x)>0이 항상 성립하도록 경우를 다음과 같이 나누

어 보자.

Ú 
k+1
2 >0, 즉 k>-1인 경우

	� x>0에서 f(x)>0이 항상 성립하도록 함수 y=f(x)

의 그래프를 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다.

	

y

xO

y=f{x}

4

k+1
2

	 방정식 f(x)=0의 판별식 D<0이어야 하므로

	 D=(k+1)Û`-16<0
	 kÛ`+2k-15<0, (k+5)(k-3)<0
	 ∴ -5<k<3
	 따라서 -1<k<3이다.

Û 
k+1
2 É0, 즉 kÉ-1인 경우

	� x>0에서 f(x)>0이 항상 성립하도록 함수 y=f(x)

의 그래프를 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다.

	

y

xO

y=f{x}

k+1
2

4

	� f(0)=4>0이므로 부등식 f(x)>0은 항상 성립한다.

	 따라서 kÉ-1이다.

Ú, Û 에서 조건을 만족시키는 k의 값의 범위는 

k<3� 답 k<3

다른 풀이

t>1에서 logª`t>0이므로 부등식 

k logª`t<(logª`t)Û̀ -logª`t+4의 양변을 logª`t로 나누면

k<logª`t-1+ 4
logª`t=logª`t+ 4

logª`t-1

logª`t>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

logª`t+ 4
logª`t¾2®Élogª`t_ 4

logª`t=4

(단, 등호는 t=4일 때 성립)

이므로

logª`t+ 4
logª`t-1¾4-1=3

따라서 t>1인 임의의 실수 t에 대하여 조건을 만족시키

는 k의 값의 범위는 k<3이다.

26	 aÛ`+4a+4É0, (a+2)Û`É0    ∴ a=-2

	‌� 따라서 조건을 만족시키는 실수 a의 값은 존재하지 않

는다.

Û	-2ÉaÉ2일 때,

	 ㉠, ㉡에서 x>2

	‌� x>2에서 오직 하나의 실근을 

가지려면 함수 y= f(x)의 그래

프는 오른쪽 그림과 같아야 하므

로 f(2)<0

	 f(2)=4+4a-8-aÛ`<0에서

	 aÛ`-4a+4>0, (a-2)Û`>0

	 ∴ a+2

	‌� 따라서 조건을 만족시키는 실수 a의 값의 범위는

	 -2Éa<2

Ü	a>2일 때,

	 ㉠, ㉡에서 x>a

	‌� x>a에서 오직 하나의 실근을 가

x

y y=f{x}

a-a 2
O

지려면 함수 y= f(x)의 그래프

는 오른쪽 그림과 같아야 하므로

	 f(a)<0

	 f(a)=aÛ`+2aÛ`-8-aÛ`<0에서

	 2aÛ`-8<0, aÛ`-4<0, (a+2)(a-2)<0

	 ∴ -2<a<2

	‌� 따라서 조건을 만족시키는 실수 a의 값은 존재하지 않

는다.

Ú, Û, Ü에서 실수 a의 값의 범위는

-2Éa<2� 답 ②

log¢`xÛ`+log'§x`8É7에서 x¾2이므로

밑의 변환 공식에 의하여

logª`xÛ`
logª`4 +

logª`8
logª`'§xÉ7

2`logª`x
2 + 3

1
2 `logª`x

É7

log2`x+
6

logª`xÉ7    yy㉠

이때 x¾2이므로 log2`x¾1

㉠의 양변에 log2`x를 곱하면

(log2`x)Û`+6É7`log2`x

(log2`x)Û`-7`log2`x+6É0

(log2`x-1)(log2`x-6)É0

∴ 1Élog2`xÉ6

(밑)=2>1이므로 

2ÉxÉ2ß`

따라서 구하는 2 이상의 자연수 x의 개수는

2ß`-2+1‌�=64-2+1	 

=63� 답 63

x

y y=f{x}

2-a a
O

25
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Ú	‌�이차방정식 xÛ`+x+k=0이 두 실근을 가지므로 이 

이차방정식의 판별식을 D라 하면

	 D=1-4k¾0

	 ∴ kÉ 1
4

Û	‌�log2`(a+1)+log2`(b+1)<-3에서 진수의 조건에 

의하여 a+1>0, b+1>0

	 ∴ a>-1, b>-1

	‌� 이때 f(x)=xÛ`+x+k라 하

면 방정식 f(x)=0의 두 실

근 a, b가 모두 -1보다 크므

로 함수 y= f(x)의 그래프는 

오른쪽 그림과 같아야 한다.

	 즉, f(-1)>0이므로

	 f(-1)=1-1+k>0

	 ∴ k>0

Ü	log2`(a+1)+log2`(b+1)<-3에서 

	 log2`(a+1)(b+1)<log2`2
-3

	‌� (밑)=2>1이므로 (a+1)(b+1)< 1
8

	 ab+a+b+1<1
8     yy㉠

	‌� 이때 이차방정식 xÛ`+x+k=0의 두 실근이 a, b이므

로 근과 계수의 관계에 의하여

	 a+b=-1, ab=k

	 이것을 ㉠에 대입하면

	 k-1+1<1
8  

	 ∴ k<1
8

Ú, Û, Ü에서 구하는 실수 k의 값의 범위는

 0<k<1
8 � 답 0<k<1

8

|log2`x-log2`5|+log2`yÉ2에서

|log2`
x
5 |+log2`yÉ2	 yy㉠

Ú	log2`
x
5 <0일 때,

	 (밑)=2>1이므로 0<x
5<1

	 ∴ 0<x<5	 yy㉡

	 또한, ㉠에서 -log2`
x
5+log2`yÉ2

	 log2`
5y
x Élog2`4에서 (밑)=2>1이므로

	 5y
x É4    ∴ 5yÉ4x (∵ x>0)	 yy㉢

	 ‌�㉡, ㉢을 만족시키는 두 자연수 x, y의 순서쌍 (x, y)

는 (2, 1), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2),

	 (4, 3)의 6개이다.

Û	log2`
x
5¾0일 때,

27

x

y=f{x}

-1

28

	 (밑)=2>1이므로 
x
5¾1    ∴ x¾5    yy㉣

	 또한, ㉠에서 log2`
x
5+log2`yÉ2이므로

	 log2`
xy
5 Élog2`4이고 (밑)=2>1이므로

	
xy
5 É4    ∴ xyÉ20	 yy㉤

	‌� ㉣, ㉤을 만족시키는 두 자연수 x, y의 순서쌍 (x, y)는 

(5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (6, 1), (6, 2),	  

(6, 3), (7, 1), (7, 2), (8, 1), (8, 2), (9, 1),	  

(9, 2), (10, 1), (10, 2), (11, 1), (12, 1), (13, 1), 

y, (20, 1)

	 의 25개이다.

Ú, Û에서 구하는 순서쌍 (x, y)의 개수는

6+25=31� 답 ⑤

절대 등급이 4.8인 별의 광도는 L이고, 절대 등급이 1.3

인 별의 광도는 kL이므로  

4.8-1.3=-2.5 log`{ L
kL }

3.5=-2.5 log` 1k   

3.5=2.5 log`k, log`k=7
5     ∴ k=10;5&;� 답 ④

2022년의 대학예산을 A, 시설투자비를 B라 하면

B= 4
100A

대학예산과 시설투자비의 증가율은 각각 매년 12`%,

20`%이므로 2022년부터 n년 후의 대학예산은 

{1+ 12
100 }n`A=1.12nA

2022년부터 n년 후의 시설투자비는 

{1+ 20
100 }n`B=1.2nB

대학예산에서 시설투자비가 차지하는 비율이 6`% 이상이

되려면

1.2n`B
1.12n`A¾

6
100

1.2n_ 4
100A

1.12n_A ¾ 6
100 , 

1.2n

1.12n¾ 3
2

위의 식의 양변에 상용로그를 취하면 (밑)=10>1이므로

n`log` 1.21.12¾log` 32에서 

n‌�¾
log`3-log`2

log`1.2-log`1.12 	  

= 0.4771-0.301
0.0792-0.0492 	  

=0.1761
0.03 =5.87

따라서 6년 후부터 대학예산에서 시설투자비가 차지하는 

비율이 6`% 이상이 된다.� 답 6년

29
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또한, { 12 }
2c
=c의 양변에 밑이 

1
2인 로그를 취하면

log;2!;`{
1
2 }

2c
=log;2!;`c    ∴ log;2!;`c=2c

따라서 c는 방정식 log;2!;`x=2x의 근이다.

즉, 세 곡선 y={ 13 }
x

, y=log;3!;`x, y=log;2!;`x와 직선 

y=2x의 교점의 x좌표가 각각 a, b, c이고, 그래프는 다

음 그림과 같다.

x

y y=2x y=x

O

1

1
abc
y=log  x⁄

1
3y={ }
Ù

y=log1
3

 x

∴ a<b<c� 답 ①

이 문제는 주어진 a, b, c를 포함한 세 등식을 a, b, c를 근으로 갖는 

방정식으로 이해한 후, 방정식 f(x)=g(x)의 실근은 두 함수

y= f(x), y=g(x)의 그래프의 교점의 x좌표임을 이용하여 그래프

를 그려 a, b, c의 대소 관계를 찾아야 한다.

세 등식 { 13 }
a

=2a, { 13 }
2b

=b, { 12 }
2c

=c에서 a, b, c를 세 방정식 

{ 13 }
x

=2x, { 13 }
2x

=x, { 12 }
2x

=x의 근으로 생각해 보자. 이때 이 

방정식에서 세 함수 y={ 13 }
x

, y={ 13 }
2x

, y={ 12 }
2x

의 그래프와 두 

직선 y=x, y=2x를 그려 교점의 x좌표로 대소 관계를 파악하려고 

한다면 위의 다섯 개의 함수 사이에 특별한 관계가 없으므로 그래프

를 정확히 그리기가 어렵다. 그러나 세 방정식을 { 13 }
x

=2x,

log;3!;`x=2x, log;2!;`x=2x로 변형한다면 세 함수 y={ 13 }
x

,

y=log;3!;`x, y=log;2!;`x의 그래프와 직선 y=2x만 그리면 된다.

이때 y={ 13 }
x

, y=log;3!;`x는 서로 역함수 관계에 있으므로 두 그래

프가 직선 y=x에 대하여 대칭이기 때문에 그래프를 그리기가 조금 

더 수월하다.

blacklabel 특강 해결 실마리

해결단계

➊ 단계
주어진 방정식을 만족시키는 f(x)의 값을 정수 부분과 소

수 부분으로 나누어 생각한다.

➋ 단계
조건을 만족시키는 f(x)의 값이 정수임을 이용하여 aÇ의 

규칙을 찾는다.

➌ 단계 a10의 값을 구한다.

log2`[
f(x)

[ f(x)] ]=0에서 [
f(x)

[ f(x)] ]=1

∴ 1É
f(x)

[ f(x)]<2

이때 f(x)=log2`x=k+a`(k는 정수, 0Éa<1)라 하면

[ f(x)]=k이므로 1Ék+a
k <2

03

01 4	 02 ①	 03 
1

1024 	 04 6	 05 21

06 2'2	 07 ⑤

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 41

해결단계

➊ 단계
로그의 성질을 이용하여 조건 ㈎, ㈏에 주어진 식을 간단히 

정리한다.

➋ 단계 ➊ 단계에서 구한 두 식을 연립하여 xÛ`+3yÛ`의 값을 구한다.

조건 ㈎에서

logª`(xÛ`-2xy+yÛ`)-logª`(xÛ`-3xy+yÛ`)=2

logª`xÛ`-2xy+yÛ`
xÛ`-3xy+yÛ`

=2

xÛ`-2xy+yÛ`
xÛ`-3xy+yÛ`

=4

xÛ`-2xy+yÛ`=4(xÛ`-3xy+yÛ`)

3xÛ`-10xy+3yÛ`=0, (3x-y)(x-3y)=0

∴ x=1
3 y 또는 x=3y

그런데 x>y>0이므로

x=3y    yy㉠

한편, 조건 ㈏에서 |loga`x|=|loga`y|이므로

loga`x=Ñloga`y

그런데 loga`x=loga`y이면 x=y이고, x, y는 서로 다른 

두 실수이므로 모순이다.

즉, loga`x=-loga`y에서

loga`x=loga`
1
y

밑이 a로 같으므로 x=1
y     ∴ xy=1

위의 식에 ㉠을 대입하면 3yÛ`=1

∴ xÛ`+3yÛ`‌�=(3y)Û`+3yÛ``	  

=12yÛ`=4_3yÛ` (∵ ㉠)	  

=4� 답 4

해결단계

➊ 단계 세 실수 a, b, c가 어떤 방정식의 실근이 되는지 파악한다.

➋ 단계
로그를 이용하여 ➊ 단계에서 세운 방정식을 로그방정식으

로 나타낸다.

➌ 단계
필요한 지수함수와 로그함수의 그래프를 그린 후, 세 실수 

a, b, c를 좌표평면 위에 나타내어 대소 관계를 구한다.

{ 13 }
a

=2a이므로 a는 방정식 { 13 }
x

=2x의 근이다.

{ 13 }
2b
=b의 양변에 밑이 

1
3인 로그를 취하면

log;3!;`{
1
3 }

2b
=log;3!;`b    ∴ log;3!;`b=2b

따라서 b는 방정식 log;3!;`x=2x의 근이다.

01

← ‌�y= 1
'3

 (∵ y>0)이므로 x='3

02
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x

y
y=f¡{x}

y=f£{x}
y=f¢{x}

k{x}=

1
4
1
3

1
2

3
4

1

1

2

2
5
4

7
4

4
3

O

1
2

x}{

g{x}=log x
3
1

h{x}=log x
3
4

y=f™{x}

3
2

따라서 a=2, b=3, c=1이므로

a+b+c=2+3+1=6� 답 6

해결단계

➊ 단계
조건 ㈎를 만족시키면서 한 변의 길이가 3 또는 4인 정사각

형은 각 변이 좌표축에 평행해야 함을 파악한다.

➋ 단계
정사각형의 한 꼭짓점의 좌표를 (p, q)라 하고, 조건 ㈏를 

만족시키기 위한 p, q의 조건을 구한다.

➌ 단계
➋단계에서 구한 조건에 맞는 순서쌍 (p, q)의 개수를 구한 

후, a£+a¢의 값을 구한다.

네 꼭짓점의 x좌표와 y좌표가 자연수이면서 한 변의 길

이가 3 또는 4인 정사각형은 각 변이 모두 x축 또는 y축

에 평행해야 한다.

한 변의 길이를 n이라 하고 네 꼭짓점의 좌표를

(p, q), (p+n, q), (p, q+n), (p+n, q+n)

이라 하면 조건 ㈏에서 정사각형은 두 곡선 y=logª`x,

y=logÁ¤`x와 만나야 하므로 다음 그림과 같아야 한다.

{p+n,`q+n}

{p+n,`q}

{p,`q+n}

{p,`q}

점 (p, q+n)은 곡선 y=logª`x보다 위쪽에 위치해야 하

고, 점 (p+n, q)는 곡선 y=logÁ¤`x보다 아래쪽에 위치

해야 하므로

q+n>logª`p에서 (밑)=2>1이므로 p<2q+n

q<logÁ¤`(p+n)에서 (밑)=16>1이므로 p+n>16q

∴ p>16q-n

따라서 16q-n<p<2q+n이다.

Ú	n=3일 때,

	 16q-3<p<2q+3

	 q=1이면 13<p<16이므로 p=14, 15

	‌� q¾2이면 16q-3=24q-3>2q+3이므로 부등식을 만

족시키는 자연수 p의 값이 존재하지 않는다.

	 ∴ a£=2

Û	n=4일 때,

	 16q-4<p<2q+4

	 q=1이면 12<p<32이므로

	 p=13, 14, 15, y, 31

	‌� q¾2이면 16q-4=24q-4>2q+4이므로 부등식을 만

족시키는 자연수 p의 값이 존재하지 않는다.

05

1É1+ ak<2    ∴ 0Éak<1    yy㉠

그런데 0<x<1에서 log2`x<0, 즉 k+a<0이고

0Éa<1이므로 k<0

㉠의 양변에 k를 곱하면

k<aÉ0이고, 0Éa<1이므로 a=0

즉, f(x)=log2`x=k이므로 

x=2k={ 12 }
-k

`(단, k는 음의 정수)

이때 -k=n으로 놓으면 n은 자연수이고, n이 증가하면 

x의 값은 감소한다.

∴ an={
1
2 }

n

    ∴ aÁ¼={ 12 }
10
= 1

1024 � 답 
1

1024

해결단계

➊ 단계
n=1, 2, 3, 4를 대입하여 네 함수 y= f Á(x), y= f ª(x), 
y= f £`(x), y= f ¢(x)를 구하고, 그래프를 그린다.

➋ 단계
세 함수 g(x)=log;3!;`x, h(x)=log;3$;`x, k(x)={ 12 }

x

의 

그래프를 그린다.

➌ 단계
➊, ➋ 단계에서 그린 그래프를 이용하여 교점의 개수를 구

하고, a+b+c의 값을 구한다.

f n(x)=-|x-1|+n+4
4  {단, 1-n

4ÉxÉ1+n
4 }

에서 n 대신에 1, 2, 3, 4를 대입하면

f Á(x)=-|x-1|+5
4 `{단, 

3
4ÉxÉ 5

4 }

f ª(x)=-|x-1|+3
2 `{단, 

1
2ÉxÉ 3

2 }

f £`(x)=-|x-1|+7
4 `{단, 

1
4ÉxÉ 7

4 }

f ¢(x)=-|x-1|+2`(단, 0ÉxÉ2)

이때 1-n
4ÉxÉ1+n

4 에서

-n
4Éx-1Én

4

|x-1|Én
4 , -|x-1|¾-n

4

∴ -|x-1|+n+4
4 ¾1

즉, 함수 y= f n(x)의 최솟값은 1이다.

이때 세 곡선 g(x)=log;3!;`x, h(x)=log;3$;`x,

k(x)={ 12 }
x

의 y좌표가 1인 점을 각각 구하면

1=log;3!;`x에서 x=1
3     ∴ { 13 , 1}

1=log;3$;`x에서 x=4
3     ∴ { 43 , 1}

1={ 12 }
x

에서 x=0    ∴ (0, 1)

세 곡선 g(x)=log;3!;`x, h(x)=log;3$;`x, k(x)={ 12 }
x

과 네 함수 y= f n(x) (n=1, 2, 3, 4)의 그래프를 그리

면 다음 그림과 같다.

04
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본문 p. 41

	 ∴ a¢=31-13+1=19

Ú, Û에서 a£+a¢=2+19=21� 답 21

정사각형의 각 변이 x축, y축에 평행하지 않다고 가정하자. 정사각형

의 네 꼭짓점 중 이웃한 두 꼭짓점의 좌표를 (xÁ, yÁ), (xª, yª)
(xÁ<xª, yÁ<yª)라 하면 정사각형의 한 변의 길이 n은

"Ã(xª-xÁ)Û`+(yª-yÁ)Û`이다. 또한, xÁ, xª, yÁ, yª는 모두 자연수이므

로 xª-xÁ, yª-yÁ도 자연수이고, (xª-xÁ, yª-yÁ, n) 또는 		

(yª-yÁ, xª-xÁ, n)은 피타고라스 정리를 만족시키는 피타고라스 수

이다. 이때 n=3 또는 n=4인 경우는 존재하지 않으므로 한 변의 길

이가 3 또는 4이면서 네 꼭짓점의 x좌표, y좌표가 모두 자연수인 정

사각형은 각 변이 모두 x축 또는 y축에 평행해야 한다. 같은 방법으로 

한 변의 길이가 7 또는 9인 정사각형의 각 변도 항상 x축, y축에 평행

해야 한다.

blacklabel 특강 참고

해결단계

➊ 단계
두 점 P, Q가 직선 y=x+2 위의 점임을 이용하여 두 점의 

좌표를 정한다.

➋ 단계

두 점 P, Q가 두 곡선 y=loga`bx, y=ax+b 위의 점이므

로 ➊ 단계에서 정한 두 점 P, Q의 좌표를 대입하여 관계식

을 구한다.

➌ 단계
➋ 단계에서 구한 관계식을 연립하여 a, b의 값을 각각 구한 

후, ab의 값을 구한다.

세 함수 y=loga`bx, y=ax+b, y=x+2의 그래프가 모

두 서로 다른 두 점 P, Q에서 만나므로

P(p, p+2), Q(q, q+2)라 하자.

두 점 P, Q는 곡선 y=loga`bx 위의 점이므로

p+2=loga`bp	 yy㉠

q+2=loga`bq	 yy㉡

㉠-㉡을 하면

p-q=loga`bp-loga`bq

p-q=loga`
p
q , ap-q=

p
q

∴ ap=
p
q aq	 yy㉢

또한, 두 점 P, Q는 곡선 y=ax+b 위의 점이므로

p+2=ap+b	 yy㉣

q+2=aq+b	 yy㉤

㉣-㉤을 하면

p-q‌�=ap-aq	  

=
p
q aq-aq (∵ ㉢)	  

=
p-q

q  aq

한 직선 위의 두 점 P, Q가 서로 다른 점이면 x좌표도 서

로 다르므로 p+q이고, 위의 식의 양변을 p-q로 나누면

1= aq

q     ∴ aq=q

위의 식을 ㉤에 대입하면

q+2=q+b    ∴ b=2

b=2와 q=aq를 ㉡에 대입하면

q+2=loga`2a
q, q+2=loga`2+q

06

2=loga`2, aÛ`=2    ∴ a='2 (∵ a>0)

∴ ab=2'2� 답 2'2

다른 풀이

세 함수 y=loga`bx, y=ax+b, y=x+2의 그래프를 모

두 x축의 방향으로 2만큼 평행이동한 함수의 식은

y=loga`b(x-2), y=ax-2+b, y=x

세 함수 y=loga`bx, y=ax+b, y=x+2의 그래프가 모

두 서로 다른 두 점에서 만나므로 세 함수

y=loga`b(x-2), y=ax-2+b, y=x의 그래프도 모두 

서로 다른 두 점에서 만난다.

즉, 두 곡선 y=loga`b(x-2), y=ax-2+b는 서로 역함

수 관계이어야 한다.

y=loga`b(x-2)에서 b(x-2)=ay

x-2= a y

b , x= a y

b +2

x와 y를 서로 바꾸면

y= a x

b +2

위의 함수가 y=ax-2+b와 같아야 하므로

1
b=a-2, b=2    ∴ a='2, b=2

∴ ab=2'2

해결단계

➊ 단계
ㄱ은 점 B의 y좌표가 1보다 크고, y=log;2!;`x가 감소함수

임을 이용하여 참, 거짓을 판별한다.

➋ 단계
ㄴ은 점 A의 y좌표가 1보다 작고, y=log;2!;`(x+1)이 감

소함수임을 이용하여 참, 거짓을 판별한다.

➌ 단계
ㄷ은 주어진 네 곡선 사이의 관계를 이해하고, ㄴ에서 구한 

것을 이용하여 참, 거짓을 판별한다.

ㄱ. ‌�점 B는 곡선 y=log;2!;`x 위의 점이므로 진수의 조건

에 의하여 b>0

		‌� 또한, 점 B는 곡선 y=2x 위의 점이므로 b>0이면

		 2b>1	 yy㉠

		‌� 한편, 곡선 y=log;2!;`x 위의 점 중에서 y좌표가 1인 

점은

		 1=log;2!;`x에서 x=1
2     ∴ { 12 , 1}

		‌� 이때 함수 y=log;2!;`x는 x의 값이 증가할 때 y의 값

은 감소하므로 ㉠에 의하여 b<1
2

		 ∴ 0<b<1
2  (참)

ㄴ.		점 A의 x좌표는 음수이므로

		 a<0에서 2a<1	 yy㉡

		‌� 한편, 곡선 y=log;2!;`(x+1) 위의 점 중에서 y좌표가 

1인 점은

		 1=log;2!;`(x+1)에서 x=-1
2     ∴ {-1

2 , 1}

		‌� 이때 함수 y=log;2!;`(x+1)은 x의 값이 증가할 때 y

의 값은 감소하므로 ㉡에 의하여

07
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A n s w e r

log�`2k+log�`k=0, log�`2kÛ`=0

2kÛ`=1    ∴ k='22  (∵k>0)

또한, ㉡에서 ak=2k이므로 

a=(2k);k!;=('2 )'2=2
'2
2     yy㉢

다음 그림과 같이 곡선 y=|log�`x|와 직선 y=2'2가 

만나는 두 점의 x좌표를 각각 a, b (a<b)라 하자.

y

xO

y=2´2

å

y=|logá`x|

∫

2´2 d

-log�`a=2'2에서 log�`a=-2'2이므로

a�=a-2'2=2-2 (∵ ㉢)	  

=1
4

log�`b=2'2에서 

b�=a2'2=2Û` (∵ ㉢)	  

=4

따라서 d=b-a=4-1
4=15

4 이므로

20d=20_15
4 =75� 답 75

해결단계

➊ 단계
두 점 P, R가 두 곡선의 교점임을 이용하여 xÁ, x£에 관한 

식을 각각 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 식을 이용하여 xÁ과 x£을 두 근으로 하는 

이차방정식을 구하고, xÁx£의 값을 구한다.

➌ 단계 ➋ 단계에서 구한 값을 이용하여 xÁ+x£의 값을 구한다.

점 P는 두 곡선 y=logª`(-x+k), y=-logª`x의 교점

이므로

logª`(-xÁ+k)=-logª`xÁ

-xÁ+k= 1
xÁ

∴ xÁÛ`-kxÁ+1=0     yy㉠

점 R는 두 곡선 y=-logª`(-x+k), y=logª`x의 교

점이므로

-logª`(-x£+k)=logª`x£

1
-x£+k =x£

∴ x£Û`-kx£+1=0     yy㉡

㉠, ㉡에 의하여 xÁ, x£은 이차방정식 xÛ`-kx+1=0의 

서로 다른 두 실근이다.

이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

xÁx£=1

이때 x£-xÁ=2'3이므로

(xÁ+x£)Û`=(x£-xÁ)Û`+4xÁx£

=(2'3 )Û`+4_1=16

∴ xÁ+x£=4� 답 ③

k= '22 이므로

2

1 75	 2 ③	 3 ①	 4 192

이것이 수능	 p. 42

해결단계

➊ 단계 OCÓ=CAÓ=ABÓ를 이용하여 k, a의 값을 각각 구한다.

➋ 단계
곡선 y=|log�`x|와 직선 y=2'2가 만나는 두 점 사이의 

거리 d를 구한다.

➌ 단계 20d의 값을 구한다. 

OCÓ=CAÓ=ABÓ이므로 점 A의 좌표는 (k, k)이고, 점 

B의 좌표는 (2k, k)이다.

y

xO

C A
B y=k

k
k 2k

y=|logá`x|

점 A(k, k)는 곡선 y=-log�`x 위의 점이므로

k=-log�`k                     yy㉠

점 B(2k, k)는 곡선 y=log�`x 위의 점이므로

k=log�`2k                       yy㉡

㉡-㉠을 하면 

1

		 a>-1
2     ∴ 2a>2-;2!; (∵ (밑)=2>1)

		 ∴ 
'2
2 <2a<1 (참)

ㄷ.		‌�곡선 y=2x을 x축의 방향으로 1만큼 평행이동하면 

y=2x-1이고, 곡선 y=log;2!;`(x+1)을 x축의 방향으

로 1만큼 평행이동하면 y=log;2!;`x이므로 두 점 A, 

C의 y좌표는 같아야 한다.

		 즉, 2a=log;2!;`c

		 이때 ㄴ에서 
'2
2 <2a<1이므로

		
'2
2 <log;2!;`c<1	

		 ∴ 
1
2<c<{ 12 }

'2
2
 {∵ (밑)=1

2<1}	

		‌� 한편, 점 C(c, log;2!;`c)와  직선 y=x, 즉 x-y=0 사

이의 거리를 d라 하면

		 d=
|c-log;2!;`c|

'2 =
log;2!;`c-c

'2  

		� 이때 y=log;2!;`x에서 (밑)=1
2<1이므로 y는 x가 최대

일 때 최솟값을 갖고, x가 최소일 때 최댓값을 갖는다.

	 	즉, { 12 }
;2!;
-{ 12 }

'2
2 <log;2!;`c-c<1

2이므로 

		 d<
;2!;

'2
=
'2
4  (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

∴ { 1
2 }1`�=

1
2 <{ 1

2 }
'2
2 <{ 1

2 }
;2!; 

= '22 <{ 1
2 }0`=1 
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본문 pp. 41~42

해결단계

➊ 단계 조건 ㈎를 만족시키는 a, b의 관계식을 구한다.

➋ 단계 조건 ㈏를 만족시키는 a, b의 관계식을 구한다.

➌ 단계 a, b의 값을 각각 구하고, a+b의 값을 구한다.

두 함수 f(x)=2x, g(x)=2x-2의 그래프는 다음 그림과 

같다.

y

xO

y=a

y=b

y=f{x} y=g{x}

f`—!{a} g`—!{b}

2

R¡ R™ R£

세 영역 RÁ, Rª, R£의 넓이를 각각 SÁ, Sª, S£이라 하자. 

함수 y=g(x)의 그래프는 함수 y= f(x)의 그래프를 x

축의 방향으로 2만큼 평행이동한 것이므로

SÁ=S£

조건 ㈎에서

SÁ+Sª`=S£+Sª`=2_(b-a)=6

∴ b-a=3                 yy㉠

조건 ㈏에서

f-1(a)=p, g-1(b)=q (p, q는 실수)라 하면

f(p)=a, g(q)=b이므로

2p=a, 2q-2=b

∴ p=logª`a, q=logª`b+2=logª`4b

이때 

q-p�=logª`4b-logª`a	  

=logª` 4ba =logª`6

이므로 

4b
a =6    ∴ 3a=2b    yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=6, b=9

∴ a+b=15� 답 ①

해결단계

➊ 단계
두 곡선 y=ax-1과 y=log�`(x-1)이 어떤 직선에 대하여 

대칭인지 그 직선의 방정식을 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 직선과 직선 y=-x+4의 교점을 구하고 

ABÓ=2'2임을 이용하여 점 A의 좌표를 구한다.

➌ 단계
➋ 단계에서 구한 점 A의 좌표를 이용하여 a의 값을 구하고 

삼각형 ABC의 넓이 S를 구한 후, 50_S의 값을 구한다.  

곡선 y=ax-1은 곡선 y=ax을 x축의 방향으로 1만큼 평

행이동한 것이고, 곡선 y=log�`(x-1)은 곡선 	

y=log�`x를 x축의 방향으로 1만큼 평행이동한 것이므로 

두 곡선 y=ax-1, y=log�`(x-1)은 직선 y=x-1에 대

3

4

하여 대칭이다.

이때 다음 그림과 같이 두 직선 y=-x+4, y=x-1의 

교점을 M이라 하면 

y

xO
C

A

B
y=logá{x-1}

y=a —!Ù

y=-x+4

y=x-1

M

-x+4=x-1에서 2x=5    ∴ x=5
2

이것을 y=x-1에 대입하면 y=3
2

∴ M{ 52 , 
3
2 }

점 M은 선분 AB의 중점이므로 

AMÓ=1
2  ABÓ=1

2_2'2='2

점 A의 좌표를 (k, -k+4) {0<k<5
2 }라 하면

AMÓ=¾¨{k-5
2 }2`+{-k+5

2 }2`

=¾̈2kÛ`-10k+25
2 ='2

위의 식의 양변을 제곱하면

2kÛ`-10k+25
2 =2 

4kÛ`-20k+21=0

(2k-3)(2k-7)=0

∴ k=3
2  {∵ 0<k<5

2 }

즉, A{ 32 , 
5
2 }이고 점 A는 곡선 y=ax-1 위의 점이므로

5
2=a;2#;-1, a;2!;=5

2

∴ a=25
4  

이때 점 C의 좌표는 {0, 1a }, 즉 {0, 4
25 }이고, 

점 C에서 직선 y=-x+4에 내린 수선의 발을 H라 하

면 선분 CH의 길이는 점 C와 직선 y=-x+4, 즉 	

x+y-4=0 사이의 거리와 같으므로

CHÓ=
|0+;2¢5;-4|

'2 =48'2
25

따라서 삼각형 ABC의 넓이 S는

S=1
2_ABÓ_CHÓ

=1
2_2'2_48'2

25

=96
25

∴ 50_S=50_96
25=192� 답 192
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삼각함수

삼각함수의 정의05

01 ③	 02 6	 03 
12
7 p	 04 ③	 05 ④

06 3'5p	 07 ①	 08 
1
2 	 09 ④	 10 ①	

11 8'5	 12 ④	 13 ①	 14 ① 	 15 2

16 ③

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 pp. 45~46

ㄱ. 225ù=225_ p
180=

5
4p (참)

ㄴ. ‌�-1035ù=360ù_(-3)+45ù이므로 제 1 사분면의 

각이다. (거짓)

ㄷ. ‌�1라디안은 호의 길이와 반지름의 길이가 같은 부채꼴

의 중심각의 크기이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

동경 OP가 나타내는 한 각의 크기가

40ù=40_ p
180=

2
9p

이고, 각 h를 나타내는 동경이 동경 OP와 일치하므로

h=2np+ 2
9p (단, n은 정수)

이때 - 9
2p<h<

15
2 p에서 

- 9
2p<2np+ 2

9p<
15
2 p

- 9
2p-

2
9p<2np< 15

2 p-
2
9p

- 85
18<2n< 131

18

∴ - 85
36<n< 131

36

즉, 부등식을 만족시키는 정수 n은 -2, -1, 0, 1, 2, 3

의 6개이므로 구하는 각 h의 개수는 6이다.� 답 6

각 2h를 나타내는 동경과 각 5h를 나타내는 동경이 x축

에 대하여 대칭이므로 

2h+5h=2np (단, n은 정수)

7h=2np    ∴ h=2np
7 	 yy㉠

이때 0<h<p에서 0<2np
7 <p이므로 0<n< 7

2

∴ n=1 또는 n=2 또는 n=3	 yy㉡

01

02

03

㉡을 각각 ㉠에 대입하면 

h= 2
7p 또는 h= 4

7p 또는 h= 6
7p

∴ 
2
7p+

4
7p+

6
7 p=

12
7 p � 답 

12
7 p

원 (x-1) Û`+y Û`=1의 중심을
B

y
y=ax

xA{1,`0}
O

{x-1}@+y@=1

2
Ω

 

A, 이 원과 직선 y=ax`(a>0)

의 두 교점 중 원점이 아닌 점을 

B라 하면 오른쪽 그림과 같다.	  

∠OAB=h`(0<h<p)라 하면 

원 (x-1)Û`+yÛ`=1이 직선 	

y=ax에 의하여 잘려서 생긴 두 호의 길이의 비가 1：2

이므로 짧은 호 OB의 길이는 

1
3_2p_1=1_h    ∴ h= 2

3p

이때 삼각형 OAB는 OÕAÓ=ABÓ=1인 이등변삼각형이므로

∠BOA=∠OBA= 1
2 {p-

2
3p}=

p
6

∴ a=tan`(∠BOA)=tan`p6 =
'3
3 � 답 ③

주어진 부채꼴의 넓이를 S라 하면 

S= 1
2 rÛ`h

반지름의 길이 r를 10`% 늘이고, 중심각의 크기 h를 

20`% 줄인 부채꼴의 넓이를 S'이라 하면

S'‌�= 1
2_{(1+0.1)r}Û`_(1-0.2)h	  

= 1
2 rÛ`h_1.1Û`_0.8	  

=0.968S=(1-0.032)S

따라서 부채꼴의 넓이는 3.2`% 줄어든다.� 답 ④

오른쪽 그림과 같이 점 A, B, C,

2

2

1

A

E

B C

D

 

D, E를 정하면 삼각형 ADE와 삼

각형 ABC는 AA 닮음이므로

ADÓ`:`ABÓ=DEÓ`:`BCÓ

즉, ADÓ`:`(ADÓ+2)=1`:`2에서

ADÓ+2=2ADÓ

∴ ADÓ=2

또한, ACÓ=¿¹ABÓ Û`+BCÓ Û`="Ã4Û`+2Û`='2�0=2'5이므로

AEÓ=CEÓ='5
따라서 원뿔대의 전개도는 다음 그림과 같다.

2

1

4π

Â5

Â5

2π

2Â5

04

05

06
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본문 pp. 45~46

tan`h= sin`h
cos`h이므로 cos`h`tan`h<0에서 

cos`h_ sin`h
cos`h=sin`h<0

또한, sin`h`cos`h>0이므로 cos`h<0

∴ tan`h>0

즉, sin`h<0, cos`h<0, tan`h>0이므로

sin`h+cos`h<0, cos`h-tan`h<0

∴ |sin`h+cos`h|-"ÃsinÛ``h-|cos`h-tan`h|
=-sin`h-cos`h+sin`h+cos`h-tan`h
=-tan`h� 답 ④

cos`h+sin`h
cos`h-sin`h='3에서

cos`h+sin`h='3`cos`h-'3`sin`h

('3+1)`sin`h=('3-1)`cos`h, sin`hcos`h=
'3-1
'3+1

∴ tan`h�= sin`h
cos`h=

'3-1
'3+1

	  

=
('3-1)Û``

('3+1)('3-1)
	  

=
4-2'3

2 =2-'3	�  답 ①

다른 풀이

cos`h+sin`h
cos`h-sin`h=

1+ sin`h
cos`h

1- sin`h
cos`h

=1+tan`h
1-tan`h='3이므로

1+tan`h='3-'3`tan`h
(1+'3`)tan`h='3-1

∴ tan`h‌�=
'3-1
'3+1

=2-'3

sinÛ``h+cosÛ``h=1에서 cos`h=-
'5
5 이므로

sinÛ``h=1-cosÛ``h=1-{- '55 }
Û`= 4

5

이때 
p
2 <h<p에서 sin`h>0이므로

sin`h=¾ 4
5  =

2'5
5

∴ ‌�
1+sin`h
1-sin`h-

1-sin`h
1+sin`h 	  

=
(1+sin`h)Û`-(1-sin`h)Û`
(1-sin`h)(1+sin`h) 	  

=
1+2`sin`h+sinÛ``h-(1-2`sin`h+sinÛ``h)

1-sinÛ``h 	  

= 4`sin`h
1-sinÛ``h=

4`sin`h
cosÛ``h 	  

=
4_

2'5
5

{-'55 }
Û`
=8'5� 답 8'5

09

10

11

이때 원뿔대의 옆면의 넓이를 S라 하면

S‌�= 1
2_2'5_4p- 1

2_'5_2p	  

=4'5p-'5p=3'5p	� 답 3'5p

OPÓ="Ã5Û`+(-12)Û`='¶169=13� y

x
O 5

Ω

-12 P{5,`-12}

 
이므로

sin`h=- 12
13 , cos`h= 5

13

∴ 
1

sin`h+
cos`h
sin`h ‌�=1+cos`h

sin`h 	 

=
1+ 5

13

- 12
13

	  

=- 18
12=- 3

2 	� 답 ①

다른 풀이

P(5, -12)이므로 OPÓ="Ã5Û`+(-12)Û`=13

동경 OP가 나타내는 각의 크기가 h이므로

sin`h=- 12
13 , tan`h=- 12

5

∴ 
1

sin`h+
cos`h
sin`h ‌�= 1

sin`h+
1

tan`h 	  

=- 13
12-

5
12=- 3

2

△POA에서 tan`h=APÓ
OÕAÓ

=APÓ

△BOQ에서 tan`h=BQÓ
OQÓ

즉, APÓ=BQÓ
OQÓ

에서 OQÓ=BQÓ
APÓ

그런데 OQÓ=2APÓ_BQÓ이므로

BQÓ
APÓ

=2APÓ_BQÓ

2APÓ Û`=1    ∴ APÓ Û`= 1
2

∴ tanÛ``h=APÓ Û`= 1
2 	� 답 

1
2

다른 풀이

△BOQ, △POA에서 세 선분 OQ, AP, BQ의 길이를 

각각 h로 나타내면

OQÓ=OBÓ`cos`h=cos`h, APÓ=OÕAÓ`tan`h=tan`h,

BQÓ=OBÓ`sin`h=sin`h
이때 OQÓ=2APÓ_BQÓ에서

cos`h=2`tan`h_sin`h

0<h<p2 에서 cos`h>0이므로 위의 식의 양변을	 

2`cos`h로 나누면

1
2=`tan`h_ sin`h

cos`h

∴ tanÛ``h= 1
2

07

08
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sinÛ``h+2`sin`h`cos`h+cosÛ``h= aÛ`
4

1+2`sin`h`cos`h= aÛ`
4 , 1+2_1

4=
aÛ`
4 `(∵ ㉡)

aÛ`
4 =3

2 , aÛ`=6    ∴ a=Ñ'6

이때 0<h<p2 이므로 sin`h>0, cos`h>0

즉, ㉠에서 -2a>0이므로 a<0

∴ a=-'6�   답 ①

sin`{ 32p+h}`cos`(2p+h)+sin`(p-h)`cos`{p2+h}

=-cos`h_cos`h+sin`h_(-sin`h)
=-cosÛ``h-sinÛ``h
=-(cosÛ``h+sinÛ``h)=-1	�   답 ①

75ù=90ù-15ù이므로 주어진 식의 삼각함수를 모두 15ù

에 대한 삼각함수로 변환하여 계산하면

sin`75ù-cos`75ù-sin`15ù+cos`15ù
sin`15ù`tan`75ù-cos`75ù

=
sin`(90ù-15ù)-cos`(90ù-15ù)-sin`15ù+cos`15ù

sin`15ù`tan`(90ù-15ù)-cos`(90ù-15ù)

=cos`15ù-sin`15ù-sin`15ù+cos`15ù

sin`15ù_ 1
tan`15ù-sin`15ù

= 2`cos`15ù-2`sin`15ù

sin`15ù_ cos`15ù
sin`15ù -sin`15ù

= 2(cos`15ù-sin`15ù)
cos`15ù-sin`15ù =2� 답 2

90ù를 이용한 삼각함수의 변환에 익숙하지 않다면 다음과 같이 p2 를 

이용하여 변환해도 된다.

15ù=h로 놓으면 75ù=90ù-15ù= p2 -h이므로

sin`75ù=sin`{ p2 -h}=cos`h=cos`15ù

cos`75ù=cos`{ p2 -h}=sin`h=sin`15ù

tan`75ù=tan`{ p2 -h}= 1
tan`h=

1
tan`15ù

blacklabel 특강 풀이 첨삭

단위원을 10등분하였고 ∠PÁOPª=h이므로

10h=2p    ∴ 5h=p
∴ ‌�cos`h+cos`2h+cos`3h+y+cos`9h	  

=cos`h+cos`2h+cos`3h+cos`4h+cos`5h	  

+cos`(p+h)+cos`(p+2h)	

+cos`(p+3h)+cos`(p+4h)	  

=cos`h+cos`2h+cos`3h+cos`4h+cos`5h	  

-cos`h-cos`2h-cos`3h-cos`4h	

=cos`5h=cos`p=-1� 답 ③

14

15

16

점 P(x, y)가 단위원 위의 점이므로

x=cos`h, y=sin`h

즉, 
y
x+x

y =-5
2에서

y
x+x

y �= sin`h
cos`h+

cos`h
sin`h 	  

=sinÛ``h+cosÛ``h
sin`h`cos`h 	  

= 1
sin`h`cos`h=- 5

2

∴ sin`h`cos`h=- 2
5

∴ (sin`h-cos`h)Û`�=sinÛ``h-2`sin`h`cos`h+cosÛ``h	

=1-2_{- 2
5 }	  

= 9
5

이때 x<0, y>0에서 sin`h>0, cos`h<0이므로 

sin`h-cos`h>0

∴ sin`h-cos`h=® 9
5=

3'5
5 � 답 ④

다른 풀이

삼각함수의 정의에 의하여 
y
x=tan`h

이때 
y
x+x

y =-5
2에서 tan`h+ 1

tan`h=-5
2

2`tanÛ``h+5`tan`h+2=0

(2`tan`h+1)(tan`h+2)=0

∴ tan`h=-1
2  또는 tan`h=-2

즉, 점 P의 좌표는 (-k, 2k) 또는 (-2k, k) (k>0)이

므로 OPÓ='5k
∴ sin`h-cos`h‌�=sin`h+(-cos`h)	  

= 2
'5

+ 1
'5

= 3
'5

=
3'5
5

이차방정식 xÛ`+2ax+4=0의 두 근이 
1

sin`h , 
1

cos`h이

므로 근과 계수의 관계에 의하여 

1
sin`h+

1
cos`h=-2a

∴ 
sin`h+cos`h
sin`h`cos`h =-2a	 yy㉠

1
sin`h_

1
cos`h=

1
sin`h`cos`h=4

∴ sin`h`cos`h=1
4  	 yy㉡

㉡ 을 ㉠에 대입하면

sin`h+cos`h
1
4

=-2a

∴ sin`h+cos`h=- a
2 	

위의 식의 양변을 제곱하면

12

sin`h= 2
'5

, cos`h=- 1
'5

sin`h= 1
'5

, cos`h=- 2
'5

13
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본문 pp. 46~47

Ú	�n=2m`(m은 정수)일 때,

	�
h
2=2mp+ a2에서 0< a2<

p
4 이므로 

h
2  는 제 1 사분

면의 각이다.

	� 즉, 
h
2가 제 3 사분면의 각이라는 조건에 맞지 않다.

Û	n=2m+1`(m은 정수)일 때,

	�
h
2=(2m+1)p+ a2=2mp+p+ a2에서

	 p<p+ a2<
5
4p이므로 

h
2는 제 3 사분면의 각이다.

Ú, Û에서

h
2=2mp+p+ a2     ∴ 

h
4=mp+p2 +

a
4

Ü	�m=2k`(k는 정수)일 때,	  

h
4=2kp+p2 +

a
4에서 

p
2 <
p
2 +
a
4<

5
8p이므로	  

h
4는 제 2 사분면의 각이다.

Ý	m=2k+1`(k는 정수)일 때, 

	
h
4=(2k+1)p+p2 +

a
4=2kp+ 3

2p+
a
4에서

	�
3
2p<

3
2p+

a
4<

13
8 p이므로 

h
4는 제 4 사분면의 각이다.

Ü, Ý에서 
h
4는 제 2 사분면 또는 제 4 사분면의 각이다.

답 ⑤

다른 풀이

h가 제 1 사분면의 각이므로

2np<h<2np+ p2  (단, n은 정수)

∴ np<h2<np+ p4   �  yy㉠

그런데 
h
2는 제 3 사분면의 각이므로

(2k-1)p< h2<(2k-1)p+;2Ò; (단, k는 정수)

� yy㉡

이때 제 1 사분면의 각 h에 대하여 
h
2가 제 3 사분면의 각이

므로 부등식 ㉠, ㉡을 수직선 위에 나타내면 다음 그림과 

같다.

nπ{2k-1}π nπ+π
4
{2k-1}π+π

2

Ω
2

즉, (2k-1)pÉnp에서 2k-1Én

np+p4É(2k-1)p+;2Ò;에서 nÉ2k- 3
4

∴ 2k-1ÉnÉ2k- 3
4

이때 n, k가 모두 정수이므로 n=2k-1

위의 식을 ㉠에 대입하면

01 
3
5 p	 02 ⑤	 03 4	 04 9	 05 25	

06 30	 07 8	 08 ②	 09 ②	 10 ④	

11 3	 12 ④	 13 ⑤	 14 ③	 15 ③	

16 ①	 17 ②	 18 
3'5
5 	 19 ②	 20 

7
8 	

21 
5
2 p	 22 -

'3
2 	 23 ⑤	 24 24	 25 37	

26 ①	 27 ③	 28 23	 29 48	 30 36

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 47~50

각 h를 나타내는 동경과 각 6h를 나타내는 동경이 일직선 

위에 있고, 방향이 서로 반대이므로 원점에 대하여 대칭

이다.

즉, 6h-h=2np+p (n은 정수)이므로

5h=2np+p    ∴ h=2n+1
5 p    yy㉠

이때 
p
2 <h<p에서 

p
2 <

2n+1
5 p<p이므로

5
2<2n+1<5, 34<n<2  

∴ n=1

위의 값을 ㉠에 대입하면

h=2_1+1
5 p=3

5p� 답 
3
5p

h가 제 1 사분면의 각이므로

h=2np+a {단, n은 정수, 0<a<p2 }

∴ 
h
2=np+ a2

01

02

다른 풀이

오른쪽 그림에서 두 점 PÁ과 P¤, 

두 점 Pª와 P°, 두 점 P£과 P¢, 

두 점 P¦과 PÁ¼, 두 점 P¥과 P»는 

각각 y축에 대하여 대칭이므로 

각 두 점의 x좌표는 절댓값이 같

고, 부호가 서로 반대이다.

즉, 삼각함수의 정의에 의하여 점 Pª의 x좌표는 cos`h이
고 점 P°의 x좌표는 cos`4h이므로

cos`h+cos`4h=0

같은 방법으로

cos`2h+cos`3h=0, cos`6h+cos`9h=0,

cos`7h+cos`8h=0

∴ ‌�cos`h+cos`2h+cos`3h+cos`4h+cos`5h	  

� +cos`6h+cos`7h+cos`8h+cos`9h	

=cos`5h=cos`p=-1

P£
P™

P¡
1

P¡º

PªP•

P§

P∞
P¢

-1

-1

1

P&

1

y

xO
Ω
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(2k-1)p< h2<(2k-1)p+;4Ò;

∴ 
(2k-1)

2 p< h4<
(2k-1)

2 p+p8

따라서 
h
4는 제 2 사분면 또는 제 4 사분면의 각이다.

ARÓ, BQÓ는 원의 지름이므로 부채꼴 OAB와 부채꼴	

OQR의 넓이는 서로 같다.

OÕAÓ=r라 하면

(부채꼴 OAB의 넓이)=1
2 rÛ`_2h=rÛ`h    yy㉠

오른쪽 그림과 같이 두 점 O, P

Ω
Ω

OCP

A

B

r를 선분으로 연결하면 △OAP, 

△OBP는 합동이므로

∠AOP=1
2∠AOB=h

∴ APÓ=r`tan`h
이때 주어진 그림의 색칠한 두 부분의 넓이가 서로 같으

므로 PÕAÓ, PBÓ 및 호 AB로 둘러싸인 부분의 넓이는 부채

꼴 OAB의 넓이와 같다.

∴ (부채꼴 OAB의 넓이)‌�=1
2OAPB	 

=△OAP	  

=1
2_OÕAÓ_APÓ	 

=1
2 rÛ``tan`h    yy㉡

따라서 ㉠, ㉡에서

rÛ`h=1
2 rÛ``tan`h    ∴ tan`h=2h  

∴ 
2`tan`h
h =2_2h

h =4� 답 4

부채꼴 PQR가 반원의 둘레를 따라 회전하면서 부채꼴 

PQR의 중심 P가 반원의 둘레와 두 번째로 만나는 순간에 

처음 자리로 되돌아 왔으므로 반원의 둘레의 길이는 부채

꼴 PQR의 둘레의 길이의 2배이다. 이때

(반원의 둘레의 길이)=2_3+3_p=6+3p,

(부채꼴 PQR의 둘레의 길이)=2_2+2_h=4+2h
이므로

6+3p=2(4+2h), 6+3p=8+4h

4h=3p-2    ∴ h=3
4p-

1
2

따라서 a=3
4 , b=1

2이므로

24ab=24_3
4_

1
2=9� 답 9

03

04

오른쪽 그림과 같이 두 점 A, B를

Ω
O

A B
r¡
r™

 

정하고 ∠AOB=h라 하면 색칠한 

도형의 둘레의 길이가 20이므로

2(rÁ-rª)+rÁh+rªh=20

∴ ‌�(rÁ+rª)h	  

=20-2(rÁ-rª)    yy㉠

색칠한 도형의 넓이를 S라 하면

S�= 1
2 rÁÛ`h- 1

2 rªÛ`h	  

= 1
2 (rÁÛ`-rªÛ`)h	  

= 1
2 (rÁ-rª)(rÁ+rª)h	  

= 1
2 (rÁ-rª){20-2(rÁ-rª)}`(∵ ㉠)	  

=-(rÁ-rª)Û`+10(rÁ-rª)	  

=-(rÁ-rª-5)Û`+25

이때 ㉠에서 0<rÁ-rª<10

따라서 rÁ-rª=5일 때, 색칠한 도형의 넓이의 최댓값은 

25이다.	�  답 25

오른쪽 그림과 같이 구 위의 한 점 N N

O

O'

M
Ω

에서 고정한 실의 나머지 한 끝이 놓인 

지점을 M, 구의 중심을 O라 하면 	

OÕMÓ=OÕNÓ=30

부채꼴 OMN에서 ∠NOM=h라 하면 

µ NM=30h이고 실의 길이는 5p이므로

5p=30h    ∴ h=p6
이때 실 끝의 자취의 길이 l은 점 M이 그 N

MO'

O

30π
6

리는 원의 둘레의 길이이다. 이 원의 중심

을 O'이라 하면 오른쪽 그림에서

OÕ'MÓ=OÕMÓ`sin`p6 =30_ 1
2=15

따라서 자취의 길이 l은

l=2p_15=30p    ∴ 
l
p=

30p
p =30	�  답 30

오른쪽 그림과 같이 두 원의

P

P'

1 Â3
O'O

l
l'

 

중심을 각각 O, O', 두 원의 

두 교점을 P, P'이라 하자.

점 P에서의 각 원의 접선을 

l, l'이라 하면 l⊥l'이고, 원

의 접선은 그 접점을 지나는 

원의 반지름과 서로 수직이므로 l, l'은 서로 다른 원의 

중심을 지난다.

즉, ∠OPO'=90ù이고 OPÓ=1, O'PÓ='3이므로

△OPO'에서 피타고라스 정리에 의하여 

OO'Ó="Ã1Û`+('3`)Û`=2

즉, OÕO'Ó：OPÓ：O'PÓ=2：1：'3이므로

05

06

△OO'M에서 OÕ'MÓ
OÕMÓ

=sin` p6

07
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본문 pp. 47~48

tan`h=OEÓ
BEÓ

= 1
BEÓ

    ∴ BDÓ=BEÓ= 1
tan`h

OECF는 정사각형이므로 CEÓ=CFÓ=OEÓ=1

ADÓ=AFÓ=x라 하면 내접원의 반지름의 길이가 1이므

로 삼각형 ABC의 넓이는

△ABC=1
2_BCÓ_ACÓ=1

2_1_(ABÓ+BCÓ+CAÓ)

;2!;{ 1
tan`h+1}(x+1)=;2!;{ 2

tan`h+2x+2}

(x+1){ 1
tan`h+1}=2(x+1)+ 2

tan`h

(x+1){ 1
tan`h-1}= 2

tan`h

(x+1)_1-tan`h
tan`h = 2

tan`h

∴ ACÓ=x+1= 2
tan`h_

tan`h
1-tan`h=

2
1-tan`h

다음 그림과 같이 A 지점과 B 지점을 지나는 우회도로가 

경유하는 지점을 C라 하고, 두 지점 B, C에서 경사 없는 

바닥면에 내린 수선의 발을 각각 PÁ, Pª, C 지점에서 선

분 BPÁ에 내린 수선의 발을 P£이라 하자.

P™

P£
P¡

37æ

12æ

12æ

37æ

500`m

A

B

C

CPªÓ=ACÓ sin`12ù, BP£Ó=BCÓ sin`12ù이므로

BPÁÓ=CPªÓ+BP£Ó

=(ACÓ+BCÓ) sin`12ù

또한, BPÁÓ=ABÓ sin`37ù=500 sin`37ù이므로

(ACÓ+BCÓ) sin`12ù=500 sin`37ù

따라서 우회도로의 거리는

ACÓ+BCÓ=500_sin`37ù
sin`12ù

=500_0.6
0.2

=1500(m)� 답 ②

삼각형 OBC에서 ∠BOC=p-h이므로

BCÓ=OBÓ_tan`(p-h)=tan`(p-h)=-tan`h

삼각형 OAD에서 ∠OAD=p2 , ∠AOD=p-h이므로

cos`(p-h)=OAÓ
ODÓ

= 1
ODÓ

∴ ODÓ= 1
cos`(p-h)=- 1

cos`h

∴ △OCD‌�= 1
2_ODÓ_BCÓ	  

= 1
2_{-

1
cos`h }_(-tan`h)	  

09

10

∠POO'=p3 , ∠PO'O=p6
같은 방법으로 △OP'O'에서

∠P'OO'=p3 , ∠P'O'O=p6

∴ ∠POP'=2_p3 =
2
3p, ∠PO'P'=2_ p6 =

p
3

구하는 넓이를 S라 하면

S�=(부채꼴 OPP'의 넓이)+(부채꼴 O'PP'의 넓이) 

� -(사각형 OPO'P'의 넓이)	

= 1
2_1Û`_ 2

3p+
1
2_('3`)Û`_p3-2_{ 12_1_'3}	

=p3 +
p
2 -'3=

5
6p-'3=

a
6p-'b

따라서 a=5, b=3이므로

a+b=5+3=8	�  답 8

직각삼각형 ABC의 세 변 AB, A

B CE

D

F
O

1Ω

 

BC, CA와 내접원의 접점을 각각 

D, E, F라 하면 원 밖의 한 점에

서 그 원에 그은 두 접선의 길이는 

같으므로 오른쪽 그림에서 	

ADÓ=AFÓ, 	BDÓ=BEÓ, CEÓ=CFÓ

또한, 원의 접선은 그 접점을 지나는 원의 반지름과 서로 

수직이므로 ∠OEB=90ù

직각삼각형 OBE에서 BEÓ= 1
tan`h이므로 

BDÓ=BEÓ= 1
tan`h

OECF는 정사각형이므로 CEÓ=CFÓ=OEÓ=1

이때 ADÓ=AFÓ=x라 하면 직각삼각형 ABC에서 피타

고라스 정리에 의하여

ABÓ Û`=BCÓ Û`+CAÓ Û``

{ 1
tan`h+x}Û`={ 1

tan`h+1}Û``+(x+1)Û``

1
tanÛ``h

+ 2x
tan`h+x Û̀ = 1

tanÛ``h
+ 2

tan`h+1+x Û̀ +2x+1`

2x{ 1
tan`h-1}= 2

tan`h+2  

2x_1-tan`h
tan`h =2_1+tan`h

tan`h

∴ x=1+tan`h
1-tan`h

∴ ACÓ=x+1=1+tan`h
1-tan`h+1= 2

1-tan`h � 답 ②

다른 풀이

오른쪽 그림과 같이 직각삼각형 

ABC의 각 변과 내접원의 접점을 

각각 D, E, F라 하면 

ADÓ=AFÓÓ, BDÓÓ=BEÓÓ, CEÓ=CFÓ

직각삼각형 OBE에서

=2△OPO'

08

A

B CE

D

F
O

1Ω
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이때 △B'P'D는 직각삼각형이고 BÕ'P'Ó=1이므로 

PÕ'DÓ=BÕ'P'Ó`sin`h=sin`h
BÕ'DÓ=BÕ'P'Ó`cos`h=cos`h
∴ (점 B'의 x좌표)�=OÕA'Ó+AÕ'CÓ	

=OÕA'Ó+P'DÓ=h+sin`h,
 (점 B'의 y좌표)�=CDÓ+BÕ'DÓ	  

=A'P'Ó+B'DÓ=1+cos`h
따라서 점 B'의 좌표는 (h+sin`h, 1+cos`h)이다.	

� 답 ④

다른 풀이

원을 굴렸을 때, 점 P가 이동한 점을 P'이라 하면 P'(h, 1)
점 P'이 원점에 오도록, 즉 x축,

O

B"
P'

B'

Ω1

y

x
-Ωπ

2

Ω

 

y축의 방향으로 각각 -h, -1

만큼 원을 평행이동하였을 때 	

점 B'이 이동한 점을 B"이라 하

면  오른쪽 그림과 같다.

B"{cos`{p2 -h}, sin`{
p
2-h}}

∴ B"(sin`h, cos`h)
다시 원점이 점 P'에 오도록, 즉 x축, y축의 방향으로 각

각 h, 1만큼 원을 평행이동하면 점 B"이 점 B'에 놓이게 

되므로

B'(h+sin`h, 1+cos`h)

sinÝ``h+cosÝ``h=(sinÛ``h+cosÛ``h)Û`-2 sinÛ``h`cosÛ``h

=1-2 sinÛ``h`cosÛ``h=23
32

즉, 2 sinÛ``h`cosÛ``h= 9
32이므로

sinÛ``h`cosÛ``h= 9
64

이때 
p
2 <h<p에서 sin`h>0, cos`h<0이므로 

sin`h`cos`h=-¾̈ 9
64 =-3

8

(sin`h-cos`h)Û`=1-2 sin`h`cos`h

=1-2_{-3
8 }

=7
4  

∴ sin`h-cos`h='72 � 답 ⑤

ㄱ.		‌�
cos`x

cos`x+1+
cos`x

cos`x-1‌‌	  

=
cos`x(cos`x-1)+cos`x(cos`x+1)

(cos`x+1)(cos`x-1)
	

=
cosÛ``x-cos`x+cosÛ``x+cos`x

cosÛ``x-1
	  

= 2`cosÛ``x
-sinÛ``x

	  

13

sin`h`cos`h<0, sin`h-cos`h>0

14

= 1
2_

1
cos`h_

sin`h
cos`h

	 

= sin`h
2 cosÛ``h

또한, 부채꼴 OAB에서 ∠AOB=p-h이므로 그 넓이는

1
2_1Û`_(p-h)= p-h2
따라서 ACÓ, CDÓ, BDÓ 및 µAB로 둘러싸인 부분의 넓이는

(삼각형 OCD의 넓이)-(부채꼴 OAB의 넓이)

= sin`h
2 cosÛ``h

- p-h2

= 1
2 {

sin`h
cosÛ``h

-p+h}� 답 ④

원의 접선의 방정식을 이용하여 ODÓ를 구할 수도 있다.

주어진 원의 방정식은 xÛ`+yÛ`=1이므로 A(cos`h, sin`h)
점 A에서의 원의 접선의 방정식은

x`cos`h+y`sin`h=1
점 D는 접선의 x절편이므로

x`cos`h=1    ∴ x= 1
cos`h

즉, D{ 1
cos`h , 0}이므로 ODÓ=- 1

cos`h

blacklabel 특강 참고

오른쪽 그림과 같이 점 C에서 선

A O

D

C

H

B

분 AD에 내린 수선의 발을 H라 

하자.

직각삼각형 ACH에서

tan`(∠CAD)= CHÓ
AÕHÓ

, 

직각삼각형 CDH에서 tan`(∠ADC)=CHÓ
DÕHÓ

이므로

tan`(∠ADC)
tan`(∠CAD)

=

CHÓ
DHÓ
CHÓ
AHÓ

=AHÓ
DHÓ

또한, ABÓ를 3`:`1로 내분하는 점이 C이므로

ACÓ`:`BCÓ=3`:`1    ∴ ACÓ=3 BCÓ    yy㉠

한편, 선분 AB가 반원 O의 지름이므로

∠ADB=p2
∴ △ACH»△ABD (AA 닮음)

∴ 
tan`(∠ADC)
tan`(∠CAD)

=AHÓ
DHÓ

=ACÓ
BCÓ

=3`(∵ ㉠)� 답 3

OPÓ=1, ∠OPA=h에서 µ OA=h이므로 원을 x축의 방

향으로 h만큼 굴리면 점 A가 x축 위에 놓이게 된다.

두 점 P, A가 이동한 점을 각각

O

1

y

x
A'

C

P'

B'

DΩ

Ω

Ω

 

P', A'이라 하고, 점 B'에서 x

축에 내린 수선의 발을 C, 점 P'

에서 BÕ'CÓ에 내린 수선의 발을 D

라 하면 오른쪽 그림과 같다.

11

12
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본문 pp. 48~49

f(tanÛ``h)‌�= tanÛ``h
1+tanÛ``h

	  

=

sinÛ``h
cosÛ``h

1+ sinÛ``h
cosÛ``h

 	  

=

sinÛ``h
cosÛ``h

cosÛ``h+sinÛ``h
cosÛ``h

	  

= sinÛ``h
cosÛ``h+sinÛ``h

	  

=sinÛ``h � 답 ①

조건 ㈎에서 

2np<2h<2np+p2  (n은 정수)이므로

np<h<np+p4
즉, h는 제 1 사분면 또는 제 3 사분면의 각이다.

조건 ㈏에서 주어진 이차방정식의 판별식을 D라 하면 

D=0이므로

D
4 =cosÛ``h-3 sinÛ``h 

    =1-4 sinÛ``h=0 

즉, sinÛ``h=1
4이므로

sin`h=-1
2  또는 sin`h=1

2

또한, 주어진 이차방정식이 음수인 중근을 가지므로

cos`h
3 <0    ∴ cos`h<0

따라서 h는 제 3 사분면의 각이므로 sin`h<0

∴ sin`h=-1
2 � 답 ②

ACÓ=3a, BCÓ=3b라 하고, 점

C F G

B

D

E

A
cos`x

a

sin`x

a

b

b

b
a

 

D, E에서 CAÓ에 내린 수선의 발

을 각각 F, G라 하면 오른쪽 그

림과 같다.

직각삼각형 CFD에서 피타고라

스 정리에 의하여 

CDÓ Û`�=aÛ`+(2b)Û``	  

=aÛ`+4bÛ`=sinÛ``x	 yy㉠

직각삼각형 CGE에서 피타고라스 정리에 의하여 

CEÓ Û`�=(2a)Û`+bÛ``	  

=4aÛ`+bÛ`=cosÛ``x	 yy㉡

㉠+㉡을 하면

5(aÛ`+bÛ`)=sinÛ``x+cosÛ``x=1  

∴ aÛ`+bÛ``= 1
5

17

18

=- 2
tanÛ``x

 (참)

ㄴ.		‌�
1+cos`x
sin`x + sin`x

1+cos`x 	  

=(1+cos`x)Û`+sinÛ``x
sin`x(1+cos`x)

	  

=1+2cos`x+cosÛ``x+sinÛ``x
sin`x(1+cos`x)

	  

= 2(1+cos`x)
sin`x(1+cos`x)=

2
sin`x  (거짓)

ㄷ. {tan`x+ 1
cos`x }

2`

�={ sin`xcos`x+ 1
cos`x }

2`	  

=
(sin`x+1)Û`

cosÛ``x
	 �

=
(1+sin`x)Û`
1-sinÛ``x

	  

=
(1+sin`x)Û`

(1+sin`x)(1-sin`x)
	 �

=1+sin`x
1-sin`x  (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

tan`x= sin`x
cos`x 이므로 

logcos`x`'Ätan`x+logsin`x`tan`x=0에서

1
2  logcos`x`

sin`x
cos`x+logsin`x`

sin`x
cos`x=0

1
2 (logcos`x`sin`x-1)+(1-logsin`x`cos`x)=0

1
2  logcos`x`sin`x-logsin`x`cos`x+

1
2=0

logcos`x`sin`x-2 logsin`x`cos`x+1=0

logcos`x`sin`x=t (t>0)로 놓으면

t-2
t +1=0, tÛ`+t-2=0

(t+2)(t-1)=0    ∴ t=-2 또는 t=1

이때 t>0이므로 

t=1

따라서 logcos`x`sin`x=1이므로 

sin`x=cos`x    ∴ tan`x=1� 답 ③

f{ x
1-x }=x에서 A= x

1-x라 하면

1
A=1-x

x = 1
x-1, 1

x= 1
A+1=1+A

A

∴ x= A
1+A

이때 0<x<1에서 0< A
1+A<1

0<1- 1
1+A<1, 0< 1

1+A<1

1+A>1    ∴ A>0

즉, f(A)= A
1+A  (A>0)이므로

15

0<sin`h<1, 0<cos`h<1이므로
logcos`h`sin`h>0

16
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sinÛ``h+2`sin`h`cos`h+cosÛ``h=(k+2)Û`
kÛ`

1+2`sin`h`cos`h=(k+2)Û`
kÛ`

위의 식에 ㉡을 대입하면

1+
2(k+1)

k =(k+2)Û`
kÛ`

(k+2)Û`
kÛ`

-
2(k+1)

k -1=0

k+0이므로 위의 식의 양변에 kÛ`을 곱하면

kÛ`+4k+4-2kÛ`-2k-kÛ`=0

-2kÛ`+2k+4=0

kÛ`-k-2=0, (k+1)(k-2)=0

∴ k=-1 또는 k=2

그런데 k=2이면 주어진 이차방정식은 2xÛ`-4x+3=0

이고, 이 이차방정식의 판별식을 D라 할 때,

D
4 �=(-2)Û`-2_3=4-6=-2<0

이므로 허근을 갖는다.

∴ k=-1 

k=-1일 때, 주어진 이차방정식은 -xÛ`-x=0이므로

xÛ`+x=0, x(x+1)=0

∴ x=0 또는 x=-1

이때 0<h<2p이므로

Ú`sin`h=0, cos`h=-1일 때, h=p

Û`sin`h=-1, cos`h=0일 때, h= 3
2p

Ú, Û에서 구하는 모든 h의 값의 합은

p+3
2p=

5
2p� 답 

5
2p

두 방정식 xÛ`-6x`sin`h+1=0, 

xÝ`+2xÜ`-xÛ`+2x+1=0에 x=0을 대입하면 모두 등식

이 성립하지 않으므로 x+0이다.

방정식 xÛ`-6x`sin`h+1=0의 양변을 x로 나누면

x-6`sin`h+ 1
x =0    ∴ x+ 1

x =6`sin`h    yy㉠

또한, 방정식 xÝ`+2xÜ`-xÛ`+2x+1=0의 양변을 xÛ`으로 

나누면

xÛ`+2x-1+ 2
x + 1

xÛ`
=0

{xÛ`+ 1
xÛ`
}+2{x+ 1

x }-1=0

{x+ 1
x }

Û`+2{x+ 1
x }-3=0

위의 식에 ㉠을 대입하면

36`sinÛ``h+12`sin`h-3=0

12`sinÛ``h+4`sin`h-1=0

(6`sin`h-1)(2`sin`h+1)=0

∴ sin`h=1
6  또는 sin`h=-;2!;

22

따라서 직각삼각형 ABC에서 피타고라스 정리에 의하여

ABÓ Û`�=(3a)Û`+(3b)Û`=9(aÛ`+bÛ`)=9_1
5=9

5

∴ ABÓ=® 9
5=

3'5
5 � 답 

3'5
5

A(a, 0), C(0, b)이고, OÕC'Ó=OCÓ=b, ∠AOC'=h이
므로 점 C'의 좌표는 (b`cos`h, b`sin`h)이다.

∴ ACÓ Û`=aÛ`+bÛ`	 yy㉠,

 AÕC'Ó Û`‌�=(a-b`cos`h)Û``+(-b`sin`h)Û``	  

=aÛ`-2ab`cos`h+bÛ``cosÛ``h+bÛ``sinÛ``h	  

=aÛ`-2ab`cos`h+bÛ`    yy㉡

이때 ㉠, ㉡을 ACÓ Û`-AÕC'Ó Û`‌�=12에 대입하면

aÛ`+bÛ`-(aÛ`-2ab`cos`h+bÛ`)=12

2ab`cos`h=12    ∴ ab= 6
cos`h

따라서 직사각형 OABC의 넓이를 S라 하면

S�=ab= 6
cos`h � 답 ②

주어진 이차방정식의 계수가 유리수이므로 한 근이 	

2-'3이면 다른 한 근은 2+'3이다. 

즉, 이차방정식 xÛ̀ -{tan`h+ 1
tan`h }x+1=0의 두 근

이 2-'3, 2+'3이므로 근과 계수의 관계에 의하여

(2-'3 )+(2+'3 )=tan`h+ 1
tan`h

즉, 
sin`h
cos`h+ cos`h

sin`h=4에서

sinÛ``h+cosÛ``h
cos`h`sin`h =4, 1

cos`h`sin`h=4

∴ sin`h`cos`h= 1
4

∴ sinÝ``h+cosÝ``h�=(sinÛ``h+cosÛ``h)Û`-2`sinÛ``h`cosÛ``h	

=1Û`-2_{ 14 }
2

`	 

=1-1
8=7

8 � 답 
7
8

이차방정식 axÛ`+bx+c=0에서

⑴ ‌�a, b, c가 모두 유리수일 때,	 

p+q'¶m이 근이면 p-q'¶m도 근이다. (단, q+0, '¶m은 무리수)
⑵ ‌�a, b, c가 모두 실수일 때,	  

p+qi가 근이면 p-qi도 근이다. (단, q+0, i='¶-1 )

blacklabel 특강 필수 개념

이차방정식 kxÛ`-(k+2)x+(k+1)=0의 두 근이 	

`sin`h, `cos`h이므로 근과 계수의 관계에 의하여

sin`h+cos`h= k+2
k     yy㉠,

sin`h`cos`h= k+1
k � yy㉡

㉠의 양변을 제곱하면

19

20

21
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본문 pp. 49~50

	 ∴ sin`h=1
6  (∵ a+0)

	‌� 그런데 p<h<3
2p에서 sin`h<0이므로 조건에 맞지 

않다.

Ú, Û에서 sin`h=-1
2

따라서 p<h<3
2p에서 cos`h<0이므로

cos`h�=-¾Ð1-{-1
2 }

2
`=-® 3

4 	  

=-
'3
2

0<A<p, 0<B<p, A+B에서 sin`A=sin`B이므로 

B=p-A, 즉 A+B=p이다.

ㄱ. sin`A+B
2 =sin`p2 =1 (참)

ㄴ. sin`A2 -cos`B2 �=sin`A2 -cos`{p2-
A
2 }	  

=sin`A2 -sin`A2 	  

=0 (참)

ㄷ. tan`A+tan`B�=tan`A+tan`(p-A)	  

=tan`A-tan`A	  

=0 (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

직선이 x축의 양의 방향과 이루는 각의 크기가 h이면 기

울기는 tan`h이므로 직선 3x+4y+3=0, 즉

y=-3
4x-3

4에서 tan`h=-3
4

0<h<p이고, tan`h<0이므로 
p
2<h<p이다.

∴ sin`h>0, cos`h<0

이때 오른쪽 그림과 같이 직각을 낀 

두 변의 길이가 3, 4인 직각삼각형

을 생각하면

sin`h=3
5 , cos`h=-4

5이므로

cos`(p+h)+ 1
sin`(p-h)+tan`{p2+h}

=-cos`h+ 1
sin`h-

1
tan`h

=4
5+

5
3+

4
3=

19
5

따라서 p=5, q=19이므로 p+q=5+19=24    � 답 24

원의 지름에 대한 원주각의 크기는 
p
2 이므로

∠APB=p2

∴ a+b=p-p2 =
p
2

23
두 각 A, B가 나타내는 두 동경은 
y축에 대하여 대칭이다.

24

4

53

π-Ω

25

그런데 p<h<3
2 p에서 sin`h<0이므로

sin`h=-1
2

∴ cos`h‌�=-"Ã1-sinÛ``h (∵ cos`h<0)	 

=-¾Ð1-{-1
2 }

Û`	  

=-® 3
4=-

'3
2 � 답 -

'3
2

단계 채점 기준 배점

㈎
주어진 이차방정식을 변형하여 x+ 1

x  을 h를 이용하

여 나타낸 경우
40%

㈏
주어진 사차방정식을 변형하여 x+ 1

x 에 대한 식을 

세운 경우
40%

㈐
㈎에서 구한 식을 ㈏에 대입하여 sin`h의 값을 구한 

후, cos`h의 값을 구한 경우
20%

다른 풀이

두 방정식의 공통근을 a라 하면 a가 이차방정식 

xÛ`-6x`sin`h+1=0의 근이므로

aÛ`-6a`sin`h+1=0

∴ aÛ`=6a`sin`h-1	 yy㉡

사차방정식 xÝ`+2xÜ`-xÛ`+2x+1=0에서 x=0이면 등

식이 성립하지 않으므로 x+0이다.

사차방정식의 양변을 xÛ`으로 나누면

xÛ`+2x-1+2
x+ 1

xÛ`
=0

{xÛ`+ 1
xÛ`
}+2{x+1

x }-1=0

{x+ 1
x }

Û`+2{x+1
x }-3=0

x+ 1
x=t로 놓으면

tÛ`+2t-3=0, (t+3)(t-1)=0

∴ t=-3 또는 t=1

Ú	t=-3일 때,

	 x+1
x=-3이므로 xÛ`+3x+1=0

	� 이 이차방정식의 근이 공통근 a이면

	 aÛ`+3a+1=0	 yy㉢

	 ㉡을 ㉢에 대입하면

	 6a`sin`h-1+3a+1=0, 6a`sin`h+3a=0

	 3a(2`sin`h+1)=0

	 ∴ sin`h=-1
2 `(∵ a+0)

Û	t=1일 때,

	 x+1
x=1이므로 xÛ`-x+1=0

	 이 이차방정식의 근이 공통근 a이면

	 aÛ`-a+1=0	 yy㉣

	 ㉡을 ㉣에 대입하면

	 6a`sin`h-1-a+1=0, 6a`sin`h-a=0

	 a(6`sin`h-1)=0

a+0
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ㄴ.	cos`(90ù-h)=sin`h이므로

	 cosÛ``1ù+cosÛ``2ù+cosÛ``3ù+y+cosÛ``90ù

	 =(cosÛ``1ù+cosÛ``89ù)+(cosÛ``2ù+cosÛ``88ù)+y
	�  +(cosÛ``44ù+cosÛ``46ù)+cosÛ``45ù+cosÛ``90ù

	 =(cosÛ``1ù+sinÛ``1ù)+(cosÛ``2ù+sinÛ``2ù)+y
	�  +(cosÛ``44ù+sinÛ``44ù)+cosÛ``45ù+cosÛ``90ù

	 =1_44+{ '22 }
2

+0

	 = 89
2  (거짓)

ㄷ.	tan`(90ù-h)= 1
tan`h이므로

	 tan`1ù_tan`2ù_tan`3ù_y_tan`89ù

	 =(tan`1ù_tan`89ù)_(tan`2ù_tan`88ù)_y
� _(tan`44ù_tan`46ù)_tan`45ù

	 ={tan`1ù_ 1
tan`1ù }_{tan`2ù_

1
tan`2ù }_y

� _{tan`44ù_ 1
tan`44ù }_tan`45ù

	 =144_1=1 (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다. � 답 ③

tan`(90ù-h)= 1
tan`h이므로

{ 1
sinÛ``1ù

+ 1
sinÛ``2ù

+ 1
sinÛ``3ù

+y+ 1
sinÛ``23ù

}

� -(tanÛ``67ù+tanÛ``68ù+tanÛ``69ù+y+tanÛ``89ù) 

={ 1
sinÛ``1ù

+ 1
sinÛ``2ù

+ 1
sinÛ``3ù

+y+ 1
sinÛ``23ù

}

� -{ 1
tanÛ``23ù

+ 1
tanÛ``22ù

+ 1
tanÛ``21ù

+y+ 1
tanÛ``1ù

}

={ 1
sinÛ``1ù

+ 1
sinÛ``2ù

+ 1
sinÛ``3ù

+y+ 1
sinÛ``23ù

}

� -{ cosÛ``23ù
sinÛ``23ù

+cosÛ``22ù
sinÛ``22ù

+cosÛ``21ù
sinÛ``21ù

+y+cosÛ``1ù
sinÛ``1ù

}

={ 1
sinÛ``1ù

- cosÛ``1ù
sinÛ``1ù

}+{ 1
sinÛ``2ù

-cosÛ``2ù
sinÛ``2ù

}

� +y+{ 1
sinÛ``23ù

-cosÛ``23ù
sinÛ``23ù

}

=1-cosÛ``1ù
sinÛ``1ù

+ 1-cosÛ``2ù
sinÛ``2ù

+y+1-cosÛ``23ù
sinÛ``23ù

=sinÛ``1ù
sinÛ``1ù

+ sinÛ``2ù
sinÛ``2ù

+y+sinÛ``23ù
sinÛ``23ù

=1_23=23� 답 23

오른쪽 그림과 같이 원 �

P™
P£

P¢

P¡

Pª∞ 
Pª§

y

x

x@+y@=1

O 1

1

-1

-1

…

…

xÛ`+y Û`=1에 내접하는 정 96 각

형의 각 꼭짓점을	  

Pn(an, bn)`(n=1, 2, y, 96)

이라 하면

∠PnOPn+1=
p
48  (단, n=1, 2, 3, y, 95), 

∠PÁOP»¤= p
48

28

29

이때 △ABP는 빗변이 ABÓ인 직각삼

4

å

∫

5

3

A

B P

각형이므로

ABÓ="Ã4Û`+3Û`=5

sin`(5a+4b)�=sin`{4(a+b)+a}	

=sin`(2p+a)	  

=sin`a= 3
5

cos`(3a+4b)�=cos`{3(a+b)+b}	  

=cos`{ 32p+b}=sin`b= 4
5

∴ sin`(5a+4b)`cos`(3a+4b)= 3
5_

4
5=

12
25

따라서 p=25, q=12이므로

p+q=25+12=37� 답 37

tan`h=¾Ð 1-x
x `(0<x<1)의 양변을 제곱하면

tanÛ``h=1-x
x , tanÛ``h= 1

x-1

1
x=1+tanÛ``h

∴ x= 1
1+tanÛ``h

=
1

1+ sinÛ``h
cosÛ``h

 
 

= cosÛ``h
cosÛ``h+sinÛ``h

=cosÛ``h

이때 sin`{p2 +h}=cos`h, sin`{ 32p+h}=-cos`h이

므로

sinÛ``h
x+sin`{p2 +h}

+ sinÛ``h
x+sin`{ 32p+h}

= sinÛ``h
cosÛ``h+cos`h

+ sinÛ``h
cosÛ``h-cos`h

=sinÛ``h(cosÛ``h-cos`h)+sinÛ``h(cosÛ``h+cos`h)
(cosÛ``h+cos`h)(cosÛ``h-cos`h)

=sinÛ``h cosÛ``h-sinÛ``h cos`h+sinÛ``h cosÛ``h+sinÛ``h cos`h
cosÝ``h-cosÛ``h

= 2sinÛ``hcosÛ``h
cosÛ``h(cosÛ``h-1)

= 2 sinÛ``h
cosÛ``h-1

= 2 sinÛ``h
-sinÛ``h

=-2 (∵ tan`h+0이므로 sin`h+0)	�  답 ①

ㄱ.`sin`(90ù-h)=cos`h이므로 

	 sinÛ``2ù+sinÛ``4ù+sinÛ``6ù+y+sinÛ``88ù+sinÛ``90ù	

 =(sinÛ``2ù+sinÛ``88ù)+(sinÛ``4ù+sinÛ``86ù)+y
� +(sinÛ``44ù+sinÛ``46ù)+sinÛ``90ù

	 =(sinÛ``2ù+cosÛ``2ù)+(sinÛ``4ù+cosÛ``4ù)+y
� +(sinÛ``44ù+cosÛ``44ù)+sinÛ``90ù

	 =1_22+1Û`=23 (참)

26

0<x<1에서 1-x 
x >0이므로 tan`h>0

27
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본문 pp. 50~51

동경 OPn이 x축의 양의 방향과 이루는 각을 hn이라 하면 

hn+48-hn=∠PnOPn+48

= p48_48=p (단, n=1, 2, 3, y, 48)

∴ hn+48=hn+p (단, n=1, 2, 3, y, 48)

점 Pn이 원 xÛ`+yÛ`=1 위의 점이므로 an=cos`hn

∴ an+48Û`=cosÛ``hn+48=cosÛ``(hn+p)=cosÛ``hn=anÛ`

∴ aÁÛ`+aªÛ`+a£Û`+y+a96 Û`

=aÁÛ`+aªÛ`+a£Û`+y+a48Û`+aÁÛ`+aªÛ`+y+a48Û`

=2(aÁÛ`+aªÛ`+a£Û`+y+a48 Û`)    yy㉠

또한, 

hn+24-hn=∠PnOPn+24=
p
48_24=;2Ò;

 (단, n=1, 2, 3, y, 24)

이므로 

hn+24=hn+
p
2  (단, n=1, 2, 3, y, 24)

∴ anÛ`+an+24Û`‌�=cosÛ``hn+cosÛ``{hn+
p
2 }	 

=cosÛ``hn+sinÛ``hn=1

즉, 

aÁÛ`+aªÛ`+a£Û`+y+a48Û`

=(aÁÛ`+a25 Û`)+(aªÛ`+a26Û`)+y+(a24Û`+a48Û`)

=1_24=24

이므로 ㉠에서

aÁÛ`+aªÛ`+a£Û`+y+a96Û`=2_24=48  � 답 48

해결단계

➊ 단계

동경 OP가 한 번에 
5
18 p만큼 회전하므로 시초선으로 돌아

올 때까지 이동한 횟수는 2npÖ 5
18p=

36n
5 `(n은 자연수)

임을 안다.

➋ 단계 N의 값을 구한다.

➌ 단계

sin`h19=-sin`h1, sin`h20=-sin`h2, y,

sin`h36=-sin`h18임을 이용하여 식을 정리한 후, 답을 구

한다.

동경 OP가 한 번에 
5
18p만큼 회전하므로 시초선으로 돌

아올 때까지 이동한 횟수는

2npÖ 5
18p=2np_18

5p=
36n
5 `(단, n은 자연수)

위의 값이 자연수가 되는 n의 최솟값은 5이므로 처음으

로 다시 시초선으로 돌아올 때까지 이동한 횟수는

N=36_5
5 =36

이때 hk=
5
18p_k이므로

sin`h19�=sin`{ 5
18p_19}=sin` 9518p	  

=sin`{5p+ 5
18p}=sin`{p+ 5

18p}	 

=-sin` 518p=-sin`hÁ

30

01 -1	 02 4	 03 p	 04 2'2�6	 05 218	

06 1003 p	 07 
'6
3

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 51

해결단계

➊ 단계
sinÛ``x+cosÛ``x=1과 sin`x+cos`x=-1을 연립하여 

sin`x와 cos`x의 값을 각각 구한다.

➋ 단계 sin2023`x+cos2023`x의 값을 구한다.

sin`x+cos`x=-1, 즉 cos`x=-sin`x-1을 

sinÛ``x+cos`Û`x=1에 대입하면

sinÛ``x+(-sin`x-1)Û`=1

sinÛ``x+sinÛ``x+2`sin`x+1=1

2`sinÛ``x+2`sin`x=0, 2`sin`x(sin`x+1)=0

∴ sin`x=0 또는 sin`x=-1

즉, cos`x=-sin`x-1에서

sin`x=0일 때, cos`x=-1

sin`x=-1일 때, cos`x=0

∴ sin2023`x+cos2023`x=-1     � 답 -1

다른 풀이

cos`x=X, sin`x=Y로 놓으면 XÛ`+YÛ`=1이므로 점 

P(X, Y)는 원 XÛ`+YÛ`=1 위의 점 중에서 직선 OP가 

X축의 양의 방향과 이루는 각의 크기가 x인 점이다.

이때 sin`x+cos`x=-1은 Y+X=-1이므로 원 	

XÛ`+YÛ`=1과 직선 Y+X=-1, 즉 Y=-X-1을 좌

표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다.

P{X,`Y}

Y

XO

1

1

-1

-1

Y=-X-1

x

즉, 원 XÛ`+YÛ`=1과 직선 Y=-X-1의 교점의 좌표 

(X, Y)는 (-1, 0) 또는 (0, -1)이므로 조건을 만족

시키는 x에 대하여 

cos`x=-1, sin`x=0 또는 cos`x=0, sin`x=-1

∴ sin2023 x+cos2023 x=-1 �

01

같은 방법으로

sin`h20=-sin`h2, sin`h21=-sin`h3, y, 

sin`h36=-sin`h18

∴ �N+sin`hÁ+sin`hª+sin`h£+y+sin`hN	  

=36+sin`hÁ+sin`hª+sin`h£+y+sin`h36	

=36+sin`hÁ+sin`hª+sin`h£+y+sin`h18	  

� -(sin`hÁ+sin`hª+sin`h£+y+sin`h18)	

=36� 답 36
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해결단계

➊ 단계 cos`t, sin`t를 각각 x, y에 대한 식으로 나타낸다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 식을 sinÛ``t+cosÛ``t=1에 대입하여 주어

진 물체가 움직이는 자취의 방정식을 구한다.

➌ 단계

➋ 단계에서 구한 자취를 좌표평면 위에 나타낸 후, 원점에

서 가장 멀리 떨어져 있을 때와 가장 가까이 있을 때의 두 

거리의 차를 구한다.

x=2+2`cos`t, y=6+2`sin`t에서

cos`t=
x-2
2 , sin`t=

y-6
2

이때 sinÛ``t+cosÛ``t=1이므로

{ y-6
2 }

Û`
+{x-2

2 }
Û`
=1

∴ (x-2)Û`+(y-6)Û`=4

즉, 주어진 물체는 중심의 좌표가 (2, 6)이고 반지름의 

길이가 2인 원의 둘레 위를 움직인다.

원 (x-2)Û`+(y-6)Û`=4의 중심을 C라 하면 C(2, 6)이

고 반지름의 길이는 2이다.

오른쪽 그림과 같이 직선 OC가 원과 만

O

6

P

Q

C

2

y

x

나는 두 점 중 원점에 가까운 점을 P, 나

머지 한 점을 Q라 하면 주어진 물체가 

가장 멀리 떨어져 있을 때의 거리는 OQÓ, 

가장 가까이 있을 때의 거리는 OPÓ이다.

따라서 구하는 거리의 차는 

OQÓ-OPÓ=PQÓ=2_2=4� 답 4

해결단계

➊ 단계

두 점 A, B의 경도를 나타내는 선이 적도를 나타내는 선과 

만나는 점을 각각 C, D, 구의 중심 O에서 두 점 A, B의 위

도를 나타내는 선이 그리는 원 모양의 평면 위에 수직으로 

내린 점을 H라 하였을 때, ∠AHB, ∠COH, ∠AOH의 

크기를 구한 후, AHÓ의 길이를 구한다.

➋ 단계 µAB의 길이를 구한다.

오른쪽 그림과 같이 두 점 A, B

A B

H

D

O

C
적도

위도

경도
의 경도를 나타내는 선이 적도를 

나타내는 선과 만나는 점을 각각 

C, D라 하면

∠COA=∠DOB=60ù=p3
구의 중심 O에서 두 점 A, B의 

위도를 나타내는 선이 그리는 원 모양의 평면 위에 수직

으로 내린 점을 H라 하면 점 A가 동경 145ù, 점 B가 서

경 170ù에 위치하므로 각 AHB의 크기는

360ù-145ù-170ù=45ù

∴ ∠AHB=45ù=p4
한편, 점 C는 적도를 나타내는 선 위에 있으므로

∠COH=p2
∴ ∠AOH�=∠COH-∠COA	  

=p2 -
p
3=
p
6

02

03

이때 네 점 O, A, C, H를 지나는

O 8

H

C

A

π
6

π
3

 

평면으로 구를 자른 단면은 오른쪽 

그림과 같다.

삼각형 OAH에서 OAÓ=8이므로

AHÓ�=OAÓ`sin`(∠AOH)	  

=8`sin`p6 	 

=8_ 1
2=4

또한, 두 점 A, B의 위도를 나타내

H

A B

π
44

는 선이 그리는 원 모양의 평면은 오

른쪽 그림과 같다.

따라서 구하는 최단 거리는

µAB�=AHÓ_∠AHB	 

=4_p4 =p� 답 p

해결단계

➊ 단계

사분원의 호를 (2n+1)등분한 각 호의 중심각의 크기를 h
라 하고 PÕi QiÓ (i=1, 2, 3, y, 2n)를 사분원의 반지름의 

길이 OAÓ 및 h에 대한 식으로 나타낸다.

➋ 단계
PÕÁQÁÓ Û`+PÕªQª Ó Û`+PÕ£Q£Ó Û`+y+PÕ2n ÕQ2n Ó Û`=624를 만족시키

는 OAÓ를 n에 대한 식으로 나타낸다.

➌ 단계 부채꼴 OPnPn+1의 넓이 S(n)을 n에 대한 식으로 나타낸다.

➍ 단계

S(n)
p 의 값이 자연수가 되도록 하는 n의 값을 찾아 OAÓ

의 길이의 최솟값을 구한다.

점 B를 점 P2n+1이라 하고 

∠AOP1=∠Pi OPi+1=h (단, i=1, 2, y, 2n)

라 하면 점 Pi가 사분원의 호를 (2n+1)등분하였으므로

h=p2_
1

2n+1     ∴ (2n+1)h=p2 ,

∠Pi OA=ih (i=1, 2, y, 2n)

△Pi OQi 는 ∠Pi Qi O= p2 인 직각삼각형이므로

Pi QiÓ‌�=OPiÓ_sin`(∠Pi OQi)	  

=OÕPiÓ`sin`ih	 	
=OÕAÓ`sin`ih

∴ Pi QiÓ Û`=OÕAÓ Û``sinÛ``ih
이때 PÁQÁÓ Û`+PªQªÓ Û`+P£Q£Ó Û`+y+P2nQ2nÓ Û`=624이므로

PÁQÁÓ Û`+PªQªÓ Û`+P£Q£Ó Û`+y+P2nQ2nÓ Û`

=OAÓ Û`(sinÛ``h+sinÛ``2h+sinÛ``3h+y+sinÛ``2nh)
=OAÓ Û`[‌�sinÛ``h+sinÛ``2h+y+sinÛ``nh	

+sinÛ``{(2n+1)h-nh}	 

+sinÛ``{(2n+1)h-(n-1)h}	

+y+sinÛ``{(2n+1)h-h}]

=OÕAÓ Û`[sin Û̀ `h+sin Û̀ `2h+y+sin Û̀ `nh+sin Û̀ `{p2-nh}

� +sinÛ``[ p2 -(n-1)h]+y+sinÛ``{p2 -h}]
=OAÓ Û`(sinÛ``h+sinÛ``2h+y+sinÛ``nh
� +cosÛ``nh+y+cosÛ``2h+cosÛ``h)

04

(2n+1)h=p2 이므로
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본문 p. 51

=OAÓ Û`{(sinÛ``h+cosÛ``h)+(sinÛ``2h+cosÛ``2h)+y
� +(sinÛ``nh+cosÛ``nh)}
=OAÓ Û`_(1_n)=n OAÓ Û`=624

∴ OÕAÓ Û`= 624
n

한편, 부채꼴 OPnPn+1의 넓이가 S(n)이므로

S(n)‌�=1
2_OAÓ Û`_h =1

2_OAÓ Û`_ p
2(2n+1)

	  

= 624
4n(2n+1)

p= 156
n(2n+1)

p

∴ 
S(n)
p = 156

n(2n+1)
=2Û`_3_13

n(2n+1)
S(n)
p 의 값이 자연수가 되어야 하고, 2n+1이 홀수이므로

2n+1=3 또는 2n+1=13 또는 2n+1=39

∴ n=1 또는 n=6 또는 n=19

n=1이면 
S(n)
p =2Û`_3_13

1_3 =52

n=6이면 
S(n)
p =2Û`_3_13

6_13 =2

n=19이면 
S(n)
p =2Û`_3_13

19_39 = 4
19

∴ n=1 또는 n=6

한편, OAÓ Û`= 624
n 이므로 n이 최대일 때 OAÓ의 길이는 

최소이다.

따라서 선분 OA의 길이의 최솟값, 즉 n=6일 때 선분 

OA의 길이는 

®É 6246 ='¶104=2'2�6    � 답 2'2�6

해결단계

➊ 단계
sin (∠APÇO)의 값이 최대일 때의 점 PÇ의 위치와 최소

일 때의 점 PÇ의 위치를 각각 확인한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 확인한 점 PÇ의 위치에 따른 sin (∠APÇO)의 

최댓값과 최솟값을 각각 구한다.

➌ 단계
f(n)을 n에 대한 식으로 나타내어 p, q의 값을 각각 구한 

후, p+q의 값을 구한다.

원 xÛ`+yÛ`=2의 중심은 원점 O(0, 0)이고 반지름의 길이

는 '2이다. 또한, 원 (x-n)Û`+(y-n)Û`=2의 중심을 C

라 하면 C(n, n)이고 반지름의 길이는 '2이다.

직선 APn이 점 A에서의 원의 접선이므로 △OAPn은

∠OAPn=90ù인 직각삼각형이다.

이때 OAÓ='2이므로

sin`(∠APnO)= OAÓ
OÕPnÓ

=
'2
OÕPnÓ

즉, OPnÓ의 길이가 최대일 때 sin`(∠APnO)의 값은 최

소이고 OPnÓ의 길이가 최소일 때 sin`(∠APnO)의 값은 

최대이다.

(2n+1)h=p2 에서

h= p
2(2n+1)

05

y

xO

A

Pˆ
C R

Q

위의 그림과 같이 직선 OC가 원 (x-n)Û`+(y-n)Û`=2

와 만나는 점 중 원점 O에 가까이 있는 점을 Q, 원점 O

에 멀리 있는 점을 R라 하면 OÕPnÓ의 길이는 점 Pn이 점 

Q의 위치에 있을 때 최소이고 점 R의 위치에 있을 때 최

대이다. 

이때 OCÓ="ÃnÛ`+nÛ`='2n이므로

(OÕPnÓ의 길이의 최솟값)�=OQÓ	  

=OCÓ-CQÓ	  

='2n-'2
(OÕPnÓ의 길이의 최댓값)�=ORÓ	  

=OCÓ+CRÓ	  

='2n+'2
따라서 sin (∠APnO)의 최댓값은 

'2
'2n-'2

= 1
n-1

sin (∠APnO)의 최솟값은 

'2
'2n+'2

= 1
n+1

∴ f(n)�= 1
n-1_

1
n+1 	  

= 1
(n-1)(n+1)

	  

=;2!;{ 1
n-1-

1
n+1 }

∴ ‌�f(3)+ f(4)+ f(5)+y+ f(10)	  

=;2!;[{;2!;-1
4 }+{

1
3-

1
5 }+{

1
4-

1
6 }	 	

� +y+{18-
1
10}+{

1
9-

1
11 }]	

=;2!;{;2!;+1
3-

1
10-

1
11 }	  

=;2!;_106
165=

53
165

따라서 p=165, q=53이므로 

p+q=165+53=218� 답 218

해결단계

➊ 단계 두 선분 OP, OQ가 1초당 회전하는 각의 크기를 구한다.

➋ 단계
15초 단위로 두 선분 OP, OQ의 위치와 그때의 원의 내부

의 흰색 부분과 검은색 부분을 나타낸다.

➌ 단계
원의 내부 상태가 반복되는 주기를 찾고 1000초 후의 원의 

내부를 그림으로 나타낸다.

➍ 단계 1000초 후의 검은색 부분의 넓이를 구한다.

06
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두 선분 OP, OQ가 원을 한 바퀴 도는 데 각각 30초, 60초

가 걸리므로 1초당 선분 OP는 
2p
30=

p
15 , 선분 OQ는

2p
60 =

p
30만큼 회전한다.

∠AOB=p이므로 선분 OA에서 출발한 선분 OP는 15

초 후에 선분 OB에 도착하고, 그때의 선분 OQ는 선분 

OB에서 시계 방향으로 
p
2 만큼 회전한 곳에 도착한다.

즉, 15초마다 두 선분 OP, OQ는 시계 방향으로 각각 p

만큼, 
p
2 만큼 회전하므로 두 선분이 동시에 출발하여 15

초, 30초, 45초, 60초가 되는 순간, 흰색 부분과 검은색 

부분을 나타내면 다음 그림과 같다.

[15초]

P{B} BA P,`Q

Q

P{B}

[30초]

[45초]

Q

[60초]

{A}P

{A}

Q{B}A

60초가 지났을 때, 두 선분 OP, OQ는 각각 처음과 같은 

위치인 두 선분 OA, OB에 위치하고, 이때 원의 내부 전

체가 검은색이므로 출발한 지 60초 후 두 선분 OP, OQ

의 위치는 출발 직후와 같으면서 검은색 부분은 흰색으

로, 흰색 부분은 검은색으로 바뀐다. 

P{B}A P,`Q B

Q

P{B}

Q
[75초] [90초]

[105초] [120초]

{A}P

{A}

Q{B}A

즉, 출발한 지 120초 후 두 선분 OP, OQ의 위치와 원의 

내부의 흰색 부분과 검은색 부분은 출발 직후와 동일해지

므로 원의 내부는 120초를 주기로 반복된다. 이때 	

1000=120_8+40이므로 두 선분 OP, OQ가 출발한 

지 1000초 후의 원의 내부는 출발한 지 40초 후의 원의 

내부와 같다.

이는 출발한 지 30초가 지났을 때

O

Q P

π
3

π
3 π

3A B

의 원의 내부에서 10초가 더 지났

으므로 오른쪽 그림과 같이 선분 

OP는 선분 OA에서 

p
15_10= 2

3 p만큼, 선분 OQ는 

선분 OA에서 
p
30_10=p3 만큼 회전한 위치에 있다.

따라서 출발한 지 1000초 후, 검은색 부분의 넓이는 중심

각의 크기가 
p
3 인 부채꼴 두 개의 넓이의 합과 같으므로

2_{;2!;_10Û`_p3 }=
100
3 p � 답 

100
3 p

해결단계

➊ 단계
두 삼각형 EBA, ECD가 모두 이등변삼각형이고, 서로 닮

음임을 파악한다.

➋ 단계 두 삼각형 EBA, ECD의 한 변의 길이를 각각 h로 나타낸다.

➌ 단계
삼각형 ECD의 넓이는 삼각형 EBA의 넓이의 

1
9 배가 되

도록 하는 cos`h의 값을 구한다.

한 원에서 한 호에 대한 원주각의 크기는 모두 같으므로 

∠ADC=∠ABC (∵ µAC에 대한 원주각)

∠BAD=∠BCD (∵ µ BD에 대한 원주각)

이때 두 선분 AB, CD가 평행하므로

∠BAD=∠ADC, ∠ABC=∠BCD

∴ ∠ADC=∠ABC=∠BAD=∠BCD=h
즉, 두 삼각형 EBA, ECD는 모

두 이등변삼각형이고 서로 닮음

이다.             

한편, 선분 AB가 원의 지름이므로 

∠ACB=∠ADB=90ù

ABÓ=a라 하면 △ACB는 직각삼각형이므로

ACÓ=a`sin`h, BCÓ=a`cos`h
또한, AEÓ=BEÓ=x, CEÓ=DEÓ=y라 하면

BCÓ=CEÓ+BEÓ에서 x+y=a`cos`h	 yy㉠

△ACE에서 피타고라스 정리에 의하여

AEÓ Û`=ACÓ Û`+CEÓ Û`

xÛ`=aÛ``sinÛ``h+yÛ`	

aÛ``sinÛ``h=xÛ`-yÛ`=(x+y)(x-y)

㉠을 위의 식에 대입하면

aÛ``sinÛ``h=a(x-y) cos`h

∴ x-y= a sinÛ``h
cos`h 	  yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

x= a
2 cos`h , y=a`cos`h- a

2 cos`h
이때 두 삼각형 EBA, ECD가 서로 닮음이고, 넓이의 비

가 9`:`1이므로 닮음비는 3`:`1이다. 즉,

x`:`y=3`:`1에서

07

C

E
A B

D

Ω Ω

Ω Ω
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이것이 수능	 p. 52

해결단계

➊ 단계
부채꼴 OAB의 중심각의 크기가 

p
6 임을 이용하여 반원 C

의 반지름의 길이를 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 반지름의 길이를 이용하여 SÁ, Sª의 값을 

각각 구한다.

➌ 단계 ➋ 단계에서 구한 값을 이용하여 SÁ-Sª의 값을 구한다.

다음 그림과 같이 반원 C의 중심을 Q, 반지름의 길이를 

r라 하면 OAÓ=4이므로 OQÓ=4-r이고, 선분 OB와 반

원 C의 접점을 H라 하면 QHÓ=r이다.

O

π
6

P
A

B

CH

Q r

r

4-r

부채꼴 OAB의 중심각의 크기가 
p
6 이므로 

r
4-r=sin`p6 =1

2 에서 

2r=4-r

3r=4    ∴ r=4
3

따라서 

SÁ= 1
2 _4Û`_p

6 =4
3p,

Sª= 1
2 _p_{ 43 }2`=

8
9p

이므로 

SÁ-Sª= 4
3p- 8

9p=4
9p� 답 ④

해결단계

➊ 단계 마름모의 성질을 이용하여 ∠AO'B의 크기를 구한다.

➋ 단계 부채꼴의 넓이를 이용하여 SÁ-Sª의 값을 구한다. 

1

2

본문 pp. 51~52

마름모 AOBO'에서 

∠AO'B=∠AOB=5
6p

다음 그림과 같이 원 O'과 넓이가 SÁ인 도형의 경계선의 

공통부분 위에 점 P를 놓으면 호 APB의 중심각은 

2p-5
6p=7

6p

A

B

S™

S¡O O'5
6π

P

이때 원 O'에서 중심각의 크기가 
7
6p인 부채꼴 AO'BP

의 넓이를 TÁ, 원 O에서 중심각의 크기가 
5
6p인 부채꼴 

AOB의 넓이를 Tª라 하면

SÁ=TÁ+Sª-Tª  

∴ SÁ-Sª=TÁ-Tª

={ 12 _3Û`_ 7
6p}-{

1
2_3Û`_5

6p}

= 21
4 p-15

4 p 

= 3
2p� 답 ④

C를 그림으로 나타내면 다음과 같다.

A

B

S¡O O' O'O' O S™ O= + -T¡T¡ T™T™

blacklabel 특강 풀이 첨삭

해결단계

➊ 단계
OPÓ의 길이를 구하여 점 P가 원점을 중심으로 하고 반지름

의 길이가 OPÓ인 원 위에 있음을 확인한다.

➋ 단계
삼각함수의 정의를 이용하여 cos`h, sin`h의 값을 각각 구

한다.

➌ 단계
➋ 단계에서 구한 값을 이용하여 sin { p2 +h}-sin`h의 값

을 구한다. 

원점 O에 대하여 OPÓ="Ã4Û`+(-3)Û`=5이므로

다음 그림과 같이 점 P는 원점 O를 중심으로 하고 반지

름의 길이가 5인 원 위에 있다.

y

x
O

-5

-5 5

5

P{4,-3}

Ω

C

3

a
2`cos`h `:`{a`cos`h- a

2`cos`h }=3`:`1

3a`cos`h- 3a
2`cos`h= a

2`cos`h
위의 식의 양변에 2`cos`h를 곱하면

6a`cosÛ``h-3a=a, 6`cosÛ``h=4

cosÛ``h= 2
3

∴ cos`h=® 2
3 =
'6
3  {∵ 0<h<p

4 에서 cos`h>0}

� 답 
'6
3
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즉, 삼각함수 정의에 의하여 

cos`h=4
5 , sin`h=-3

5이므로

sin {p2+h}-sin`h=cos`h-sin`h

=4
5-{-

3
5 }

=7
5 � 답 ⑤

해결단계

➊ 단계
원점을 중심으로 하고 반지름의 길이가 1인 원이 세 동경 

OP, OQ, OR와 만나는 점을 각각 A, B, C로 나타낸다. 

➋ 단계
sin`a=1

3  을 이용하여 세 점 A, B, C의 좌표를 각각 구한

다.

➌ 단계
삼각함수의 정의를 이용하여 sin`b, tan`c의 값을 각각 구

하고 9(sinÛ` b+tanÛ` c)의 값을 구한다. 

원점을 중심으로 하고 반지름의 길이가 1인 원이 세 동경 

OP, OQ, OR와 만나는 점을 각각 A, B, C라 하자.

점 P가 제 1 사분면 위에 있으므로 

0<a<p2 에서 cos`a>0이고, sin`a=1
3이므로 

cos`a="Ã1-sinÛ` a

=¾̈1-{ 13 }2`

=2'2
3

∴ A{ 2'23 , 
1
3 }

이때 점 Q가 점 P와 직선 y=x에 대하여 대칭이므로 동

경 OQ도 동경 OP와 직선 y=x에 대하여 대칭이고, 두 

점 A, B도 직선 y=x에 대하여 대칭이다. 

∴ B{ 13 , 
2'2
3 }

또한, 점 R가 점 Q와 원점에 대하여 대칭이므로 동경 OR

도 동경 OQ와 원점에 대하여 대칭이고, 두 점 B, C도 원

점에 대하여 대칭이다. 

∴ C{-1
3 , -2'2

3 }

y

x
O

-1

-1 1

1

R

ç

å
∫

Q
y=x

P

1
3B{ }2´2

3

1
3A{ }2´2

3

1
3C{ }2´2

3- -

,

,

,

삼각함수의 정의에 의하여

sin`b=2'2
3 , tan`c=

-2'2
3

-1
3

=2'2이므로

9(sinÛ` b+tanÛ` c)=9_{ 89+8}=80� 답 80

4

삼각함수의 그래프06

01 ⑤	 02 ③	 03 5	 04 -1	 05 
'3
2 p

06 1	 07 ④	 08 
7
6 p	 09 ③	 10 ③	

11 ④	 12 
'3-1

2 	 13 ③	 14 ⑤ 	 15 ②

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 pp. 54~55

주어진 함수는 주기함수이고, 보기의 각 함수의 주기를 

구하면 다음과 같다.

① (주기)= 2p
p
2

=4

② (주기)= 2p
'3
2 p

= 4
'3=4'3

3

③ (주기)=p

④ (주기)= 2p
'2
2 p

= 4
'2=2'2

⑤ (주기)= 2p
'2p='2

따라서 모든 실수 x에 대하여 f(x)=f(x+'2)를 만족

시키는 함수는 ⑤이다.	�  답 ⑤

주기가 '2가 아니더라도 f(x)= f(x+'2)를 만족시킬 수 있다.

예를 들어, 함수 f(x)의 주기가 
'2
3 이면 

f(x)= f{x+ '23 }= f{x+ 2'2
3 }= f(x+'2)

blacklabel 특강 참고

ㄱ.	�최댓값은 |-2|+1=2+1=3이고, 	 

최솟값은 -|-2|+1=-2+1=-1이다. (참)

ㄴ.	�y=-2`cos`(3x-p)+1에서 	 �

y-1=-2`cos`3{x-p3 }이므로 이 함수의 그래프는 

함수 y=-2`cos`3x의 그래프를 x축의 방향으로 
p
3 만

큼, y축의 방향으로 1만큼 평행이동한 것이다. (거짓)

ㄷ.	�f(x)=-2`cos`(3x-p)+1이라 하면 함수 f(x)는 

주기가 
2
3p인 주기함수이므로

	 f(x)�=f {x+ 2
3p}

	 즉,

	 -2`cos`(3x-p)+1

	 =-2`cos`[3{x+ 2
3p}-p]+1

	 =-2`cos`(3x+p)+1

01

02
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본문 pp. 52~54

	 이므로 주어진 함수의 그래프는 함수 

	 y=-2`cos`(3x+p)+1의 그래프와 일치한다.

	�  (참)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.	� 답 ③

함수 f(x)=a`sin` x
2b+c의 최솟값이 -1이므로

-|a|+c�=-1

그런데 a>0이므로

-a+c=-1	 yy㉠

또한, 함수 f(x)=a`sin` x
2b+c의 주기가 4p이므로

2p
| 1
2b |

‌�=4p

그런데 b>0이므로

2p
1
2b

=4p

4bp=4p    ∴ b=1

이때 f(x)=a`sin`x2 +c에서 f {p3 }=
11
4 이므로

a`sin`p6 +c= 11
4 , 

1
2 a+c= 11

4 	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a= 5
2 , c= 3

2

∴ a+b+c= 5
2+1+ 3

2=5	�  답 5

주어진 함수의 그래프에서 최댓값이 1, 최솟값이 -3이

므로

|a|+d‌�=1, -|a|+d=-3

그런데 a>0이므로

a+d=1, -a+d=-3

위의 두 식을 연립하여 풀면 a=2, d=-1

또한, 주어진 그래프의 주기는 
3
2p-{-

p
2 }=2p이므로

2p
|b| =2p, |b|=1    ∴ b=1 (∵ b>0)

즉, 주어진 함수의 식은 y=2`cos`(x-cp)-1이다.

그런데 이 함수의 그래프가 점 {p2 , 1}을 지나므로

1=2`cos`{p2 -cp}-1, 2=2`cos`{p2-cp}

∴ cos`{p2 -cp}=1

이때 0<cÉ 1
2에서 0Ép2 -cp<p2 이므로

p
2 -cp=0    ∴ c= 1

2

∴ abcd=2_1_ 1
2_(-1)=-1� 답 -1

03

04

함수 y=a`sin`ax의 주기는 
2p
|a|=2p

a  (∵ a>0)이므로 

점 A의 x좌표는

1
2_ 2p

a =pa �
y
a

x

y=a`sin`ax

O
A

B

2a
π

2a

a
π

Â3π즉, △OAB는 한 변의 길이가 

p
a 인 정삼각형이므로 그 높이는

'3
2 _pa =

'3p
2a 이다.

따라서 점 B의 y좌표는 
'3p
2a 이다.

이때 △OAB가 정삼각형이면 점 B의 x좌표는 선분

OA의 중점의 x좌표와 같으므로 점 B의 y좌표는 함수 

y=a`sin`ax의 최댓값이 된다.

함수 y=a`sin`ax의 최댓값은 a (∵ a>0)이므로

a=
'3p
2a     ∴ aÛ`=

'3
2 p	�  답 

'3
2 p

y‌�=cosÛ``{x- 3
2p}-3`cosÛ``(p-x)-4`sin`(x+2p)	

=cosÛ``{ 32p-x}-3`cosÛ``(p-x)-4`sin`(2p+x)	

=(-sin`x)Û`-3(-cos`x)Û`-4`sin`x	  

=sinÛ``x-3`cosÛ``x-4`sin`x	  

=sinÛ``x-3(1-sinÛ``x)-4`sin`x	  

=4`sinÛ``x-4`sin`x-3

이때 sin`x=t로 놓으면 0Éx<2p에서 -1ÉtÉ1이고 

주어진 함수는

y=4tÛ`-4t-3=4{t- 1
2 }2`-4

이므로 오른쪽 그림에서� y

t-1
1

O

5

1
2

-3
-4

y=4
™{ }t- -41

2
최댓값은 t=-1일 때 

4{-1- 1
2 }2`-4=5, 

최솟값은 t= 1
2일 때 

4{ 12- 1
2 }2`-4=-4

따라서 구하는 최댓값과 최솟값의 합은

5+(-4)=1	�  답 1

y= 3`sin`x+4
sin`x+4 에서 sin`x=t로 놓으면 -1ÉtÉ1이고 

주어진 함수는

y= 3t+4
t+4 =

3(t+4)-8
t+4 =- 8

t+4+3

이므로 오른쪽 그림에서� y

tO-4

3

1
-1

7
5

1
3

y=- +38
t+4

최댓값은 t=1일 때

- 8
1+4 +3= 7

5 , 

최솟값은 t=-1일 때

- 8
-1+4 +3= 1

3

05

06

07
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따라서 구하는 최댓값과 최솟값의 합은

7
5+1

3=26
15

즉, m=15, n=26이므로

m+n=41	�  답 ④

유리함수 y= k
x `(k+0)의 그래프�

O

y

x

y= x
k

k>0k<0

y= x
k

⑴ ‌�정의역과 치역은 모두 0을 제외한 실수 

전체의 집합이다.

⑵ 원점에 대하여 대칭이다.

⑶ 점근선은 x축, y축이다.

⑷ ‌�k>0이면 그래프가 제 1, 3 사분면에 있

고, k<0이면 그래프가 제 2, 4 사분면에 있다.

⑸ |k|의 값이 커질수록 곡선은 원점에서 멀어진다.

유리함수 y= k
x-m+n`(k+0)의 그래프

⑴ ‌�유리함수 y= k
x 의 그래프를 x축의 방향으로 m만큼, y축의 방향

으로 n만큼 평행이동한 것이다.

⑵ 정의역은 {x|x+m인 실수}, 치역은 {y|y+n인 실수}이다.

⑶ 점 (m, n)에 대하여 대칭이다.

⑷ 점근선은 두 직선 x=m, y=n이다.

blacklabel 특강 필수 개념

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

t에 대한 유리함수 y= f(t)의 점근선의 방정식을 t=p라 할 때, 

aÉtÉb`(a, b는 실수)에서 유리함수 y= f(t)의 최댓값과 최솟값이 

모두 존재하려면 p<a 또는 p>b이어야 하고, f(a), f(b) 중 하나

는 최댓값, 하나는 최솟값이어야 한다.

즉, 문제에서 함수 f(t)= 3t+4
t+4 라 하면 -1ÉtÉ1에서 최댓값과 최

솟값의 합은 f(-1)+f(1)이다.

함수 y=tan`{2x+ p2 }=tan`2{x+p4 }의 주기는 
p
2 이

고, 그 그래프는 함수 y=tan`2x의 그래프를 x축의 방향

으로 -p4 만큼 평행이동한 것과 같으므로 함수 	

y=tan`{2x+p2 }의 그래프는 다음 그림과 같다.

x

π
2

π

Â3

O

A

B
ba

2-π

y

y=tan{ }2x+π
2

y=Â3

점 A(a, '3)이 함수 y=tan`{2x+p2 }의 그래프 위의 

점이므로

tan`{2a+p2 }='3

이때 0<a< p2 에서 
p
2 <2a+p2 < 3

2p이므로

2a+p2=p+ p3 , 2a= 5
6 p

∴ a= 5
12p

08

또한, 점 B(b, 0)이 함수 y=tan`{2x+p2 }의 그래프 위

의 점이므로

tan`{2b+p2 }=0

이때 
p
2 <b<p에서 

3
2p<2b+p2 <5

2p이므로

2b+p2 =2p, 2b=3
2p    ∴ b=3

4p 

∴ a+b‌�= 5
12p+

3
4p=

7
6p	�  답 

7
6 p

0<x<2p에서 -1Ésin`2xÉ1이고, 함수 y=sin`2x의 

주기는 
2p
2 =p이므로 0<x<2p에서 함수 y=sin`2x의 

그래프는 다음 그림과 같다.

O

1

-1

π
å ∫ ç ∂

y

2
3y=

xπ3
2

x= π3
4

2π

y=sin`2x

π
2

주어진 방정식의 네 실근을 각각 a, b, c, d (a<b<c<d)

라 하면 함수 y=sin`2x의 그래프는 0<x<3
2p에서 직선 

x=3
4p에 대하여 대칭이므로 

a+d
2 =3

4p, 
b+c

2 =3
4p

a+d=b+c=3
2p 

∴ h=a+b+c+d=2_3
2p=3p

∴ sin` h6=sin`p2=1	� 답 ③

방정식 sinpx= 4
15 x의 실근은 두 함수 y=sinpx, 

y= 4
15 x의 그래프의 교점의 x좌표와 같다.

이때 -1Ésin`pxÉ1이고, 함수 y=sin`px의 주기는 

2p
p =2이므로 두 함수 y=sin`px, y= 4

15x의 그래프는 

다음 그림과 같다.

O 1
-1

-1

1

-2-3
-4

2 3 4

y=sin`πx

y

x

y= x4
15

따라서 두 함수 y=sin`px, y= 4
15x의 그래프의 교점의 

개수는 7이므로 주어진 방정식의 서로 다른 실근의 개수

도 7이다.	�  답 ③

09

10
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본문 pp. 54~55

다른 풀이

h+p3 =t로 놓으면

sin`{h+p3 }+cos`{h+p3 }=sin`t+cos`t

0ÉhÉ2p에서

p
3Éh+

p
3É2p+p3     ∴ 

p
3ÉtÉ 7

3p

이때 x에 대한 이차방정식 2xÛ`-4x`cos`h-3`sin`h=0

이 중근을 가지므로 판별식을 D라 하면

D
4 =4`cosÛ``h+6`sin`h=0

4(1-sinÛ``h)+6`sin`h=0

2`sinÛ``h-3`sin`h-2=0

(2`sin`h+1)(sin`h-2)=0

∴ sin`h=- 1
2  (∵ -1Ésin`hÉ1)

∴ sin`{t-p3 }=- 1
2     yy㉠ 

함수 y=sin`{t-p3 }의 그래프는 함수 y=sin`t의 그래

프를 t축의 방향으로 
p
3 만큼 평행이동한 것과 같으므로 	

p
3ÉtÉ 7

3p에서 함수 y=sin`{t-p3 }의 그래프는 다음 

그림과 같다.

O

1

-1

t

y
π3

2π4
3π5

6 π73

y=-1
2

π13
6π11

63
π

y=sin{ }t- π
3

㉠에서 t=3
2p 또는 t= 13

6 p이다.

Ú	t=3
2p일 때,

	 sin`t=-1, cos`t=0이므로

	 sin`t+cos`t=-1

Û	t= 13
6 p일 때,

	 sin`t= 1
2 , cos`t=

'3
2 이므로

	 sin`t+cos`t=
1+'3

2

Ú, Û에서 주어진 식의 값의 합은

-1+
1+'3

2 =
'3-1

2

로그의 정의에 의하여 1+sin`x>0, cos`x>0

∴ sin`x>-1, cos`x>0	 yy㉠

log¢`(1+sin`x)-logª`cos`x> 1
2에서

log¢`(1+sin`x)-log¢`cosÛ``x> 1
2

h+ p3 =t이므로

13

cosÛ``x+2a`sin`x=aÛ`에서

(1-sinÛ``x)+2a`sin`x=aÛ`

sinÛ``x-2a`sin`x+aÛ`-1=0

sinÛ``x-2a`sin`x+(a-1)(a+1)=0

(sin`x-a+1)(sin`x-a-1)=0

∴ sin`x=a-1 또는 sin`x=a+1    yy㉠

이때 -1Ésin`xÉ1이므로 ㉠의 해가 존재하려면

-1Éa-1É1 또는 -1Éa+1É1

즉, 0ÉaÉ2 또는 -2ÉaÉ0이어야 하므로

-2ÉaÉ2	�  답 ④

x에 대한 이차방정식 2xÛ`-4x`cos`h-3`sin`h=0이 중

근을 가지므로 판별식을 D라 하면

D
4 =4`cosÛ``h+6`sin`h=0

4(1-sinÛ``h)+6`sin`h=0

2`sinÛ``h-3`sin`h-2=0

(2`sin`h+1)(sin`h-2)=0

∴ sin`h=- 1
2  (∵ -1Ésin`hÉ1)

0ÉhÉ2p에서 함수 y=sin`h의 그래프는 다음 그림과 

같다.

O

1

-1

 2π Ω

y
y=sin`Ω

y=-

π76
π

1
2

π11
6

즉, sin`h=- 1
2에서 h= 7

6 p 또는 h= 11
6 p이다.

Ú	h= 7
6p일 때,

	 sin`{h+p3 }+cos`{h+p3 }

	 =sin`{ 76p+
p
3 }+cos`{ 76p+

p
3 }

	 =sin` 32p+cos` 32 p

	 =-1+0=-1

Û h= 11
6 p일 때,

	 sin`{h+p3 }+cos`{h+p3 }

	 =sin`{ 116 p+
p
3 }+cos`{ 116 p+

p
3 }

	 =sin`{2p+p6 }+cos`{2p+p6 }

	 =sin`p6 +cos`p6

	 = 1
2+
'3
2 =

1+'3
2

Ú, Û에서 주어진 식의 값의 합은

-1+
1+'3

2 =
'3-1

2 � 답 
'3-1

2

11

12
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-a+3¾0    ∴ aÉ3

따라서 구하는 정수 a의 최댓값은 3이다.	� 답 ⑤

f(x)=2xÛ`-4x`cos Û``h+1이라 하

1

y=f{x}

x

면 방정식 f(x)=0의 두 근 사이에 

1이 있어야 하므로 오른쪽 그림과 

같이 f(1)<0이어야 한다.

즉, 2-4`cosÛ``h+1<0에서 

-4`cosÛ``h+3<0, cosÛ``h-3
4>0

{cos`h-'32 }{cos`h+
'3
2 }>0

∴ cos`h<-
'3
2  또는 cos`h>

'3
2

그런데 -p2 <h<p2이므로 cos`h>0

∴ cos`h> '32     yy㉠

-p2 <h<p2에서 함수 y=cos`h의 그래프는 다음 그림

과 같다.

O

1

Ω

y

y=Â3
2

y=cos`Ω

2-π
6-π

6
π

2
π

따라서 부등식 ㉠의 해는 -p6 <h<p6이므로

a=-p6 , b=
p
6

∴ b-a=p6 -{-p6 }=
p
3 � 답 ②

다른 풀이

C에서 cosÛ``h=1-sinÛ``h이므로 

1-sinÛ``h-3
4>0, sinÛ``h-1

4<0 

{sin`h+1
2 }{sin`h-1

2 }<0

∴ -1
2<sin`h<1

2

-p2 <h<p2에서 함수 y=sin`h의 그래프는 다음 그림

과 같다.

O

1

-1

y=-1
2

y= 1
2

1
2

1- 2
 

2
π

6
π

6-π
2-π

y=sin`Ω

Ω

y

따라서 부등식 - 1
2 <sin`h<1

2의 해는

-p6 <h<p6

15

C

log¢` 1+sin`x
cosÛ``x

> 1
2

이때 (밑)=4>1이므로

1+sin`x
cosÛ``x

>4;2!;, 1+sin`x
1-sinÛ``x

>2 

1+sin`x
(1+sin`x)(1-sin`x)

>2

㉠에서 1+sin`x>0이므로

1
1-sin`x >2

이때 1-sin`x+0, 즉 sin`x+1	 yy㉡
이고 1-sin`x>0이므로 부등식의 양변에 1-sin`x를 곱

하면

1>2(1-sin`x), 2`sin`x>1

∴ sin`x> 1
2 	 yy㉢

㉠, ㉡, ㉢에서 두 부등식

1
2 <sin`x<1, cos`x>0

을 동시에 만족시키는 x의 값의 범위가 주어진 부등식의 

해이다.

0Éx<2p에서 두 함수 y=sin`x, y=cos`x의 그래프와 

직선 y= 1
2은 다음 그림과 같다.

O

-1

1

π
2π x

y=1
2

y

π3
2

y=sin`x y=cos`x

6
π

2
π π5

6

따라서 구하는 부등식의 해는 
p
6 <x<p2이므로

a=p6 , b=
p
2

∴ 
b
a=

p
2
p
6

= 6
2 =3� 답 ③

cosÛ``h-3`cos`h-a+5¾0에서 cos`h=t로 놓으면 

-1ÉtÉ1이고 주어진 부등식은

tÛ`-3t-a+5¾0 

f(t)=tÛ`-3t-a+5라 하면�

O
-1

1
t-a+

y

3
2

11
4

y= -a+
™{ }t- 2

3 11
4

f(t)‌�=tÛ`-3t-a+5	 

={t- 3
2 }2`-a+ 11

4

이때 -1ÉtÉ1에서 함수

y= f(t)의 그래프는 오른쪽 

그림과 같으므로 최솟값은

f(1)=1-3-a+5=-a+3

주어진 부등식이 항상 성립하려면 ( f(t)의 최솟값)¾0

이어야 하므로

14
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본문 pp. 55~56

이차방정식의 근의 분리

이차방정식 axÛ`+bx+c=0`(a>0)의 판별식을 D=bÛ`-4ac라 하

고 f(x)=axÛ`+bx+c라 하면

⑴ ‌�두 근이 모두 p보다 클 때, 	  

    D¾0, f(p)>0, - b
2a >p

⑵ ‌�두 근이 모두 p보다 작을 때, 	  

    D¾0, f(p)>0, - b
2a <p

⑶ ‌�두 근 사이에 p가 있을 때,	  ` 
    f(p)<0

⑷ ‌�두 근이 p, q`(p<q) 사이에 있을 때,	  

    D¾0, f(p)>0, f(q)>0, p<- b
2a <q

blacklabel 특강 필수 개념

01 ①	 02 -
'3
2 	 03 4'3	 04 ④	 05 ③

06 ⑤	 07 ②	 08 ④	 09 ②	 10 5

11 ④	 12 4	 13 -9	 14 ③	 15 7p	

16 ②	 17 ③	 18 11	 19 ③	 20 ③	

21 a=1
4  또는 

1
2<a<5

2 	 22 ②	 23 -
'3+1

2 	24 
35
12 p	

25 ③	 26 16	 27 9	 28 
p
6

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 56~59

Ú	-1Ésin`2xÉ1이고, 함수 y=sin`2x의 주기는

	‌�
2p
2 =p이므로 함수 y=|sin`2x|의 그래프는 다음 그

림과 같다.

π-π O

1

y

x
2
π

2- π

y=|sin`2x|

	 따라서 함수 y=|sin`2x|의 주기는 
p
2 이다.

	 ∴ a=p2

Û	‌� 함수 y=tan`x의 주기는 p이고, 점근선의 방정식은 

x=np+ p2 `(n은 정수)이므로 함수 y=|tan`x|의 

그래프는 다음 그림과 같다.

π
2-π

2
π

y=|tan`x|y

xO π3
2

	 따라서 함수 y=|tan`x|의 주기는 p이다.

	 ∴ b=p

01

Ü	 cos`|x|=[`
cos`x� (x¾0)

cos`(-x)  (x<0)

	‌� 그런데 cos`(-x)=cos`x에서 cos`|x|=cos`x이

므로 함수 y=cos`|x|의 그래프는 다음 그림과 같다.

O

-1

1
y

x
-2π

2π
-π π

y=cos`|x|

2
π

2-ππ3-2 π3
2

	 따라서 함수 y=cos`|x|의 주기는 2p이다.  

	 ∴ c=2p
Ú, Û, Ü에서 a<b<c	�  답 ①

함수 f(x)='Ä1+cos`x+'Ä1-cos`x의 주기가 p이므로 

f(x+p)=f(x)이다.

위의 식의 양변에 x=0을 대입하면 f(p)=f(0)이므로

'Ä1+cos`p+'Ä1-cos`p='Ä1+cos`0+'Ä1-cos`0

'Ä1+cos`p+'Ä1-cos`p='2
위의 식의 양변을 제곱하면 

1+cos`p+2"Ã1-cosÛ``p+1-cos`p=2

∴ "Ã1-cosÛ``p=0

이때 1-cosÛ``p=sinÛ``p이므로 

"ÃsinÛ``p=0

∴ |sin`p|=0

위의 식을 만족시키는 최소인 양수 p의 값은 p이므로 

sin`{p+ p
3 }‌�=sin`{p+p3 }	  

=-sin`p3=-
'3
2 	�  답 -

'3
2

함수 y=tan`x의 그래프가 점 {p3 , c}를 지나므로

c=tan`p3     ∴ c='3

주어진 그래프에서 함수 y=a`sin`bx의 주기가 p이므로

2p
|b|=p에서 |b|=2

∴ b=2`(∵ b>0)

즉, 함수 y=a`sin`2x의 그래프가 점 {p3 , '3 }을 지나므로

a`sin` 23p='3, 
'3
2 a='3

∴ a=2

∴ abc=2_2_'3=4'3� 답 4'3

f (-x)=f (x)이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 y축에 

대하여 대칭이다.

02

03 

04
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또한, f(x+1)=f(-x+1)에서 f(1+x)= f(1-x)

이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 직선 x=1에 대하여 

대칭이다.

ㄱ.		f(x)‌�=cos`p{x-1
2 }	  

=cos`{px-p2 }	  

=cos`{p2 -px}	  

=sin`px

		‌� 이때 (주기)= 2p
p =2이므로 함수 y=f(x)의 그래

프는 다음 그림과 같다.

		
O

-1

-1

1

1 2

y=sin`πx

y

x

		� 즉, 함수 y=cos`p{x-1
2 }의 그래프는 y축에 대하

여 대칭이 아니다.

ㄴ.		함수 y=tan` p2 x는 주기가 
p
p
2

=2이고, 점근선의

		‌� 방정식은 x=2n+1 (n은 정수)이므로 함수	  

y=|tan` p2 x|의 그래프는 다음 그림과 같다.

tany=| |2
πy x

xO 1-1 2 3

		‌� 즉, 함수 y=|tan` p2 x|의 그래프는 y축에 대하여 대

칭이고, 직선 x=1에 대하여 대칭이다.

ㄷ.		f(x)‌�=sin`p{x+ 1
2 }	  

=sin`{px+p2 }	  

=sin`{p2 +px}	 �

=cos`px

		‌� 이때 (주기)= 2p
p =2이므로 함수 y= f(x)의 그래

프는 다음 그림과 같다.

	
O

-1

-1

1

1

y=cos`πx

2

y

x
-1

2
1
2

3
2

		‌� 즉, 함수 y=sin`p{x+ 1
2 }의 그래프는 y축에 대하여 

대칭이고, 직선 x=1에 대하여 대칭이다.

따라서 주어진 조건을 모두 만족시키는 함수는 ㄴ, ㄷ이

다.� 답 ④

f(-x)= f(x)이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 y축에 대하여 대

칭이다.

f(x+1)= f(-x+1)이므로 이 식에 x 대신에 x+1을 대입하면

f(x+2)= f(-x)
그런데 f(-x)= f(x)이므로 f(x+2)= f(x)
즉, y= f(x)는 주기가 2인 함수이다.

따라서 주기가 2이고, 그래프가 y축에 대하여 대칭인 함수를 골라도 

된다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

함수 f(x)의 주기는 
p
p
a

=a이다.

이때 직선 AC는 x축과 평행하고, ∠BAC= p3 이므로 직

선 AB는 원점을 지나고 기울기가 '3인 직선이다. 

양수 t에 대하여 B(t, '3t)로 놓으면 점 A는 점 B와 원

점에 대하여 대칭이므로 A(-t, -'3t)

∴ ABÓ=¿¹{t-(-t)}Û`+ ¹{'3t-(-'3t)}Û`

="Ã16tÛ`
=4t (∵ t>0)

이때 함수 f(x)의 주기가 a이므로

ACÓ=4t=a

점 C는 점 A를 x축의 방향으로 a만큼 평행이동한 것이

므로 

C(-t+a, -'3t)    ∴ C(3t, -'3t)

점 C는 곡선 y=tan`pxa =tan`px4t  위에 있으므로

-'3t=tan`p_3t
4t

-'3t=tan` 34p

즉, -'3t=-1이므로 t= 1
'3

∴ a= 4
'3=

4'3
3

따라서 삼각형 ABC의 넓이는 

'3
4 _aÛ`= '34 _{ 4'33 }

Û`

= 4'3
3 � 답 ③

다른 풀이

함수 f(x)의 주기는 a이므로 ACÓ=a

∴ ABÓ=ACÓ=a

이때 두 점 A, B는 원점에 대하여 대칭이므로

BOÓ= a
2

05
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본문 pp. 56~57

같은 방법으로 주어진 그래프에서 함수 y=g(x)의 최댓

값과 최솟값이 각각 
1
2 , - 1

2 이므로 aª= 1
2  (∵ aª>0)

주기가 4이므로 
2p

|bª|=4에서 |bª|=p2

∴ bª=p2  (∵ bª>0)

함수 g(x)= 1
2 `cos`{

p
2 x-cª}의 그래프가 원점 O를 지

나므로

0= 1
2 `cos`(-cª), cos`cª=0

∴ cª=2mpÑp2  (단, m은 정수)

ㄱ.	‌�두 함수 f(x), g(x)의 주기가 모두 4이므로 임의의 

x에 대하여

	 f(x+4)= f(x), g(x+4)=g(x)
	 이때 h(x)= f(x)-g(x)이므로

	 h(x+4)‌�= f(x+4)-g(x+4)	  

= f(x)-g(x)=h(x)

	 즉, 함수 h(x)의 주기는 4 또는 4보다 작다. (거짓)

ㄴ.	aÁ=5, bÁ= p2 , cÁ=2np-p2  (n은 정수)이므로

	 f(x)‌�=5`sin`{ p2 x-2np+p2 }	  

=5`sin`{ p2 x+ p2 }	  

=5`cos` p2 x

	‌� 즉, 두 상수 a, b에 대하여 f(x)=a`cos`bx 꼴로 나

타낼 수 있다. (참)

ㄷ.	aª= 1
2 , bª= p2 , cª=2mpÑp2  (m은 정수)이므로

	 g(x)‌�= 1
2 `cos`{

p
2 x-2mpÐp2 }	  

= 1
2 `cos`{

p
2 xÐp2 }

	 ∴ g(x)= 1
2 `sin`

p
2 x 또는 g(x)=- 1

2 `sin`
p
2 x

	‌� 그런데 주어진 그래프에서 함수 y=g(x)의 그래프

가 점 {1, 12 }을 지나므로

	 g(x)= 1
2 `sin`

p
2 x

	‌� ㄴ에서 f(x)=5`cos` p2 x이고, 두 함수 f(x), g(x)

의 주기가 4로 같으므로 함수 y= f(x)의 그래프는 

함수 y=g(x)의 그래프를 y축의 방향으로 10배 확

대한 후 x축의 방향으로 4k-1`(k는 정수)만큼 평행

이동한 것과 같다.

	 즉, f(x)=10g(x-4k+1) (k는 정수)이므로

	 a=10, b=4k-1
	 이때 9<b<13이므로 9<4k-1<13

4
n  (n은 자연수)

2k'-1 (k'은 정수)로 두어도 된다.

점 B의 x좌표는 BOÓ cos`p3=
a
2_

1
2=

a
4 ,

점 B의 y좌표는 BOÓ sin`p3=
a
2_
'3
2 = '34 a

이므로 B{ a4 , 
'3
4 a}

점 B는 곡선 y= f(x) 위의 점이므로 

'3
4 a=tan {pa _ a

4 }, 
'3
4 a=tan`p4

즉, 
'3
4 a=1이므로 a=4'3

3

함수 y=2`sin`x-1`(0ÉxÉp)의 그래프를 이용하여 함

수 y= f(x)의 그래프를 그려 보면 다음 그림과 같다.

O

1

-1
x

y
y=2`sin`x-1

2
π

6
π

π
π5

6

 ⇨ 
O

1

-1
x

y
y=f{x}

2
π

6
π

 

π
π

5
6

ㄱ.		‌�치역은 {-1, 0, 1}이므로 치역의 원소는 3개이다.	

� (참)

ㄴ.	‌�함수 y= f(x)의 그래프는 직선 x= p2 에 대하여 대

칭이므로 f{p2+x}= f{p2-x} (참)

ㄷ.	‌�함수 y= f(x)의 그래프 위의 세 점으로 만들 수 있

는 삼각형 중에서 넓이가 최대인 삼각형은 꼭짓점의 

좌표가 세 점 (0, -1), {p2 , 1}, (p, -1)인 삼각형

이므로 넓이의 최댓값은

	 1
2_p_2=p (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

다른 풀이

ㄴ.	f{p2 +x}‌�=[2`sin`{p2+x}-1]	  

=[2`cos`x-1]

	 f{p2 -x}‌�=[2`sin`{p2-x}-1]	  

=[2`cos`x-1]

	 ∴ f{p2 +x}= f{p2-x} (참)

주어진 그래프에서 함수 y= f(x)의 최댓값과 최솟값이 

각각 5, -5이므로 aÁ=5` (∵ aÁ>0)

주기가 4이므로 
2p

|bÁ|=4에서 |bÁ|=p2

∴ bÁ=p2  (∵ bÁ>0)

함수 f(x)=5`sin`{p2 x-cÁ}의 그래프가 점 (0, 5)를 

지나므로

5=5`sin`(-cÁ), -5`sin`cÁ=5

sin`cÁ=-1    ∴ cÁ=2np-p2  (단, n은 정수)

06
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Ü	;4#;p<hÉp일 때,

	 sin`h+cos`hÉ0, sin`h-cos`h¾0이므로

	 f(h)‌�=-(sin`h+cos`h)+sin`h-cos`h	 	
=-2 cos`h

y

ΩO π
2

2

π

y=-2`cos`Ω

´2
1

-1

´2
2
´2
2

y=cos`Ω

y=sin`Ω

3
4 π-

π
4

Ú, Û, Ü에서 함수 y=f(h)의 y

ΩO π
4

π
2

3
4 π

2

π

y=f{Ω}

´2

 

그래프는 오른쪽 그림과 같다.

� 답 ④

ㄱ.	‌�a+b=p4 , 즉 b=
p
4 -a에서 0< p4 -a<p이므로

	 -3
4p<a<

p
4

	 그런데 0<a<p이므로

	 0<a<p4 , 0<b<
p
4

	 오른쪽 그림에서 

	 sin`a<cos`b (참)

ㄴ.	b-a=p2 , 즉 b=a+
p
2에서 0<a+

p
2 <p이므로

	 -p2 <a<p2   

	 그런데 0<a<p이므로�

	 0<a<p2 , 
p
2 <b<p

	 오른쪽 그림에서 

	 sin`a>cos`b (참) 

ㄷ.	a+b=p, 즉 b=p-a이므로
	 cos`a-cos`b‌�=cos`a-cos`(p-a)		

=cos`a+cos`a		

=2`cos`a

	 ‌�이때 0<aÉp2일 때, cos`a¾0이므로 	 	

cos`a-cos`b=2`cos`a¾0에서 cos`a¾cos`b, 		
p
2 <a<p일 때, cos`a<0이므로

	 cos`a-cos`b=2`cos`a<0에서

	 cos`a<cos`b이다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.	 � 답 ②

다른 풀이

ㄱ.	a+b=p4에서 a=
p
4 -b이므로

	 sin`a‌�=sin`{p4 -b}=sin`{p2 -b-p4 }	 	

=cos`{-b-p4 }=cos`{b+p4 }

09

y=cos`x

y=sin`x

4
πO

y

x

1
´2
2

y=sin`x

y=cos`x
2
π

π

1

-1

O

y

x

	 10<4k<14    ∴ 52<k< 7
2

	 k는 정수이므로 k=3    ∴ b=11
	 ∴ a+b=10+11=21 (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄴ뿐이다.� 답 ②

함수 y=sin`x의 그래프를 x축의 방향으로 - p2 만큼 평행이동하면 

함수 y=cos`x의 그래프와 같으므로 두 삼각함수

f(x)=5`cos` p2 x, g(x)= 1
2 `sin` p2 x는 y축의 방향으로 확대 또는 

축소하고 x축의 방향으로 평행이동하여 같은 그래프가 되도록 만들 

수 있다. 

이와 같은 방식으로 접근하면 sin과 cos으로 이루어진 두 삼각함수

의 그래프는 언제나 확대와 평행이동을 이용하여 일치하게 만들 수 

있다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

sinÛ``h+cosÛ``h=1이므로 

1+2 sin`h`cos`h‌�=sinÛ``h+cosÛ``h+2 sin`h`cos`h		
=(sin`h+cos`h)Û` 

1-2 sin`h`cos`h‌�=sinÛ``h+cosÛ``h-2 sin`h`cos`h		
=(sin`h-cos`h)Û`

∴ f(h)='Ä1+2 sin`h`cos`h+'Ä1-2 sin`h`cos`h

="Ã(sin`h+cos`h)Û`+"Ã(sin`h-cos`h)Û`
=|sin`h+cos`h|+|sin`h-cos`h|

sin`h+cos`h=0에서 sin`h=-cos`h, tan`h=-1 

∴ h=3
4p (∵ 0ÉhÉp)

sin`h-cos`h=0에서 sin`h=cos`h, tan`h=-1  

∴ h=p4  (∵ 0ÉhÉp)

Ú	0ÉhÉp4일 때, 

	 sin`h+cos`h¾0, sin`h-cos`hÉ0이므로

	 f(h)‌�=sin`h+cos`h-(sin`h-cos`h)	 	

=2 cos`h

	

y

ΩO π
4

π
2

2

π

y=2`cos`Ω
´2
1

-1

´2
2

y=sin`Ω

y=cos`Ω

Û	 p4 <hÉ 3
4일 때, 

	 sin`h+cos`h¾0, sin`h-cos`h¾0이므로

	 f(h)‌�=sin`h+cos`h+sin`h-cos`h		

=2 sin`h 

	

y

ΩO π
4 π

2

2

π

y=2`sin`Ω
´2
1

´2
2

´2
2

y=cos`Ω

y=sin`Ω
3
4 π-
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본문 pp. 57~58

이때 k<2에서 -2k+4>0이

O

2

-1-2 1 t

k

y

y= +kt+2
-2k+4

므로 오른쪽 그림에서 최댓값은	

t=-1일 때, 

-2k+4
(-1)+2

+k=4-k

최솟값은 t=1일 때, 

-2k+4
1+2 +k=4+k

3

최댓값과 최솟값의 합이 5이므로

4-k+4+k
3 =5, 12-3k+4+k=15

2k=1    ∴ k= 1
2 	�  답 ④

( f½g)(x)=2(-cos`x)Û`+'Ä1-cos`x 'Ä1+cos`x+k

이때 1-cos`x¾0, 1+cos`x¾0이므로

( f½g)(x)=2 cosÛ``x+"Ã1-cosÛ``x+k

=2(1-sinÛ``x)+"ÃsinÛ``x+k

=-2 sinÛ``x+|sin`x|+k+2

=-2|sin`x|Û`+|sin`x|+k+2

|sin`x|=t (0ÉtÉ1)로 놓고, 

( f½g)(x)=h(t)라 하면

h(t)=-2tÛ`+t+k+2

=-2{t-1
4 }

Û`+k+17
8

이므로 함수 y=h(t)의 그래프

는 오른쪽 그림과 같다.

즉, 함수 h(t)는 t=1
4일 때 최댓

값 h{ 14 }=k+17
8 ,

t=1일 때 최솟값 h(1)=k+1

을 갖는다.

함수 ( f½g)(x)의 최솟값이 
31
16이므로 

k+1=31
16     ∴ k=15

16

∴ k+M=k+k+17
8  

=2k+17
8

=2_15
16+

17
8 =4� 답 4

y‌�=sinÛ``x+2a`cos`x-1	  

=1-cosÛ``x+2a`cos`x-1	  

=-cosÛ`x+2a`cos`x

이때 cos`x=t로 놓으면 0ÉxÉ2p에서 -1ÉtÉ1이고 

주어진 함수는 

12

y

y=h{t}

17
8k+

1
4t= t=1

k+1

k+2

13

	 이때 0<b<p4 에서 cos`{b+p4 }<cos`b이므로

	 sin`a<cos`b (참)

ㄴ.	b-a=p2 , 즉 b=p2 +a이므로 

	‌� sin`a-cos`b‌�=sin`a-cos`{p2 +a}	 

=sin`a+sin`a=2`sin`a

	‌� 이때 0<a<p2 에서 sin`a>0이므로

	 sin`a-cos`b=2`sin`a>0이다.

	 ∴ sin`a>cos`b (참) 

y=-|sin`2x- 1
2 |+

5
2에서 sin`2x=t로 놓으면 

-1ÉtÉ1이고 주어진 함수는 y=-|t- 1
2 |+

5
2

Ú	-1Ét< 1
2일 때, y=t- 1

2+
5
2=t+2

Û	
1
2ÉtÉ1일 때, y=-{t- 1

2 }+
5
2=-t+3

Ú, Û에서 주어진 함수의

O-1 1

1
2

t

y

1
2

5
2

t-y=-| |12 + 5
2

 

그래프는 오른쪽 그림과 같

으므로 최댓값은 t= 1
2일 때,

M=-| 12-
1
2 |+

5
2=

5
2

최솟값은 t=-1일 때,

m=-|-1- 1
2 |+

5
2=-

3
2+

5
2=1

∴ 2Mm=2_ 5
2_1=5	�  답 5

다른 풀이

모든 실수 x에 대하여

-1Ésin`2xÉ1이므로

-3
2Ésin`2x-1

2É
1
2 , 0É|sin`2x-1

2 |É
3
2

-3
2É-|sin`2x-1

2 |É0

∴ 1É-|sin`2x-1
2 |+

5
2É

5
2

따라서 최댓값 M=5
2 , 최솟값 m=1이므로

2Mm=2_5
2_1=5

y= 4+k`sin`h
2+sin`h 에서 sin`h=t로 놓으면 0ÉhÉ2p에서 

-1ÉtÉ1이고 주어진 함수는

y‌�=4+kt
2+t =

k(2+t)-2k+4
2+t 	 

=-2k+4
t+2 +k`(-1ÉtÉ1)

0<x< p2 에서 y=cos`x는 감소함수

10

11
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f(t)=-2{t- 1
4 }2`+

17
8 이라 하면 함수 

y=f(t) { 12ÉtÉ1}의 그

O 1

1

2

t

y

1
4

17
8

1
2

17
8y=-2

™{ }t- +1
4

래프는 오른쪽 그림과 같으

므로 최댓값은 t= 1
2일 때,

f{12}=-2{ 12-
1
4 }2̀ +

17
8

=- 1
8+

17
8

=2	�  답 ③

양수 a, b에 대하여 aÛ`>0, bÛ`>0이므로

산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

aÛ`+bÛ`¾2"�aÛ`bÛ` (단, 등호는 aÛ`=bÛ`일 때 성립)
이때 aÛ`+bÛ`=4ab`cos`h이므로

4ab`cos`h¾2ab

∴ cos`h¾ 1
2

blacklabel 특강 참고

f(x)= 2

cosÛ``{x+ p12 }
-

4`cos`{ 5
12p-x}

sin`{x+ 7
12p}

+3에서

cos`{ 5
12p-x}=cos`[p2-{x+

p
12 }]=sin`{x+ p12 },

sin`{x+ 7
12p}=sin`[p2+{x+

p
12 }]=cos`{x+ p12 }

이므로 주어진 함수는

f(x)‌�= 2

cosÛ``{x+ p12 }
-

4`sin`{x+ p12 }

cos`{x+ p12 }
+3	  

=
2`[sinÛ``{x+ p12 }+cosÛ``{x+ p12 }]

cosÛ``{x+ p12 }
	  

� -
4`sin`{x+ p12 }

cos`{x+ p12 }
+3	

=2[tanÛ``{x+ p12 }+1]-4`tan`{x+ p12 }+3	 

=2`tanÛ``{x+ p12 }-4`tan`{x+ p12 }+5

-p3ÉxÉp4에서

함수 y=tan`{x+ p12}의 그래

프가 오른쪽 그림과 같으므로

-1Étan`{x+ p12}É'3

이때 tan`{x+ p
12 }=t로 놓으면

주어진 함수는

15

Â3

O

-1

y=tany

x
3-π

4
π

x+12
π

y‌�=-tÛ`+2at	 �

=-(t-a)Û`+aÛ``(-1ÉtÉ1)

f(t)=-(t-a)Û`+aÛ`이라 하면

Ú	‌� a<-1일 때, -1ÉtÉ1에서� y

t

y=f{t}

a

a@

O
-1 1

 

함수 y=f(t)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같으므로 최댓값은 

	 t=-1일 때, 

	 f(-1)=-1-2a=5

	 2a=-6    ∴ a=-3

Û	-1ÉaÉ1일 때,

	‌� 함수 y=f(t)의 그래프는 오른 y

t

y=f{t}

a
a@

O
-1

1
쪽 그림과 같으므로 최댓값은 

	 t=a일 때,

	 f(a)=aÛ`=5

	 ∴ a=Ñ'5 
	‌� 그런데 -1ÉaÉ1이므로 조건

을 만족시키는 a의 값은 없다.

Ü	 a>1일 때,

	‌� 함수 y=f(t)의 그래프는 오른 y

t

y=f{t}

a

a@

O
-1 1

쪽 그림과 같으므로 최댓값은 

	 t=1일 때, 	  

	 f(1)‌�=-1+2a=5

	‌� 2a=6    ∴ a=3

Ú, Û, Ü에서 구하는 모든 a의 값

은 -3, 3이므로 그 곱은 

(-3)_3=-9	�  답 -9

a>0, b>0이므로 aÛ`+bÛ`=4ab`cos`h의 양변을 ab로 나

누면 

a
b+

b
a=4`cos`h

a>0, b>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

4`cos`h=a
b+

b
a ‌�¾2®É ab_

b
a 	 �

� (단, 등호는 a=b일 때 성립)	
=2

∴ cos`h¾ 1
2

이때 0Éh<p2 이므로 0<cos`hÉ1

∴ 
1
2Écos`hÉ1

2`sinÛ``h+cos`h‌�=2(1-cosÛ``h)+cos`h		
=-2`cosÛ``h+cos`h+2

cos`h=t로 놓으면 
1
2ÉtÉ1이고 주어진 식은

-2tÛ`+t+2=-2{t- 1
4 }2`+

17
8

14

해설.indb   94 22. 9. 7.   오후 4:29



Ⅱ. 삼각함수 | 095

본문 p. 58

y

x
O

-1

1 y=f{x}

π
k

x¡ 2π
k

3
4y=

x™ x£

π
2kx=

또한, 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y= 3
4 의 교점의 x

좌표를 작은 값부터 차례대로 xÁ, xª, x£, y이라 하면 방

정식 f(x)= 3
4의 근은 xÁ, xª, x£, y과 같다.

이때 
xÁ+xª

2 = p
2k 이므로 

xÁ+xª=pk

∴ f(xÁ+xª+x£)‌�=f { pk +x£}=sin`k{pk +x£}	�

=sin`(p+kx£)=-sin`kx£	 �

=-f(x£)=- 3
4 � 답 ③

f(x)=2 sin`px라 하면 -2É2 sin`pxÉ2이므로 함수 

f(x)는 최댓값이 2, 최솟값이 -2이고, 주기가 
2p
p =2

인 함수이다. 

따라서 0ÉxÉ6에서 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그

림과 같다.

y

x
O

2

-2

1 2 3 4 5 6

y=f{x}

함수 y=f(x)-1의 그래프는 함수 y=f(x)의 그래프

를 y축의 방향으로 -1만큼 평행이동한 것이므로 다음 

그림과 같다.

y

xO

1

-3

1 2 3 4 5 6

y=f{x}-1

-1
1
2

5
2

9
2

11
2

7
2

3
2

함수 y=|f(x)-1|의 그래프는 함수 y=f(x)-1의 그

래프에서 x축의 아랫부분을 x축에 대하여 대칭이동한 것

이므로 다음 그림과 같다.

y

xO

3

1 2 3 4 5 65
2

9
2

11
2

7
2

3
2

1
2

1

y=|f{x}-1|

18

y‌�=2tÛ`-4t+5�

O 1

3

-1

y y=2{t-1}@+3

tÂ3

	

=2(t-1)Û`+3 (-1ÉtÉ'3)
이고 이 함수의 그래프가 오른쪽 

그림과 같으므로 최댓값과 최솟값

은 각각 t=-1, t=1일 때 갖는다.

t=-1, 즉 tan`{x+ p12 }=-1

에서

x+ p
12=-p4  {∵ -p4Éx+ p12É

p
3 }

이므로 x=-p3     ∴ a=-p3

이때의 최댓값은 

M=2(-1-1)Û`+3=11

또한, t=1, 즉 tan`{x+ p12 }=1에서

x+ p
12=

p
4  {∵ -p4Éx+ p12É

p
3 }

이므로 x=p6     ∴ b=p6

이때의 최솟값은 m=3

∴ |(a-b)(M+m)|‌�=|{-p3 -
p
6 }_(11+3)|	

=p2 _14=7p� 답 7p

[`
'2`sin`x=sin`y� yy㉠

2`cos`x+cos`y=1� yy㉡
에서

㉠의 양변을 제곱하면 

2`sinÛ``x=sinÛ``y	 yy㉢

㉡에서 1-2`cos`x=cos`y이므로 양변을 제곱하면

4`cosÛ``x-4`cos`x+1=cosÛ``y	 yy㉣

㉢+㉣을 하면

2`sinÛ``x+4`cosÛ``x-4`cos`x+1=sinÛ``y+cosÛ``y

2(1-cosÛ``x)+4`cosÛ``x-4`cos`x+1=1

2-2`cosÛ``x+4`cosÛ``x-4`cos`x=0

cosÛ``x-2`cos`x+1=0

(cos`x-1)Û`=0, cos`x=1

∴ x=0 (∵ 0Éx<2p)
x=0을 ㉠에 대입하면 sin`y=0

∴ y=0 또는 y=p (∵ 0Éy<2p)
그런데 x=0, y=0이면 ㉡에서

2+1=3+1이므로 모순이다.

∴ x=0, y=p
따라서 a=0, b=p이므로 

a+b=p	�  답 ②

함수 f(x)=sin`kx의 주기는 
2p
k 이므로 다음 그림과 같

이 0ÉxÉpk 에서 함수 y=f(x)의 그래프는 직선 x= p
2k

에 대하여 대칭이다.

- p3ÉxÉ p4 이므로 

16

17
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1

-1

O π
2π 3π 4π

y
y=sin`x

x

π7
2

π5
2

π3
2

2
π

0ÉxÉ4p에서 함수 y=sin`x의 그래프는 위의 그림과 

같으므로 sin`x=1을 만족시키는 x의 값은 

x=p2  또는 x=5
2p

따라서 구하는 모든 실근의 합은

p
2 + 5

2p=3p� 답 ③

0ÉxÉp에서 함수 y=cos`x+ 1
2의 그래프를 이용하여 

함수 y=[cos`x+ 1
2 ]의 그래프를 그려 보면 다음 그림

과 같다.

y
y=

x

π2
3

1 O

cos`x+

1

-2

1
2

3
2

π
π
3

  ⇨ 

y

x

π2
3

O

1

-1

y= cos`x+ 1
2

π
π
3

방정식 [cos`x+ 1
2 ]=x-k의 정수해가 존재하려면 두 

함수 y=[cos`x+ 1
2 ], y=x-k의 그래프의 교점 중에

서 x좌표가 정수인 점이 존재해야 한다.

이때 
p
3?1.05, 2

3p?2.09, p?3.14이므로 교점의 x좌

표로 가능한 것은 0, 1, 2, 3이다.

Ú	교점의 x좌표가 0인 경우

	‌� 함수 y=[cos`x+ 1
2 ]의 그래프는 점 (0, 1)을 지나

므로

	 y=x-k에서 1=0-k

	 ∴ k=-1

Û	교점의 x좌표가 1인 경우

	‌� 함수 y=[cos`x+ 1
2 ]의 그래프는 점 (1, 1)을 지나

므로

	 y=x-k에서 1=1-k

	 ∴ k=0

Ü	교점의 x좌표가 2인 경우

	‌� 함수 y=[cos`x+ 1
2 ]의 그래프는 점 (2, 0)을 지나

므로

	 y=x-k에서 0=2-k

	 ∴ k=2

Ý	교점의 x좌표가 3인 경우

	‌� 함수 y=[cos`x+ 1
2 ]의 그래프는 점 (3, -1)을 지

20

0<1< p3

p
3 <2< 2

3 p

2
3 p<3<p

방정식 |f(x)-1|=1
4x의 서로 다른 실근의 개수는 함수 

y=|f(x)-1|의 그래프와 직선 y=1
4x의 교점의 개수와 

같다. 

0ÉxÉ6일 때, 두 함수 y=|f(x)-1|, y=1
4x의 그래프

는 다음 그림과 같다.

y

xO

3

1 2 3 4 5 65
2

9
2

11
2

7
2

3
2

1
2

1

y=|f{x}-1|

1
4y= x

그러므로 함수 y=|f(x)-1|의 그래프와 직선 y= 1
4 x

의 교점의 개수는 11이므로 주어진 방정식의 서로 다른 

실근의 개수도 11이다.	�  답 11

다른 풀이

방정식 |f(x)-1|=1
4x에서

f(x)-1=Ñ 1
4x, f(x)=Ñ 1

4x+1

∴ f(x)=1
4x+1 또는 f(x)=-1

4x+1

즉, 주어진 방정식의 서로 다른 실근의 개수는 두 방정식 

f(x)=1
4x+1, f(x)=-1

4x+1의 서로 다른 실근의 

개수의 합과 같다.

이때 함수 f(x)=2 sin`px는 최댓값과 최솟값이 각각 2, 

-2이고, 주기가 
2p
p =2인 함수이므로 0ÉxÉ6에서 세 

함수 y= f(x), y=1
4x+1, y=-1

4x+1의 그래프는 

다음 그림과 같다.

y

x
O

2

-2

1 2
3 4

5 6

1

1
4y=- x+1

1
4y= x+1y=f{x}

따라서 주어진 방정식의 서로 다른 실근의 개수는 11이다.

sin2023`x-cos2024`x=1에서

sin2023`x=cos2024`x+1    yy㉠

이때 0Écos2024`xÉ1이므로

1Écos2024`x+1É2

또한, -1Ésin2023`xÉ1이므로 ㉠에서 (좌변)=(우변)

이려면

sin2023`x=1이어야 한다.

∴ sin`x=1

19
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본문 pp. 58~59

함수 f(x)=sin`kx+2는 최댓값이 3, 최솟값이 1이고, 

주기가 
2p
k  (k는 자연수)인 함수이다.

또한, 함수 g(x)=3 cos`12x는 최댓값이 3, 최솟값이 	

-3이고, 주기가 
2p
12 = p6 인 함수이다.

A={x|f(x)=a}, B={x|g(x)=a}라 할 때, 

A,B를 만족시키기 위해서는 방정식 f(x)=a의 실근

이 모두 방정식 g(x)=a의 실근이 되어야 하므로 
2p
k , 

4p
k , 

6p
k , y의 값이 모두 

p
6 , 

2p
6 , 

3p
6 , y의 값에 대응

될 수 있어야 한다.

즉, k가 12의 약수이어야 하므로 가능한 k의 값은 1, 2, 

3, 4, 6, 12이다. 

Ú k=1일 때, 

	� f(x)=sin`x+2의 주기가 2p이므로 두 함수 		

y= f(x)와 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

y

x

3

O

-3

π
6

π
3

π
2

f{x}=sin`x+2

g{x}=3`cos`12x

2
3 π

5
6 π

y=a

π

2

	 ∴ A,B

Û k=2일 때, 

	� f(x)=sin`2x+2의 주기가 
2p
2 =p이므로 두 함수 	

y= f(x)와 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

y

x

3

1

O

-3

π
2

π
3

π
4

π
6

f{x}=sin`2x+2

g{x}=3`cos`12x

2
3 π 5

6 π

y=a2

	 ∴ A,B

Ü k=3일 때, 

	� f(x)=sin`3x+2의 주기가 
2p
3 이므로 두 함수 	

y= f(x)와 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

y

x

3

1

O

-3

π
2

π
3

π
6

f{x}=sin`3x+2

g{x}=3`cos`12x

2
3 π 5

6 π

y=a

2

22

주기의 배수

나므로

	 y=x-k에서 -1=3-k

	 ∴ k=4

Ú~Ý에서 주어진 방정식의 정수해가 존재하도록 하는 

k의 값은 -1, 0, 2, 4이므로 그 합은

-1+0+2+4=5� 답 ③

2`cosÛ``x-2`sin`x+2a-3=0에서 

2(1-sinÛ``x)-2`sin`x+2a-3=0  

∴ 2`sinÛ``x+2`sin`x-2a+1=0    yy㉠

0Éx<2p에서 함수 y=sin`x의 그래프는 다음 그림과 

같으므로 방정식 sin`x=t는 t=-1 또는 t=1일 때 하

나의 실근을 갖고, -1<t<1일 때 서로 다른 두 실근을 

갖는다.

O
1

-1

y

x

y=sin`x
y=t

π3
2

π 2π
2
π

방정식 ㉠에서 sin`x=t로 놓으면 2tÛ`-2t-2a+1=0이

고, f(t)=2t Û`+2t-2a+1이라 하면 t에 대한 방정식 

f(t)=0이 서로 다른 두 실근을 가지려면 두 실근으로 

-1, 1을 갖거나 -1<t<1에서 중근 또는 하나의 실근

만을 가져야 한다. 

이때 함수 y= f(t)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같으므로 방정식 f(t)=0

은 두 실근으로 -1, 1을 동시에 가

질 수 없다.

Ú	‌�-1<t<1에서 중근을 가질 때, 	 	

f(t)=2{t+ 1
2 }2`-2a+ 1

2에서 

	 f{- 1
2 }=-2a+ 1

2=0    ∴ a= 1
4

Û	‌�-1<t<1에서 하나의 실근만을 가질 때,

	 ‌�f(-1)f(1)<0이어야 하므로

	 f(-1)‌�=2-2-2a+1	  

=-2a+1,

	 f(1)=2+2-2a+1=-2a+5

	 에서 (-2a+1)(-2a+5)<0

	 (2a-1)(2a-5)<0    ∴ 
1
2<a< 5

2

Ú, Û에서 구하는 상수 a의 값 또는 그 범위는

a= 1
4  또는 

1
2<a< 5

2 � 답 a= 1
4  또는 

1
2 <a< 5

2

t=-1, t=1을 근으로 갖고, tÛ`의 계수가 2인 이차방정식은

2(t+1)(t-1)=0에서 2tÛ`-2=0으로 t의 계수가 0이다.

그런데 방정식 f(t)=0의 t의 계수는 2이므로 방정식 f(t)=0은 

t=-1, t=1을 모두 근으로 가질 수 없다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭� C
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해결단계

➊ 단계
sin`(p`sin`a)+cos`(p`cos`b)=2에서 sin`(p`sin`a),
cos`(p`cos`b)의 값을 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 값과 두 함수 y=sin`a, y=cos`b의 그래

프를 이용하여 a, b의 값을 각각 구한다.

➌ 단계
a+b의 값을 sin`(a+b)+cos`(a+b)에 대입하여 식의 

최솟값을 구한다.

0ÉaÉp, 0ÉbÉp에서

0Ésin`aÉ1, -1Écos`bÉ1이므로

0Ép`sin`aÉp, -pÉp`cos`bÉp
즉, 0Ésin`(p`sin`a)É1, -1Écos`(p`cos`b)É1이므로

sin`(p`sin`a)+cos`(p`cos`b)=2에서

sin`(p`sin`a)=1, cos`(p`cos`b)=1

이때 0Ép`sin`aÉp, -pÉp`cos`bÉp이므로

p`sin`a=p2 , p`cos`b=0 

∴ sin`a=1
2 , cos`b=0

O

1 y=sin`å

π
2
π

6
π å

y

π5
6

y=1
2

1
2

  
O

-1

1
y=cos`∫

2
π

π

y

∫

	 [그림 1]	 [그림 2]

0ÉaÉp에서 함수 y=sin`a의 그래프는 [그림 1]과 같으

므로 방정식 sin`a=1
2  을 만족시키는 a의 값은 

a=p6  또는 a= 5
6p

0ÉbÉp에서 함수 y=cos`b의 그래프는 [그림 2]와 같

으므로 방정식 cos`b=0을 만족시키는 b의 값은 

b=p2

∴ ‌�a+b=p6 +p2 = 2
3p 또는 a+b= 5

6p+
p
2 = 4

3p

Ú	a+b= 2
3p일 때,

	 sin`(a+b)+cos`(a+b)‌�=sin` 23p+cos` 23p	

=
'3
2 -1

2=
'3-1

2

Û	a+b= 4
3p일 때,

	 sin`(a+b)+cos`(a+b)‌�=sin` 43p+cos` 43p	

=-
'3
2 - 1

2 	 

=-
'3+1

2

Ú, Û에서 구하는 최솟값은

-
'3+1

2 � 답 -
'3+1

2

23

=sin`{p- p3 }+cos`{p- p3 }

=sin` p3 -cos` p3

=sin`{p+ p3 }+cos`{p+ p3 }

=-sin` p3 -cos` p3

	 ∴ A,B

Ý k=4일 때, 

	� f(x)=sin`4x+2의 주기가 
2p
4 =p2 이므로 두 함수 

y= f(x)와 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

y

x

3

1

O

-3

π
2

π
3

π
6π

8

f{x}=sin`4x+2

g{x}=3`cos`12x

2
3 π 5

6 π

y=a

2

AÀB

	 ∴ AøB

Þ k=6일 때, 

	� f(x)=sin`6x+2의 주기가 
2p
6 =p3 이므로 두 함수 

y= f(x)와 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

y

x

3

1

O

-3

π
2

π
3

π
6

π
12

f{x}=sin`6x+2

g{x}=3`cos`12x

2
3 π 5

6 π

y=a

2

	 ∴ A,B

ß	k=12일 때,

	� f(x)=sin`12x+2의 주기가 
2p
12=

p
6 이므로 두 함수 

y= f(x)와 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

AÀBy

x

3

1

O

-3

π
2

π
3

π
6π

24

f{x}=sin`12x+2

g{x}=3`cos`12x

2
3 π 5

6 π

y=a
2

	 ∴ AøB

Ú~ß에서 {x|f(x)=a},{x|g(x)=a}를 만족시키

는 자연수 k는 1, 2, 3, 6의 4개이다.� 답 ②

함수 f(x)의 주기가 2pk 이므로 그 주기의 반 pk 가 p6 , p3 , p2 , y일 

때, A,B가 성립한다.

즉, pk = p6 _n (n은 자연수)이므로 k_n=6

따라서 k= 6
n 이고 k가 자연수이므로 조건을 만족시키는 k는 1, 2, 3, 

6이다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭
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본문 p. 59

O

-1

1 y=cos`Ω

6
π Ω

y

π5
6 π7

6
2ππ11

6

Â3
2

Â3
2-

따라서 부등식 ㉠을 만족시키는 h의 값의 범위는

p
6ÉhÉ

5
6p 또는 

7
6pÉhÉ

11
6 p

따라서 h의 값으로 가능하지 않은 것은 ③이다.� 답 ③

0É|cos`2x|É1이므로 0É|p2  cos`2x|Ép2

이때 |p2  cos`2x|=t로 놓으면 0ÉtÉp2 에서

두 함수 y=sin`t, y=cos`t의 그

래프는 오른쪽 그림과 같으므로 

부등식 sin`t¾cos`t를 만족시키

는 t의 값의 범위는

p
4ÉtÉp2  

즉, 
p
4É|

p
2  cos`2x|Ép2 이므로

1
2É|cos`2x|É1

∴ -1Écos`2xÉ-1
2  또는 

1
2Écos`2xÉ1� yy㉠

한편, 함수 y=cos`2x의 주기는 
2p
2 =p이고, 0<xÉ2p

에서 함수 y=cos`2x의 그래프는 다음 그림과 같다.

y

x

1
2
O

1

1
2-

-1

2ππ
6

π
3

2
3 π

4
3 π

5
3 π

5
6 π

7
6 π

11
6 π

y=cos`2x

즉, 0<xÉ2p에서 ㉠을 만족시키는 x의 값의 범위는

0<xÉp6  또는 
p
3ÉxÉ 2

3 p 또는 
5
6pÉxÉ 7

6p 또는 	

4
3pÉxÉ 5

3p 또는 
11
6 pÉxÉ2p 

이때 
p
3<2<2

3 p, 
5
6 p<3<7

6p, 
4
3p<5<5

3p, 

11
6 p<6<2p이므로 자연수 x는 2, 3, 5, 6이다. 

따라서 그 합은

2+3+5+6=16� 답 16

단계 채점 기준 배점

㈎
| p2  cos`2x|=t로 놓고 sin`t¾cos`t를 만족시키는 

t의 값의 범위를 구한 경우
40%

㈏
주어진 부등식을 만족시키는 x의 값의 범위를 구한 

경우
40%

㈐
조건을 만족시키는 x의 값의 범위에 속하는 자연수

를 구하고 그 합을 구한 경우
20%

26

y

tO

1

y=cos`t

π
4

´2
2

y=sin`t

π
2

→ p6<1<p3 , 76p<4<4
3p, 7>2p

0Éx<2p에서 두 함수 y=sin`x, y=cos`x의 그래프는 

다음 그림과 같다.

O

1

-1

 
2ππ

y=sin`x

y=cos`x
4
π

2
π x

y

π5
4

π3
2

부등식 sin`xÉcos`x를 만족시키는 x의 값의 범위는

0ÉxÉp4  또는 
5
4 pÉx<2p	 yy㉠

또한, 2`sinÛ``x-5`cos`x+1¾0에서

2(1-cosÛ``x)-5`cos`x+1¾0

2-2`cosÛ``x-5`cos`x+1¾0

2`cosÛ``x+5`cos`x-3É0

(cos`x+3)(2`cos`x-1)É0

∴ -1Écos`xÉ 1
2 `(∵ -1Écos`xÉ1)

0Éx<2p에서 함수 y=cos`x의 그래프는 다음 그림과 

같다.

O

1

-1

x

y

y=cos`x
3
π 2ππ5

3

1
2

부등식 -1Écos`xÉ 1
2  을 만족시키는 x의 값의 범위는 

p
3ÉxÉ 5

3p	 yy㉡

㉠, ㉡에서 
5
4pÉxÉ 5

3 p이므로  

a=5
4p, b=

5
3 p 

∴ a+b=5
4p+

5
3 p=

35
12 p� 답 

35
12p

f(x)‌�=xÛ`-2x`cos`h+sinÛ``h	  

=xÛ`-2x`cos`h+1-cosÛ``h	 

=(x-cos`h)Û`+1-2`cosÛ``h 
이므로 함수 y=f(x)의 그래프의 꼭짓점의 좌표는

(cos`h, 1-2`cosÛ``h)
이때 꼭짓점과 원점 사이의 거리가 1 이하이므로

"ÃcosÛ``h+(1-2`cosÛ``h)Û`É1

cosÛ``h+(1-2`cosÛ``h)Û`É1

cosÛ``h+1-4`cosÛ``h+4`cosÝ``hÉ1

4`cosÝ``h-3`cosÛ``hÉ0

cosÛ``h(4`cosÛ``h-3)É0

0ÉcosÛ``hÉ 3
4     ∴ -

'3
2 Écos`hÉ '32     yy㉠

0ÉhÉ2p에서 함수 y=cos`h의 그래프는 다음 그림과 

같다.

24

25
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p
3ÉhÉ

p
2

	‌� 이때 min(sin`h, cos`h)+max(cos`h, 1-cos`h)=1

에서 cos`h+1-cos`h=1이므로 주어진 방정식이 항

상 성립한다.

Û	cos`h>1-cos`h일 때,

	 2`cos`h>1에서 cos`h>1
2

	‌�
p
4ÉhÉ

p
2 에서 함수 y=cos`h의 그래프가 위의 그림

과 같으므로 구하는 h의 값의 범위는

	
p
4Éh<

p
3

	‌� 이때 min(sin`h, cos`h)+max(cos`h, 1-cos`h)=1

에서 cos`h+cos`h=1이므로

	 2`cos`h=1, cos`h=1
2     ∴ h=p3

	 그런데 
p
4Éh<

p
3 이므로 조건을 만족시키지 않는다.

Ú, Û에서 방정식을 만족시키는 h의 값의 범위는

p
3ÉhÉ

p
2

따라서 h의 최솟값은 a=p3 , 최댓값은 b=p2 이므로

b-a=p2 -
p
3 =
p
6 � 답 

p
6

2`cosÛ``{x-p3 }-cos`{x+p6 }-1¾0에서

cosÛ``{x-p3 }=1-sinÛ``{x-p3 },

cos`{x+p6 }=cos`[p2 +{x-p3 }]=-sin`{x- p3 }

이므로 주어진 부등식은

2[1-sinÛ``{x-p3 }]-[-sin`{x-p3 }]-1¾0

2-2`sinÛ``{x-p3 }+sin`{x-p3 }-1¾0

2`sinÛ``{x-p3 }-sin`{x-p3 }-1É0

이때 sin`{x-p3 }=A로 놓으면 -1ÉAÉ1이고 주어

진 부등식은 2AÛ`-A-1É0이다.

즉, (2A+1)(A-1)É0이므로 - 1
2ÉAÉ1

∴ -1
2Ésin`{x-p3 }É1

x-p3 =t로 놓으면 0Éx<2p에서 -p3Ét< 5
3 p이므

로 함수 y=sin`t의 그래프는 다음 그림과 같다.

O

1

π

y=sin`t

6-π

t

y

π7
6 π5

3

π3
2

3-π

1-2- 2
Â3

-1

-1
2Ésin`tÉ1을 만족시키는 t의 값의 범위는 

-p6ÉtÉ 7
6p

즉, -p6Éx-p3É
7
6p에서 

p
6ÉxÉ 3

2p

따라서 a=p6 , b= 3
2p이므로

b
a=

3
2p
p
6

=9	�  답 9

p
4ÉhÉ

p
2 에서 두 함수�

O

1 y=sin`Ω

2
π

2
1

4
π

3
π Ω

y

2
Â2

y=cos`Ω

 

y=sin`h, y=cos`h의 	

그래프가 오른쪽 그림과 

같으므로

min(sin`h, cos`h)
=cos`h
Ú	cos`hÉ1-cos`h일 때,

	 2`cos`hÉ1에서 cos`hÉ 1
2

	‌�
p
4ÉhÉ

p
2 에서 함수 y=cos`h의 그래프가 위의 그림

과 같으므로 구하는 h의 값의 범위는

27

0Éx<2p에서 

- p3Éx- p3 <;3%;p

∴ -1Ésin`{x- p3 }É1

28

01 a=30, b=p, c=40	 02 2pÛ`	 03 78	 04 -3
4 	

05 
'2
2 	 06 ①	 07 18

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 60

해결단계

➊ 단계
주어진 함수의 최댓값과 최솟값을 이용하여 a, c의 값을 각

각 구한다.

➋ 단계 주어진 함수의 주기를 이용하여 b의 값을 구한다.

원의 반지름의 길이는 30`cm이고, 페달이 최저점을 지날 

때 지면으로부터의 높이가 10`cm이므로 함수 f(x)의 최

댓값은 2_30+10=70, 최솟값은 10이다. 

즉, f(x)=a`sin`b{x-1
2 }+c에서

|a|+c=70, -|a|+c=10이므로

a+c=70, -a+c=10 (∵ a>0)

위의 두 식을 연립하여 풀면 a=30, c=40

또한, 페달이 한 바퀴 도는 데 2초가 걸리므로 함수 f(x)의 

주기는 2이다. 

즉, 
2p
|b|=2이므로 

2p
b =2`(∵ b>0)

∴ b=p
∴ a=30, b=p, c=40� 답 a=30, b=p, c=40

01
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본문 pp. 59~60

해결단계

➊ 단계
sin`x`cos`y¾0에서 sin`x¾0, cos`y¾0 또는 sin`xÉ0, 
cos`yÉ0임을 안다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 조건을 만족시키는 x, y의 값의 범위를 구

한 후, 이를 좌표평면 위에 나타내어 영역의 넓이를 구한다.

0ÉxÉ2p에서 함수 X=sin`x의 그래프는 [그림 1]과 같

고, 0ÉyÉ2p에서 함수 Y=cos`y의 그래프는 [그림 2] 

와 같다.

O

1

-1

π 2π

2
π x

X X=sin`x
π3

2

[그림 1]

Y=cos`y

O

1

-1

π
2π

2
π y

Y

π3
2

[그림 2]

sin`x`cos`y¾0에서

Ú	sin`x¾0, cos`y¾0일 때,

	‌� 위의 부등식을 만족시키는 x, y의 값의 범위는 

	 [그림 1]에서 0ÉxÉp 또는 x=2p, 

	 [그림 2]에서 0ÉyÉp2  또는 
3
2 pÉyÉ2p 

Û	sin`xÉ0, cos`yÉ0일 때,

	‌� 위의 부등식을 만족시키는 x, y의 값의 범위는 		

[그림 1]에서 x=0 또는 pÉxÉ2p,

	 [그림 2]에서 
p
2ÉyÉ 3

2p

Ú, Û에서 구한 범위를 좌표평면

π3
2

O  2ππ

2π

2
π

x

y

(단, 경계선 포함)

 

위에 나타내면 오른쪽 그림의 어

두운 부분(경계선 포함)과 같으

므로 구하는 영역의 넓이는

2_{p_p2 }+p_p

=pÛ`+pÛ`=2pÛ`
� 답 2pÛ`

해결단계

➊ 단계
x의 범위를 -2pÉx<0과 0ÉxÉ2p인 경우로 나누고 각 

범위에서 방정식 f(x)=1을 만족시키는 x의 값을 구한다.

➋ 단계 ➊ 단계에서 구한 x의 값의 개수와 합을 각각 구한다.

➌ 단계 ➋ 단계에서 구한 값을 이용하여 주어진 식의 값을 구한다.

f(x)‌�=|2 sin`(x+2|x|)+1|	  

=[`
|-2 sin`x+1| (-2pÉx<0)

|2 sin`3x+1|	 (0ÉxÉ2p)
함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=1이 만나는 점의 x좌

표는 방정식 f(x)=1의 근과 같다.

02

03

Ú	-2pÉx<0일 때,

	 방정식 f(x)=1에서 |-2 sin`x+1|=1

	 -2 sin`x+1=1 또는 -2 sin`x+1=-1

	 ∴ sin`x=0 또는 sin`x=1

	 -2pÉx<0에서 함수�

	‌� y=sin`x의 그래프는 오른쪽 

그림과 같으므로

	 sin`x=0에서

	 x=-2p 또는 x=-p

	 sin`x=1에서 x=-3
2 p

	 따라서 방정식 f(x)=1의 모든 근의 합은

	 (-2p)+(-p)+{-3
2p}=-9

2p

Û	0ÉxÉ2p일 때,

	 방정식 f(x)=1에서 |2 sin`3x+1|=1

	 2 sin`3x+1=1 또는 2 sin`3x+1=-1

	 ∴ sin`3x=0 또는 sin`3x=-1

	‌� 이때 3x=t로 놓으면 0É3xÉ6p이므로 함수	  

y=sin`t (0ÉtÉ6p)의 그래프는 다음 그림과 같다.

y

tO

1

-1

y=sin`t

5π

3
2 π

7
2 π

11
2 π

4π3π2ππ 6π

	 sin`t=0에서 t=0, p, 2p, 3p, 4p, 5p, 6p이므로

	 x=0, p3 , 
2
3 p, p, 

4
3 p, 

5
3p, 2p

	 sin`t=-1에서 t=3
2 p, 

7
2p, 

11
2 p이므로

	 x=p2 , 
7
6p, 

11
6 p

	 따라서 방정식 f(x)=1의 모든 근의 합은

	 0+p3+
2
3p+p+

4
3 p+

5
3p+2p+p2 +

7
6p+

11
6 p

	 =21
2 p

Ú, Û에서 방정식 f(x)=1의 근은 모두 13개이므로 

n=13이고, 그 합은

xÁ+xª+x£+y+xn‌�=xÁ+xª+x£+y+xÁ£	  

={-9
2p}+

21
2 p	 	

=6p

∴ 
n
p (xÁ+xª+x£+y+xn)�=

13
p _6p		

=78� 답 78

다른 풀이

함수 f(x)=|2 sin`(x+2|x|)+1|의 그래프를 직접 그

린 후, 삼각함수의 주기와 대칭성을 이용하여 주어진 식의 

값을 구할 수도 있다.

함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=1의 교점의 x좌표를 

y

x

1

-1

O3
2 π- -π-2π

y=sin`x
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작은 순서대로 xÁ, xª, x£, y, xn이라 하면

f(x)=[`
|-2 sin`x+1| (-2pÉx<0)

|2 sin`3x+1|	 (0ÉxÉ2p)
이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

y

xO

2
3 π-2π 1

3 y=f{x}

-π 2π
x¡ x™ x£ x¢ x∞ xß x• x¡º x¡¡

x¡™
x¡£

xªx§

4
3 π

y=1

함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=1의 교점은 모두 13

개이므로 n=13

-2pÉx<0에서 생기는 교점의 x좌표가 xÁ, xª, x£이

고, xÁ, x£은 직선 x=xª에 대하여 대칭이므로

xª=
xÁ+x£

2

∴ xÁ+xª+x£=xÁ+
xÁ+x£

2 +x£

=;2#;(xÁ+x£)

=;2#;(-2p-p)

=;2#;_(-3p)=-;2(;p    yy㉠

0ÉxÉ2p에서 생기는 교점의 x좌표가 x¢, x°, x¤, y, 

xÁ£이고, x¢=0, x°, x¦은 직선 x=x¤에 대하여 대칭, x¥, 

xÁ¼은 직선 x=x»에 대하여 대칭, xÁÁ, xÁ£은 직선 x=xÁª

에 대하여 대칭이다.

즉, x¤=
x°+x¦

2 , x»=
x¥+xÁ¼

2 , xÁª=
xÁÁ+xÁ£

2 이므로

x¢+x°+x¤+y+xÁ£

=0+;2#;(x°+x¦)+;2#;(x¥+xÁ¼)+;2#;(xÁÁ+xÁ£)

=3
2 (x°+x¦+x¥+xÁ¼+xÁÁ+xÁ£)        yy㉡

또한, x°, x¥은 직선 x=x¦에 대하여 대칭이고, xÁ¼, xÁ£

은 직선 x=xÁÁ에 대하여 대칭이므로

x¦=
x°+x¥

2 에서 x°+x¥=2x¦, xÁÁ=
xÁ¼+xÁ£

2

위의 식을 ㉡에 대입하면

3
2 (x°+x¦+x¥+xÁ¼+xÁÁ+xÁ£)

=3
2 [3x¦+3

2 (xÁ¼+xÁ£)]

=3
2 [3_

2
3p+

3
2 {

4
3p+2p}]

=;2#;_7p

=21
2 p                                                yy㉢

따라서 ㉠, ㉢에서

n
p (xÁ+xª+x£+y+xn)‌�=

13
p _{-9

2p+
21
2 p}	 

=13
p _6p=78

해결단계

➊ 단계
cos`x=X, sin`x=Y로 치환하고 XÛ`+YÛ`=1임을 파악

한다.

➋ 단계
주어진 함수에 cos`x=X, `sin`x=Y를 대입하여 직선의 

방정식을 구한다.

➌ 단계

원의 중심 (0, 0)과 ➋ 단계에서 구한 직선 사이의 거리가 

원의 반지름의 길이인 1보다 작거나 같음을 이용하여 최댓

값을 구한다.

cos`x=X, sin`x=Y로 놓으면 cosÛ̀ `x+sinÛ̀ `x=1이므로

XÛ`+YÛ`=1	 yy㉠

또한, y= sin`x+2
cos`x-1 에서 y= Y+2

X-1  (X+1)이므로

Y+2=y(X-1)

yX-Y-y-2=0	 yy㉡

이때 오른쪽 그림의�  

XY좌표평면에서 원 

㉠과 직선 ㉡이 만나려

면 원의 중심 (0, 0)과 

직선 ㉡ 사이의 거리가 

원의 반지름의 길이인 1보다 작거나 같아야 하므로 

|-y-2|
"ÃyÛ`+(-1)Û`

É1, |y+2|É"ÃyÛ`+1

|y+2|¾0, "ÃyÛ`+1¾0이므로 위의 부등식의 양변을 제

곱하면 

(y+2)Û`ÉyÛ`+1, 4yÉ-3    ∴ yÉ- 3
4

따라서 구하는 최댓값은 - 3
4이다.� 답 - 3

4

다른 풀이

sin`x=X, cos`x=Y로 놓으면 sinÛ̀ `x+cosÛ̀ `x=1이므로

XÛ`+YÛ`=1

또한, y= sin`x+2
cos`x-1 에서 y=X+2

Y-1  (Y+1)이므로

y(Y-1)=X+2

∴ X-yY+y+2=0    yy㉢

이때 ㉢은 XY좌표평면에서 점 (-2, 1)을 지나는 직선

이고, y는 기울기의 역수이므로 y가 최대이려면 직선 ㉢의 

기울기가 최소이어야 한다.

원 XÛ`+YÛ`=1과 직선 ㉢

을 XY좌표평면 위에 나

타내면 오른쪽 그림과 같

고, 직선 ㉢의 기울기가 최

소인 경우는 직선 ㉢이 직

선 l과 같이 원과 접할 때이다.

따라서 직선 ㉢과 원 XÛ`+YÛ`=1의 중심 (0, 0) 사이의 

거리는 반지름의 길이인 1과 같아야 하므로

|y+2|
"Ã1+(-y)Û`

=1, |y+2|="Ã1+yÛ`

위의 식의 양변을 제곱하면

yÛ`+4y+4=1+yÛ`, 4y=-3    ∴ y=- 3
4

04

O

1

-1

-1

1 X

X@+Y@=1
Y=yX-y-2

Y

㉢

O

l

1

-1
-2

-1

1
X

X@+Y@=1
Y
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본문 p. 60

따라서 y의 최댓값은 - 3
4 이다.

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 다양한 풀이 방법이 있는데, cos`x=X, sin`x=Y로 치환

하여 그래프로 푸는 것이 가장 간단하다. 또한, 문제를 푸는 과정에서 

XÛ`+YÛ`=1로 XY좌표평면에 반지름의 길이가 1인 원을 그리는 접

근을 하는 학생들은 드물지만 삼각함수를 치환하여 복잡한 그래프나 

h의 값을 하나하나 구하지 않아도 쉽게 문제를 해결할 수 있는 좋은 

방법이다. 

해결단계

➊ 단계
2t- p3 =h로 놓고, 삼각형 ABC의 넓이를 h에 대한 식으

로 나타낸다. 

➋ 단계
조건을 만족시키는 h의 값의 범위를 구하고 이때의 t의 값

의 범위를 구한다.

➌ 단계 a와 b의 값을 각각 구한 후, sin (b-a)의 값을 구한다. 

점 C{sin`{2t-p3 }, cos`{2t-
p
3 }}에서

2t-p3 =h로 놓으면 C(sin`h, cos`h)

0Ét< 5
12p이므로 -p3É2t-p3<

p
2

∴ -p3Éh<
p
2

즉, cos`h>0이므로 삼각형 ABC의 넓이는

△ABC‌�= 1
2_[2-{-

1
2 }]_cos`h	  

= 5
4 `cos`h

삼각형 ABC의 넓이가  
5'2
8  이상이 되어야 하므로

5
4 `cos`h¾

5'2
8 에서 cos`h¾

'2
2

-p3Éh<
p
2 에서 함수	

y=cos`h의 그래프는 오른쪽 

그림과 같으므로 

-p4ÉhÉ
p
4

즉, -p4É2t-p3É
p
4 이므로

p
12É2tÉ 7

12p

∴ 
p
24ÉtÉ 7

24p

따라서 a= p24 , b= 7
24p이므로

sin`(b-a)‌�=sin`{ 7
24p-

p
24 }	 

=sin`p4 =
'2
2 � 답 

'2
2

05

y

ΩOπ
3- O

y=cos`Ω
1

π
4- π

4
π
2

1
2

´2
2

- p3 Éh<
p
2 에서 두 함수 

y=sin`h, y=cos`h의 그래	

프가 오른쪽 그림과 같으므로

- '32 Ésin`h<1,

0<cos`hÉ1이다.

또한, sinÛ``h+cosÛ``h=1이므

로 점 C는 원 xÛ`+yÛ`=1 위
의 점이다.

따라서 세 점 A{- 1
2 , 0}, B(2, 0), C(sin`h, cos`h)를 좌표평면 위

에 나타내면 다음 그림과 같다.

y

x1
2-

C

A
O

B
21

x@+y@=1 1

´3
2-

blacklabel 특강 참고

y

ΩOπ
3-

´3
2-

π
2

1
2

1

y=sin`Ω

y=cos`Ω

해결단계

➊ 단계 주어진 방정식을 sin`x에 대한 식으로 정리한다.

➋ 단계

sin`x=t로 치환하여 주어진 방정식을 t에 대한 식으로 바

꾼 후, 주어진 방정식이 서로 다른 세 실근을 갖도록 하는 t
의 조건을 구한다.

➌ 단계
점 (a, b)의 자취의 방정식을 구하고, 그 자취를 좌표평면 

위에 나타낸 것을 찾는다.

cosÛ``x+a`sin`x-b=0에서

1-sinÛ``x+a`sin`x-b=0

∴ sinÛ``x-a`sin`x+b-1=0 

이때 sin`x=t로 놓으면 0ÉxÉp에서 0ÉtÉ1이고 주

어진 방정식은

tÛ`-at+b-1=0    yy㉠

0ÉxÉp에서 함수�

O

1 y=sin`x

π
2
π x

y

y=t
y=sin`x의 그래프가 오른	

쪽 그림과 같으므로 	

0Ét<1일 때, 방정식 

sin`x=t는 항상 서로 다른 두 실근을 갖는다.

따라서 x에 대한 방정식 sinÛ̀ `x-a`sin`x+b-1=0이 서

로 다른 세 실근을 가지려면 t에 대한 방정식 ㉠이 서로 

다른 두 실근을 갖고 그 중에서 한 근이 t=sin`x=1이어

야 한다.

㉠에 t=1을 대입하면 

1Û`-a+b-1=0    ∴ b=a

즉, tÛ`-at+a-1=0에서

(t-1){t-(a-1)}=0  

∴ t=1 또는 t=a-1

또한, t에 대한 방정식 tÛ`-at+b-1=0의 나머지 한 근

이 0Ét<1을 만족시켜야 하므로

0Éa-1<1    ∴ 1Éa<2

따라서 점 (a, b)의 자취의 방정식은 b=a`(1Éa<2)이

므로 자취를 좌표평면 위에 나타내면 ①과 같다.	� 답 ①

06
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서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 좀 어렵게 느껴질 수 있지만 이차방정식과 삼각함수를 연관

시킨 문제가 수능 또는 학교 시험에서 자주 출제되므로 잘 알아두어야 

한다. 

우선 주어진 식을 sin`x에 대한 식으로 바꾸면 

sinÛ``x-a`sin`x+b-1=0이고 이 방정식이 서로 다른 세 실근을

가지려면 sin`x=t로 치환한 방정식 tÛ`-at+b-1=0이 실근 t=1, 
0Ét<1인 하나의 실근을 가져야 함을 알아야 한다. 왜냐하면 두 근

이 모두 0Ét<1을 만족시키면 주어진 방정식은 서로 다른 네 실근을 

갖기 때문이다.

해결단계

➊ 단계
n에 1, 2, 3, y을 대입하여 함수 y= f(x)의 그래프를 그

린다.

➋ 단계
0<k<1임을 이용하여 정수인 f(t)의 값은 0 또는 1뿐임

을 파악한다.

➌ 단계
f(t)=0, f(t)=1을 만족시키는 t의 개수를 구한 후,

g(a)=85가 되도록 하는 a의 값을 구한다.

➍ 단계 loga`
1
2 의 값을 구한다.

두 함수 y=2k2n-1`sin` p2 x, y=-2k2n`sin`p2 x는 모두 

주기가 2pp
2

=4이고, x=4n-4, x=4n-2, x=4n에서

의 함숫값이 모두 0이며 최댓값이 각각 2k2n-1, 2k2n이다.

n에 1, 2, 3, y을 대입하여 함수 y= f(x)를 구하면

n=1일 때, f(x)=

(

{

9

2k`sin`p2 x� (0Éx<2)

-2kÛ``sin`p2 x (2Éx<4)

n=2일 때, f(x)=

(

{

9

2kÜ``sin`p2 x� (4Éx<6)

-2kÝ``sin`p2 x (6Éx<8)

n=3일 때, f(x)=

(

{

9

2kÞ``sin`p2 x� (8Éx<10)

-2kß``sin`p2 x (10Éx<12)

y

이므로 함수 y= f(x)의 그래프를 좌표평면에 나타내면 

다음 그림과 같다.

O 1 2 3

…

…4 5 6 7 8 x

y
2k
2k@2k#
2k$

2k%)
2k$(

96 97 98 99 100

이때 모든 자연수 n에 대하여

0<k<1에서 0<2kn<2이므로 f(t)의 값이 가질 수 있

는 정수는 0과 1뿐이다.

Ú	 f(t)=0일 때,

	‌� 위의 식을 만족시키는 t는 0, 2, 4, y, 98의 50개이다.

Û	 f(t)=1일 때,

	‌� 위의 식을 만족시키는 t의 개수는 k의 값에 따라 다음

과 같이 나눌 수 있다.

07

1 ③	 2 480	 3 ④	

이것이 수능	 p. 61

	‌� 2k=1, 즉 k= 1
2이면 f(t)=1을 만족시키는 t의 개

수는 1

	‌� 2kÛ`=1, 즉 k={ 12 }
;2!;
이면 f(t)=1을 만족시키는 t의 

개수는 2+1

	‌� 2kÜ`=1, 즉 k={ 12 }
;3!;
이면 f(t)=1을 만족시키는 t의 

개수는 2+2+1

	     y

	‌� 2km=1, 즉 k={ 12 }
;m!;;

 (m은 자연수)이면 f(t)=1

을 만족시키는 t의 개수는

	 2_(m-1)+1=2m-1

Ú, Û에서 f(t)의 값이 정수가 되도록 하는 t의 개수는

g ¦{ 12 }
;m!;;

¥‌�=50+(2m-1)	  

=2m+49

즉, 2m+49=85에서 2m=36

∴ m=18

따라서 a={ 12 }
;m!;;
={ 12 }

;1Á8;
이므로

loga`
1
2=log{;2!;};1Á8;`

1
2=18� 답 18

Û 에서 2km`(m은 자연수)의 값이 1이 되는 경우를 기준으로 하여 t
의 개수를 구하는 이유를 알아보자.

f(t)=0이 되도록 하는 t의 개수가 50이고, f(t)의 값이 정수가 되

도록 하는 t의 총개수가 85이므로 f(t)=1이 되도록 하는 t의 개수

는 85-50=35이어야 한다.

O x2m-2

2km

2km+1

2m-1
2m......

y

y=1
y=1

2km=1이면 직선 y=1과 함수 y= f(x)의 그래프는 위의 그림과 같

이 x=2m-1일 때 접한다. 이때 구간 0<x<2, 2<x<4,
4<x<6, y, 2m-4<x<2m-2마다 직선 y=1과 함수 y= f(x)
의 그래프의 교점의 개수는 2이므로 f(t)=1이 되도록 하는 t의 개수

가 35인 k의 값을 구할 수 있다.

그러나 2km<1<2km-1이면 구간 0<x<2, 2<x<4, 4<x<6, 
y, 2m-2<x<2m마다 직선 y=1과 함수 y= f(x)의 그래프의 

교점의 개수는 모두 2이므로 f(t)=1이 되도록 하는 t의 개수는 짝

수이다. 즉, f(t)=1이 되도록 하는 t의 개수가 35인 k의 값이 존재

하지 않으므로 2km=1이 되는 경우만을 따져도 된다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭
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2_ 2p
p
5

=20 

	 ∴ a°=20

Û n=6일 때,

	 함수 y=|sin`6x|의 주기는 
p
6 이므로

	� 0ÉxÉ2p에서 방정식 |sin`6x|= 2
3의 서로 다른 실

근의 개수는 2_ 2p
p
6

=24

	� 또한, 함수 y=|sin`6x|의 그래프는 직선 x=p에 대

하여 대칭이므로 교점의 x좌표를 작은 것부터 차례대

로 xÁ, xª, x£, y, x24라 하면

	
xÁ+x24

2 =xª+x23

2 =x£+x22

2 =y=x12+x13

2 =p

	 ∴ xÁ+x24=xª+x23=x£+x22=y=x12+x13=2p
	 ∴ b¤=12_2p=24p
Ú, Û 에서 a°b¤=20_24p=480p이므로

k=480� 답 480

해결단계

➊ 단계
ak의 값은 0ÉxÉ2p에서 방정식 sin`x=sin`{ k

6 p}의 서

로 다른 실근의 개수임을 확인한다. 

➋ 단계 k=1, 2, 3, 4, 5일 때의 ak의 값을 각각 구한다.

➌ 단계 ➋ 단계에서 구한 각 ak의 값의 합을 구한다. 

곡선 y= f(x)와 직선 y=sin`{ k6 p}의 교점의 개수는 방

정식 f(x)=sin`{ k6 p}의 서로 다른 실근의 개수와 같다.

Ú 0ÉxÉk
6p일 때,

	 f(x)=sin`x이므로

	 sin`x=sin`{ k6 p}

Û 
k
6p<xÉ2p일 때,

	 f(x)=2 sin`{ k6 p}-sin`x이므로

	� 2 sin`{k6p}-sin`x=sin`{ k6 p}에서 

	 sin`x=sin`{ k6 p}

Ú, Û 에서 aû는 0ÉxÉ2p에서 방정식 	

sin`x=sin`{ k6 p}의 서로 다른 실근의 개수와 같다.

k=1, 5일 때, sin`{ k6 p}=
1
2

즉, 방정식 sinx= 1
2 의 서로 다른 실근의 개수는 각각 2

이므로 

aÁ=a°=2

3

해결단계

➊ 단계
삼각형 OAB의 넓이가 5임을 이용하여 두 양수 a, b에 대

한 관계식을 구한다.

➋ 단계
두 직선 OA와 OB의 기울기의 곱이 

5
4임을 이용하여 두 

양수 a, b에 대한 관계식을 구한다.

➌ 단계
➊ 단계와 ➋ 단계에서 구한 두 관계식을 연립하여 a, b의 값

을 각각 구하고 a+b의 값을 구한다. 

함수 y=a sin`bpx의 주기는 
2p
bp=

2
b이므로 

ABÓ= 2
b

이때 삼각형 OAB의 넓이가 5이므로

1
2_a_ 2

b=5

즉, 
a
b=5이므로 a=5b                           `yy㉠

또한, 두 점 A, B의 x좌표는 각각 
1
2b , 

5
2b 이므로

A{ 1
2b , a}, B{ 5

2b , a}

직선 OA의 기울기와 직선 OB의 기울기의 곱이 
5
4이므로

a
1
2b

_ a
5
2b

=2ab_ 2ab
5

               = 4aÛ`bÛ`
5 = 5

4

에서 aÛ`bÛ`= 25
16 이므로 ab= 5

4  (∵ ab>0)    yy㉡

㉠을 ㉡에 대입하면

5bÛ`= 5
4 , bÛ`= 1

4     ∴ b= 1
2  (∵ b>0)

즉, a= 5
2 , b= 1

2 이므로

a+b=3� 답 ③

해결단계

➊ 단계
n=5일 때, 방정식 |sin`5x|=2

3 의 서로 다른 실근의 개

수 a°의 값을 구한다.

➋ 단계

n=6일 때, 함수 y=|sin`6x|의 그래프가 직선 x=p에 

대하여 대칭임을 이용하여 방정식 |sin`6x|=2
3 의 서로 

다른 모든 실근의 합 b¤의 값을 구한다.

➌ 단계 ➊ 단계와 ➋ 단계에서 구한 값을 이용하여 k의 값을 구한다. 

Ú n=5일 때, 

	 함수 y=|sin`5x|의 주기는 
p
5 이고, 

	� 0ÉxÉp5 에서 함수 	

y=|sin`5x|의 그래프는 

오른쪽 그림과 같으므로 

0ÉxÉ2p에서 방정식 

|sin`5x|= 2
3 의 서로 다른 실근의 개수는 	

1

2

y

xO

1

π
5

2
3

y=|sin`5x|
y=
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A n s w e r

사인법칙과 코사인법칙07

01 30	 02 ⑤	 03 ⑤	 04 ⑤	 05 ④

06 ③	 07 4'6	 08 
15'3
4

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 p. 63

△ABD에서 ∠A=180ù-(50ù+40ù)=90ù

즉, △ABD는 직각삼각형이므로 BDÓ는 원의 지름이다.

이때 원의 반지름의 길이를 R라 하면 2R=20'3
따라서 △ABC에서 사인법칙에 의하여

ACÓ
sin`(50ù+70ù) ‌�=2R, 

ACÓ
'3
2

=20'3

∴ ACÓ=20'3_ '32 =30� 답 30

6`sin`A=2'3`sin`B=3`sin`C=k라 하면

sin`A= k
6 , sin`B= k

2'3
, sin`C= k

3

∴ sin`A`:`sin`B`:`sin`C‌�= k
6 `:`

k
2'3 `

:` k3 	  

=1`:`'3`:`2
따라서 △ABC에서 ∠C=90ù, ∠B=60ù, ∠A=30ù이

므로 ∠A의 크기는 30ù이다.� 답 ⑤

∠A+∠B+∠C=180ù에서

∠C=180ù-(60ù+75ù)=45ù

사인법칙에 의하여 
BCÓ

sin`A= ABÓ
sin`C

BCÓ
sin`60ù=

4'6
sin`45ù

∴ BCÓ‌�=
4'6

sin`45ù_sin`60ù	  

=
4'6
'2
2

_ '32 =12(km)� 답 ⑤

다른 풀이

오른쪽 그림과 같이 점 B에서 	

ACÓ에 내린 수선의 발을 D라 하면

∠ABD=30ù, ∠CBD=45ù

△ABD에서

ABÓ`:`ADÓ`:`BDÓ=2`:`1`:`'3이므로

4'6`:`ADÓ`:`BDÓ=2`:`1`:`'3

01
반원에 대한 원주각의 크기는 90ù이므로 BDÓ는 원의 지름이다.

sin`(180ù-60ù)
=sin`60ù

02

=a`:̀ b`:̀ c

03

4Â6`km
A B

C

D

60æ 30æ
45æ

k=2, 4일 때, sin`{ k6 p}=
'3
2  

즉, 방정식 sin`x= '32 의 서로 다른 실근의 개수는 각각 

2이므로

aª=a¢=2

k=3일 때, sin`{ k6 p}=1

즉, 방정식 sin`x=1의 서로 다른 실근의 개수는 1이므로

a£=1

∴ aÁ+aª+a£+a¢+a°=2+2+1+2+2=9� 답 ④

다른 풀이

다음 그림은 k의 값에 따른 두 곡선 y= f(x), y=sin`x

와 직선 y=sin`{ k6 p}를 좌표평면 위에 나타낸 것이다.

각 그림에서 곡선 y= f(x)와 직선 y=sin`{ k6 p}의 교

점의 개수 ak를 구하면 다음과 같다.

Ú k=1일 때, aÁ=2

	

y

xO

y=f{x}

π
6

π
6

2π
y=sin`x

y=sin
5
6 π

Û k=2일 때, aª=2

	

y

xO

y=f{x}

π
3

π
3 π 2π

y=sin`x

y=sin

2
3

Ü k=3일 때, a£=1

	

y

xO

y=f{x}

π
2

π
2

2π
y=sin`x

y=sin

Ý k=4일 때, a¢=2

	

y

xO

y=f{x}

2π
y=sin`x

y=sin

2
3 π

π
3

2
3 π

Þ k=5일 때, a°=2

`	

y

xO

y=f{x}

π
6 π 2π

y=sin`x

y=sin
5
6

π56

Ú~Þ 에서 

aÁ+aª+a£+a¢+a°=2+2+1+2+2=9
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∴ ADÓ=2'6 (km), BDÓ=6'2 (km)

또한, △BCD에서 ∠BCD=45ù이므로

BDÓ`:`CDÓ`:`BCÓ=1`:`1`:`'2
6'2`:`CDÓ`:`BCÓ=1`:`1`:`'2
∴ CDÓ=6'2 (km), BCÓ=12 (km)

∠A=2a, ADÓ=x라 하면 삼각형의 내각의 이등분선의 

성질에 의하여

BDÓ`:`CDÓ=ABÓ`:`ACÓ=6`:`4=3`:`2

이때 BCÓ=5'3이므로

BDÓ=3'3, CDÓ=2'3
△ABD에서 코사인법칙의 변형에 의하여

cos`a=
6Û`+xÛ`-(3'3 )̀ Û`

2_6_x = xÛ`+9
12x

△ADC에서 코사인법칙의 변형에 의하여

cos`a=
4Û`+xÛ`-(2'3 )̀ Û`

2_4_x = xÛ`+4
8x

즉, 
xÛ`+9
12x = xÛ`+4

8x 에서 xÛ`-6=0

∴ x='6 (∵ x>0)� 답 ⑤

삼각형의 각의 이등분선의 성질

A

B
D

C

  

A

B C D

삼각형 ABC에서

∠A의 이등분선이 변 BC와 만나는 점 또는 ∠A의 외각의 이등분선

이 변 BC의 연장선과 만나는 점을 D라 하면

    ABÓ`:`ACÓ=BDÓ`:`CDÓ

blacklabel 특강 필수 개념

△ABC에서 코사인법칙에 의하여

BCÓ Û`‌�=4Û`+2Û`-2_4_2_cos`60ù	 	

=16+4-2_4_2_1
2=12

∴ BCÓ=2'3(km) (∵ BCÓ>0)

이때 학교를 세우려는 지점을 P라 하면 점 P는 세 지점 

A, B, C로부터 같은 거리에 있으므로 △ABC의 외접원

의 중심이다.

즉, PCÓ는 △ABC의 외접원의 반지름의 길이이므로

△ABC에서 사인법칙에 의하여

2'3
sin`60ù=2 PCÓ, 

2'3
'3
2

=2 PCÓ

4=2 PCÓ    ∴ PCÓ=2(km)

따라서 구하는 거리는 2`km이다.� 답 ④

04

05

C 

다른 풀이

C에서 ABÓ=4`km, BCÓ=2'3`km, CAÓ=2`km

4Û`=(2'3)Û`+2Û`이므로 △ABC는 ∠C=90ù인 직각삼각

형이다.

따라서 학교를 세우려는 지점은 △ABC의 외접원의 중

심, 즉 외심이고, 직각삼각형의 외심은 빗변의 중점과 일

치하므로 지점 C와 학교를 세우려는 지점 사이의 거리는 

1
2_4=2(km)

△ABC의 외접원의 반지름의 길이를 R라 하면 사인법칙

과 코사인법칙의 변형에 의하여

sin`A= a
2R , sin`C= c

2R , cos`B= cÛ`+aÛ`-bÛ`
2ca 이므로

2`sin`A`cos`B=sin`C에서

2_ a
2R_ cÛ`+aÛ`-bÛ`

2ca = c
2R

cÛ`+aÛ`-bÛ`=cÛ`, aÛ`-bÛ`=0

(a+b)(a-b)=0    ∴ a=b (∵ a>0, b>0)

따라서 △ABC는 a=b인 이등변삼각형이다.� 답 ③

△DBC는 직각삼각형이므로 피타고라스 정리에 의하여

BDÓ="Ã4Û`+3Û``='¶25=5

또한, △ABD에서 코사인법칙의 변형에 의하여

cos`A=7Û`+4Û`-5Û`
2_7_4 =40

56=
5
7

∴ sin`A=®É1-{ 57 }2`=®É
24
49 `=

2'6
7

∴ △ABD‌�=1
2_7_4_sin`A	  

=1
2_7_4_

2'6
7 =4'6� 답 4'6

다른 풀이

△DBC는 직각삼각형이므로 피타고라스 정리에 의하여

BDÓ="Ã4Û`+3Û``='¶25=5

따라서 △ABD에서 s=7+4+5
2 =8이라 하면 헤론의 

공식에 의하여

△ABD�="Ã8(8-7)(8-4)(8-5)	  

='Ä8_1_4_3=4'6

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이런 유형의 문제는 내신에 자주 출제되므로 주의하여 알아두어야 한

다. 코사인법칙은 삼각형의 세 변의 길이만 알면 어떤 각도 코사인값

을 구할 수 있다는 점에서 유용하다. 코사인값을 알면 사인값, 탄젠트

값은 저절로 얻을 수 있으므로 코사인법칙은 아주 유용한 법칙이다. 

이 문제에서는 △ABD의 넓이를 구해야 하므로 적어도 두 변의 길이

와 끼인각의 크기를 알아야 한다. 이때 BDÓ=5임을 쉽게 알 수 있으

므로 어느 한 각의 크기를 코사인법칙으로 구하고 이를 이용하여 사

인값을 쉽게 구할 수 있다.

06

07
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A n s w e r

01 ④	 02 
33
8 	 03 ④	 04 4'3	 05 23	

06 ⑤	 07 ⑤	 08 7	 09 30`m	 10 
9'5
40 `cmÛ`	

11 ⑤	 12 ①	 13 291	 14 ④

15 a=b인 이등변삼각형 또는 ∠C= p2 인 직각삼각형	 16 ④	

17 
25
4 	 18 ③	 19 ③	 20 2'3	 21 ③	

22 ⑤	 23 103	 24 14	 25 12	 26 ⑤	

27 4'7

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 64~67

원 O의 반지름의 길이를 R라 하면 네 삼각형 ABC, 

ABD, ABE, ABF에서 사인법칙의 변형에 의하여

sin`(∠CAB)=BCÓ
2R =1

5이므로

sin`(∠DAB)‌�=BDÓ
2R =2BCÓ

2R =2_BCÓ
2R 	 

=2_1
5=

2
5

sin`(∠EAB)‌�=BEÓ
2R =3BCÓ

2R =3_BCÓ
2R 	  

=3_1
5=

3
5

01

sin`(∠FAB)‌�=BFÓ
2R =4BCÓ

2R =4_BCÓ
2R 	  

=4_1
5=

4
5

∴ ‌�sin`(∠DAB)+sin`(∠EAB)+sin`(∠FAB)	

=2
5+

3
5+

4
5=

9
5 � 답 ④

(b+c)`:`(c+a)：(a+b)=5`:`6`:`7에서

b+c=5k, c+a=6k, a+b=7k라 하고

위의 세 식을 연립하여 풀면

a=4k, b=3k, c=2k

이때 △ABC에서 외접원의 반지름의 길이를 R라 하면 사

인법칙에 의하여 
a

sin`A= b
sin`B= c

sin`C=2R이므로

sin`A= a
2R= 4k

2R

sin`B= b
2R= 3k

2R

sin`C= c
2R= 2k

2R

∴ ‌�sinÜ``A+sinÜ``B+sinÜ``C
sin`A`sin`B`sin`C 	  

=
{ 4k2R }3`+{

3k
2R }3`+{

2k
2R }3`

4k
2R_ 3k

2R_ 2k
2R

	  

=64kÜ`+27kÜ`+8kÜ`
24kÜ`

=99
24=

33
8 � 답 

33
8

사인법칙의 변형에 의하여

a`:`b`:`c=sin`A`:`sin`B`:`sin`C이므로

sin`A, sin`B, sin`C의 값에 각각 a, b, c를 대입하여 계산해도 결과

는 같다.

blacklabel 특강 참고

∠A+∠B+∠C=180ù에서

∠C=180ù-(45ù+75ù)=60ù

이므로 사인법칙에 의하여

ACÓ
sin`45ù=

4'3
sin`60ù

∴ ACÓ=4'2
이때 ∠APC=x`(45ùÉx<120ù)라 하고 △APC의 외

접원의 반지름의 길이를 R라 하면 사인법칙에 의하여

2R= ACÓ
sin`x=

4'2
sin`x¾4'2 {∵ 

'2
2 <sin`xÉ1}

따라서 △APC의 외접원의 지름의 최솟값은 4'2이다.

� 답 ④

02

03 A

B P C

75æ

45æ 60æ

4Â3

x

점 P가 점 B 위에 있을 때

점 P가 점 C로 가까이 갈 때

오른쪽 그림과 같이 ACÓ를 긋고

x

A

C

B D
1

120æ

3 3

 

CDÓ=x라 하면 △ABC에서 코

사인법칙에 의하여 

ACÓ Û`	 �

=1Û`+3Û`-2_1_3_cos`120ù	 

=1+9-2_1_3_{- 1
2 }	 	

=13

이때 사각형 ABCD가 원에 내접하므로

∠B+∠D=180ù, 120ù+∠D=180ù    ∴ ∠D=60ù

또한, △ACD에서 코사인법칙에 의하여

13=3Û`+xÛ`-2_3_x_cos`60ù

13=9+xÛ`-2_3_x_1
2

xÛ`-3x-4=0, (x+1)(x-4)=0

∴ x=4 (∵ x>0)

∴ ‌�ABCD	 	

=△ABC+△ACD		

= 1
2_3_1_sin`120ù+1

2_3_4_sin`60ù	  

= 1
2_3_1_

'3
2 +1

2_3_4_
'3
2 	  

=
3'3
4 +3'3=15'3

4 � 답 
15'3

4

08

원에 내접하는 사각형의 마주보는 대각의 크기의 합은 180ù이므로
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본문 pp. 63~65

다른 풀이

∠A+∠B+∠C=180ù에서

∠C=180ù-(45ù+75ù)=60ù

△APC의 외접원의 반지름의 길이를 R라 하면 사인법칙

에 의하여

2R= APÓ
sin`60ù=

2
'3

 APÓ    yy㉠

즉, APÓ의 길이가 최소일 때 △APC의 외접원의 지름의 

길이가 최소이다.

이때 오른쪽 그림과 같이 꼭짓

점 A에서 BCÓ에 내린 수선의 	

발을 H라 하면 APÓ의 길이가 	

최소일 때는 점 P가 점 H 위에 

있을 때이므로

AHÓ‌�=ABÓ`sin`45ù	  

=4'3_'22 =2'6

에서 APÓ의 길이의 최솟값은 2'6이다.

따라서 ㉠에서 △APC의 외접원의 지름의 길이의 최솟값은

2
'3_2'6=4'2

오른쪽 그림과 같이 원의 중심 O A

E

B C

DH

O
8

105æ

4Â2

에서 현 DE에 내린 수선의 발을 

H라 하자.

HDÓ=2'2, ODÓ=4이므로

OHÓ‌�=¿¹ODÓ Û`-HDÓ Û`	  

="Ã4Û`-(2'2)Û`=2'2
△ODH는 ∠OHD=90ù인 직각이

등변삼각형이므로 ∠HOD=45ù

같은 방법으로 ∠HOE=45ù

즉, ∠EOD=90ù이고, 한 호에 대한 원주각의 크기는 중

심각의 크기의 
1
2이므로

∠EBD�=1
2∠EOD	  

=1
2_90ù=45ù

△BDE에서 ∠EDB=180ù-(105ù+45ù)=30ù

∴ ∠ADE‌�=∠ADB-∠EDB	  

=90ù-30ù=60ù

또한, ∠DEB=105ù이므로

∠AED‌�=180ù-∠DEB	  

=180ù-105ù=75ù

△AED에서 ∠EAD=180ù-(60ù+75ù)=45ù

따라서 △AED에서 사인법칙에 의하여

AEÓ
sin`60ù=

EDÓ
sin`45ù에서 

AEÓ
'3
2

=
4'2
'2
2

∴ AEÓ=8_
'3
2 =4'3� 답 4'3

A

B P C
H

75æ

45æ

4Â3

04

꼭짓점 A에서 변 BC에 내린 수선의 발을 D라 하면 정삼

각형 ABC의 한 변의 길이가 2'3이므로 

BDÓ='3, ADÓ=
'3
2 _2'3=3

무게중심 G는 중선 AD를 2`:`1로 내분하므로 선분 AG

의 중점을 E라 하면

AEÓ=EGÓÓ=GDÓ=1

직각삼각형 EBD에서

BDÓ='3, EDÓ=2이므로

BEÓ="Ã('3)Û`+2Û`='7
또한, ∠PBC=h라 하면

sin`h= 2
'7

이때 주어진 원의 반지름의 길이는 AGÓ=2이므로 삼각형 

PBC에서 사인법칙에 의하여

2_2= PCÓ
sin`h에서 4=PCÓ

2
'7

∴ PCÓ= 8
'7

따라서 정삼각형 PCQ의 넓이는

'3
4  PCÓ Û`=

'3
4 _{ 8

'7 }2`=
16
7  '3

이므로 p=7, q=16

∴ p+q=23� 답 23

오른쪽 그림과 같이 APÓ가 지름

이고 사각형 AQPR가 내접하는 

원을 그리자.

이때 이 원의 반지름의 길이가 3

이므로 ∠QAR=h라 하면

△AQR에서 사인법칙에 의하여

QRÓ
sin`h=6

또한, △ABC는 직각삼각형이므로 	  

sin`h= 6
10=

3
5

따라서 QRÓ
sin`h=6에서 

QRÓ
3
5

=6

∴ QRÓ=6_3
5=

18
5 � 답 ⑤

다음 그림과 같이 직선 x=2와 두 직선 y=x, y=- 1
2 x

의 교점을 각각 A, B라 하면 A(2, 2), B(2, -1)
y

x
O

y=x

y=-1
2x

Ω

x=2

A

B

2

-1

2

05

Â3

1

1
1

G

A P

E

D

Q

CB
Ω

정삼각형의 무게중심은 정삼각형의
외접원의 중심, 즉 외심과 일치하므로
점 G는 주어진 원의 중심이다.

B C

8
610

Q
P R

6

A
Ω

06

∠AQP+∠ARP=180ù이므로

07
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A n s w e r

삼각형 OBA에서

OAÓ="Ã2Û`+2Û`=2'2,

OBÓ="Ã2Û`+(-1)Û`='5,
ABÓ=2-(-1)=3

이므로 코사인법칙의 변형에 의하여

cos`h= (2'2 )Û`+('5 )Û`-3Û`
2_2'2_'5  

= 8+5-9
4'¶10 ='¶1010

이때 h는 예각이므로 sin`h>0

따라서

sin`h="Ã1-cosÛ` h

=®É1- 1
10

=®É 910 = 3'¶10
10 � 답 ⑤

ADÓBCÓ이므로

∠ADB=∠DBC (∵ 엇각)

이때 ∠ADB=∠DBC=h,

BDÓ=x라 하면 △ABD와 

△BCD에서 코사인법칙의 변형

에 의하여

cos`h=xÛ`+3Û`-6Û`
2_x_3 =xÛ`+9Û`-8Û`

2_x_9

xÛ`-27
6x =xÛ`+17

18x

3xÛ`-81=xÛ`+17, 2xÛ`=98

xÛ`=49    ∴ x=7 (∵ x>0)

따라서 대각선 BD의 길이는 7이다.� 답 7

다른 풀이

오른쪽 그림과 같이 두 점� A D

B 3
9

H'
H

86

3

C6-aa

A, D에서 BCÓ에 내린 수선의 

발을 각각 H, H'이라 하고 

BHÓ=a라 하면 

HÕH'Ó=ADÓ=3, 

HÕ'CÓ=9-3-a=6-a

이때 ADÓBCÓ이므로 

AHÓ=DÕÕH'Ó이고 △ABH에서 피타고라스 정리에 의하여 

AH Ó Û`=6Û`-aÛ`=36-aÛ`

△DH'C에서 피타고라스 정리에 의하여 

DÕÕH'Ó Û`=8Û`-(6-a)Û`=64-(6-a)Û`

즉, 36-aÛ`=64-(6-a)Û`에서 12a=8

∴ a=2
3

∴ AHÓ=DÕH'Ó=®É6Û̀ -{ 23 }2`=®É
320
9 =

8'5
3

따라서

BÕH'Ó=a+3=2
3+3=11

3 , DÕH'Ó=
8'5
3

08 A D

B
9

86

3

C

Ω

x

Ω

AHÓ=DÕH'Ó이면 AHÓ Û`=DÕH'Ó Û`이므로

이므로 △DBH'에서 피타고라스 정리에 의하여

BDÓ=¾Ð{ 113 }2`+{
8'5
3 }2`=¾̈

441
9 ='4�9=7

세 지점에서 올려다 본 건물의 꼭대기를 D라 하고, 건물

의 높이를 x`m라 하면

ADÓ= x
sin`60ù=

2
'3

 x (m)

BDÓ= x
sin`45ù='2 x (m)

CDÓ= x
sin`30ù=2x (m)

이때 오른쪽 그림과 같이�

D

A B
C

20`m10`m

Â2x`m
2x`m

Ω

Â3
2 x`m∠ABD=h라 하면 △ABD,

△BCD에서 코사인법칙의 변형

에 의하여

cos`h=
10Û`+('2 x)Û`-{ 2

'3
 x}2`

2_10_'2 x

=
100+2

3  xÛ̀ `

20'2 x

cos`(p-h)=20Û`+('2 x)Û`-(2x)Û`
2_20_'2 x =400-2xÛ`

40'2 x
cos`(p-h)=-cos`h이므로

100+2
3  xÛ̀ `

20'2 x =-400-2xÛ`
40'2 x

200+4
3xÛ`=-400+2xÛ`, 23xÛ`=600

xÛ`=900    ∴ x=30 (∵ x>0)

따라서 이 건물의 높이는 30`m이다.� 답 30`m

cos`h=2
3이므로 sin`h=®É1-{ 23 }2`=®

5
9=
'5
3

또한, 점 D에서 선분 BC에 내린 수선의 발을 D'이라 하

면 △BD'D에서

sin`h=DÕD'Ó
BDÓ

= 1
BDÓ

=
'5
3

∴ BDÓ= 3
'5

 (cm)

B D' C

DA

1`cm
Ω

Ω
Ω

이때 ∠ABD=∠DBC=∠ADB=h에서 △ABD는 

ABÓ=ADÓ인 이등변삼각형이므로 코사인법칙의 변형에 

의하여

09

10

접은 각 엇각
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본문 p. 65

cos`h=ADÓ Û`+BDÓ Û`-ABÓ Û`
2_ADÓ_BDÓ

=
ADÓ Û`+{ 3

'5 }2`-ADÓ Û`

2_ADÓ_ 3
'5

 (∵ ABÓ=ADÓ)

=

9
5

6
'5

 ADÓ
= 3'5

10ADÓ
=2

3  

이므로 20ADÓ=9'5    ∴ ADÓ=
9'5
20 (cm) 

∴ △ABD‌�=1
2_ADÓ_DD'Ó	  

=1
2_

9'5
20 _1=

9'5
40 (cmÛ`)� 답 

9'5
40 `cmÛ`

ㄱ.	‌�a=5이면 △ABC는 직각삼각형이므로 BC Ó는 원의 

지름이다.

	 ∴ R=5
2  (참)

ㄴ.	‌�△ABC에서 사인법칙에 의하여

	
a

sin`A=2R, a=2R`sin`A

	 ∴ a=2_4_sin`A=8`sin`A (참)

ㄷ.	1<aÉ'¶13의 각 변을 제곱하면 1<aÛ`É13이고

	 △ABC에서 코사인법칙의 변형에 의하여

	 cos`A=3Û`+4Û`-aÛ`
2_3_4 =25-aÛ`

24

	 이므로 -13É-aÛ`<-1, 12É25-aÛ`<24

	
1
2É

25-aÛ`
24 <1    ∴ 

1
2Écos`A<1

	‌� 이때 ∠A는 삼각형의 한

O

-1

x

y

y=cos`x

2
π2

1

3
π

π

1

 

내각이므로 0<∠A<p이
고, 0<x<p에서 함수 	

y=cos`x의 그래프는 오	

른쪽 그림과 같으므로	

0<∠AÉp3

	‌� 따라서 ∠A의 최댓값은 p3 이다. (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

BDÓ=a라 하면 △ODB가 직각삼각형이고 ∠BOD=p6
이므로 OBÓ=2a, ODÓ='3a이다.

이때 ∠ABD=p2-
p
6=
p
3 , ABÓ=2OBÓ=2_2a=4a	

이므로 △ADB에서 코사인법칙에 의하여

ADÓ Û`‌�=(4a)Û`+aÛ`-2_4a_a_cos`p3 	 	

=16aÛ`+aÛ`-2_4a_a_1
2=13aÛ`

∴ ADÓ='¶13 a (∵ ADÓ>0)

11
5Û`=3Û`+4Û`이므로

12

OBÓ`:`BDÓ`:`ODÓ=2`:`1`:`'3이므로

또한, △ADB에서 코사인법칙의 변형에 의하여

cos`h‌�=
(4a)Û`+('¶13a)Û`-aÛ`

2_4a_'¶13a
=16aÛ`+13aÛ`-aÛ`

8'¶13aÛ`
	 

= 7
2'¶13

∴ sin`h‌�="Ã1-cosÛ``h=¾Ð1-{ 7
2'¶13

}2``	 

=®É1-49
52=®É

3
52=

'3
2'¶13

∴ tan`h= sin`h
cos`h=

'3
2'¶13
7

2'¶13

='37 � 답 ①

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

삼각형에 대한 조건이 몇 가지 주어지고 미지수를 구하는 문제는 내신

이나 수능에서 계산형 문제로 자주 출제된다. 이때 주어진 조건으로 

얻을 수 있는 것이 무엇인지 확인하고 답을 구하는데 필요한 것을 차

근차근 계산하면 쉽게 해결할 수 있다. 이 문제에서는 ∠BOD= p6 이

므로 OBÓ=2, BDÓ=1로 놓아도 일반성을 잃지 않는다. 즉, ABÓ=4이

고, △ADB에서 ∠B= p3 이므로 코사인법칙을 이용하면 ADÓ의 길이

를 구할 수 있다. 마지막으로 △ADB에서 코사인법칙의 변형을 이용

하여 cos`h의 값을 구하면 sin`h, tan`h의 값도 각각 구할 수 있다.

해결단계

➊ 단계 주어진 직원뿔 모양의 산의 옆면의 전개도를 그린다.

➋ 단계
➊ 단계에서 그린 부채꼴의 중심각의 크기를 구한 후, △OAB
에서 코사인법칙을 이용하여 선분 AB의 길이를 구한다.

➌ 단계 △OAB의 넓이를 이용하여 선분 OH의 길이를 구한다.

➍ 단계
△OBH에서 피타고라스 정리를 이용하여 선분 BH의 길이

를 구한 후, a+b의 값을 구한다.

주어진 직원뿔 모양의 산의 O

A
B

A'

25 30

H

Ω

내리막길 오르막길

 

옆면을 펼치면 오른쪽 그림

과 같다.

이때 밑면인 원의 둘레의 길

이는 옆면인 부채꼴의 호의 길이와 같으므로 부채꼴의 중

심각의 크기를 h라 하면

2p_10=30h    ∴ h=2
3 p

△OAB에서 코사인법칙에 의하여

ABÓ Û`‌�=30Û`+25Û`-2_30_25_cos` 23p	  

=900+625-2_30_25_{- 1
2 }=2275

∴ ABÓ=5'¶91 (∵ ABÓ>0)

또한, 점 O에서 ABÓ에 내린 수선의 발을 H라 하면

△OAB=1
2_5'¶91_OHÓ=1

2_30_25_sin` 23p

'¶91_OHÓ=150_
'3
2

∴ OHÓ=
75'3
'¶91

13

C 
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직각삼각형 OBH에서 피타고라스 정리에 의하여

BÕHÓ Û`‌�=25Û`-{ 75'3'¶91 }2`=625-5625_3
91` 	 

=625{1-27
91 }=

625_64
91`

∴ BHÓ= 200
'¶91 `(

∵ BHÓ>0)

따라서 내리막길의 길이는 
200
'¶91=

a
'b

이므로 

a=200, b=91

∴ a+b=291� 답 291

다른 풀이

C에서 주어진 직원뿔 모양

의 산의 옆면을 펼치면 오른

쪽 그림과 같다.

이때 ∠OBA=h'이라 하면 	

△OAB에서 코사인법칙의 변형에 의하여

cos`h'‌�=
25Û`+(5'¶91)Û`-30Û`

2_25_5'¶91
	  

= 2000
250'¶91=

8
'¶91

∴ BHÓ�=25`cos`h'	  

=25_ 8
'¶91=

200
'¶91

따라서 a=200, b=91이므로

a+b=291

주어진 도형의 꼭짓점 O에서 선분 AB 위를 이동하는 점 P까지의 

거리는 꼭짓점 A에서 꼭짓점 B로 이동함에 따라 변함을 파악할 수 

있다.

특히, 점 P가 점 A에서 점 H까지 이동할 때는 선분 OP의 길이가 

점점 짧아지고 있지만 점 P가 점 H에서 점 B로 이동할 때는 선분 
OP의 길이가 다시 길어지고 있음을 확인할 수 있다.

따라서 점 H의 위치가 오르막길과 내리막길의 기준이 된다.

blacklabel 특강 오답 피하기

주어진 이차방정식이 중근을 가지므로 판별식을 D라 하면

D
4 =cosÛ``B+(sin`C+cos`A)(sin`C-cos`A)=0

cosÛ``B+sinÛ``C-cosÛ``A=0

1-sinÛ``B+sinÛ``C-(1-sinÛ``A)=0

sinÛ``A-sinÛ``B+sinÛ``C=0 

이때 △ABC의 외접원의 반지름의 길이를 R라 하면 사

인법칙의 변형에 의하여

sin`A= a
2R , sin`B= b

2R , sin`C= c
2R이므로

{ a
2R }2`-{

b
2R }2`+{

c
2R }2`=0

aÛ`-bÛ`+cÛ`
4RÛ`

=0    ∴ bÛ`=aÛ`+cÛ`` (∵ R+0)

따라서 △ABC는 ∠B=p2 인 직각삼각형이다.� 답 ④

O

A
B

A'

25 30

H
3
2 π

Ω'

5Â91°

14

cos`A`:`cos`B=b：a에서 a`cos`A=b`cos`B이고

△ABC에서 코사인법칙의 변형에 의하여 

cos`A= bÛ`+cÛ`-aÛ`
2bc , cos`B= cÛ`+aÛ`-bÛ`

2ca 이므로  

a_ bÛ`+cÛ`-aÛ`
2bc =b_ cÛ`+aÛ`-bÛ`

2ca  

위의 식의 양변에 2abc를 곱하면

aÛ`(bÛ`+cÛ`-aÛ`)=bÛ`(cÛ`+aÛ`-bÛ`)

aÛ`cÛ`-bÛ`cÛ`-aÝ`+bÝ`=0

cÛ`(aÛ`-bÛ`)-(aÛ`-bÛ`)(aÛ`+bÛ`)=0

(aÛ`-bÛ`)(cÛ`-aÛ`-bÛ`)=0

(a+b)(a-b)(cÛ`-aÛ`-bÛ`)=0

이때 a>0, b>0, c>0이므로

a=b 또는 aÛ`+bÛ`=cÛ`

따라서 △ABC는 a=b인 이등변삼각형 또는 ∠C=p2 인 

직각삼각형이다.

� 답 a=b인 이등변삼각형 또는 ∠C=p2 인 직각삼각형

단계 채점 기준 배점

㈎

cos`A`:`cos`B=b`:`a에서 a`cos`A=b`cos`B임

을 알고 코사인법칙의 변형을 이용하여 이 식을 a, 

b, c에 대한 식으로 나타낸 경우

50%

㈏
㈎에서 나타낸 식을 인수분해하여 △ABC가 어떤 

삼각형인지 구한 경우
50%

PQÓ=cos`A+sin`C, PS Ó=2`sin`C이므로

QSÓ=cos`A-sin`C�

Q

2`sin`C

cos`B

cos`A+sin`C
S

R

P

O

두 삼각형 PQR, RQS에

서

∠QPR=∠QRS,

∠PQR=∠RQS (공통)

이므로

△PQR»△RQS (AA 닮음)

즉, PQÓ`:`RQÓ=QRÓ`:`QSÓ에서

QRÓ Û`=PQÓ_QSÓ이므로

cosÛ``B=(cos`A+sin`C)(cos`A-sin`C)

cosÛ``B=cosÛ``A-sinÛ``C

1-sinÛ``B=(1-sinÛ``A)-sinÛ``C

sinÛ``A-sinÛ``B+sinÛ``C=0

이때 △ABC에서 외접원의 반지름의 길이를 R라 하면 

사인법칙의 변형에 의하여

sin`A= a
2R , sin`B= b

2R , sin`C= c
2R이므로

{ a
2R }2`-{

b
2R }2`+{

c
2R }2`=0

aÛ`-bÛ`+cÛ`
4RÛ`

=0    ∴ bÛ`=aÛ`+cÛ` (∵ R+0)

따라서 △ABC는 ∠B=p2 인 직각삼각형이다.� 답 ④

15

16
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본문 pp. 65~66

원의 접선과 현이 이루는 각

원의 접선과 그 접점을 지나는 현이 이루는 B

C

A T

O

 

각의 크기는 그 각의 내부에 있는 호에 대한 

원주각의 크기와 같다. 즉,

    ∠BAT=∠ACB

blacklabel 특강 필수 개념

BCÓ=a, ABÓ=c, CAÓ=b라 하면

삼각형 ABC에서 코사인법칙의 변형에 의하여

cos`A= bÛ`+cÛ`-aÛ`
2bc , cos`B=aÛ`+cÛ`-bÛ`

2ac ,

cos`C= aÛ`+bÛ`-cÛ`
2ab

삼각형 ABC의 외접원의 반지름의 길이를 R라 하면 사

인법칙의 변형에 의하여

sin`A= a
2R , sin`B= b

2R , sin`C= c
2R

조건 ㈏에서 CAÓ=BCÓ`cos`C-ABÓ`cos`A이므로

b‌�=a_ aÛ`+bÛ`-cÛ`
2ab -c_ bÛ`+cÛ`-aÛ`

2bc 	  

= aÛ`+bÛ`-cÛ`
2b - bÛ`+cÛ`-aÛ`

2b

=2aÛ`-2cÛ`
2b = aÛ`-cÛ`

b

즉, 2bÛ`=2aÛ`-2cÛ`이므로 aÛ`=bÛ`+cÛ`

따라서 △ABC는 ∠A=p2 인 직각삼각형이다.� yy㉠

또한, A+B+C=p에서 A-B+C=p-2B이므로

A-B+C
2 =p2 -B

조건 ㈐에서 sin`A=2`sin`A-B+C
2 `sin`C이므로 

sin`A=2`sin`{p2 -B}`sin`C

sin`A=2`cos`B`sin`C

a
2R=2_ cÛ`+aÛ`-bÛ`

2ca _ c
2R  

a= aÛ`+cÛ`-bÛ`
a  (∵ R+0)

aÛ`=aÛ`+cÛ`-bÛ`, bÛ`=cÛ`    ∴ b=c (∵ b>0, c>0)

즉, △ABC는 b=c인 이등변삼각형이다.� yy㉡

㉠, ㉡에서 삼각형 ABC는 ∠A=p2 B

A C

5
인 직각이등변삼각형이고, 조건 ㈎에

서 BCÓ=5이므로 ABÓ=CAÓ= 5
'2

따라서 삼각형 ABC의 넓이는

1
2_{

5
'2 }2`=

25
4 � 답 

25
4

17

µAB`:`µ BC`:``µ CA‌�=∠AOB`:`∠BOC`:`∠COA	  

=∠C`:`∠A`:`∠B

그런데 µAB`:`µ BC`:`µ CA=1`:`1`:`4이므로

∠A=∠C=180ù_1
6=30ù,

∠B=180ù_4
6=120ù

이때 삼각형 ABC의 외접원의 반지름의 길이를 R라 하

면 R=1이고, 사인법칙의 변형에 의하여

a=c=2R`sin`A=2_1_sin`30ù=2_1_1
2=1

∴ △ABC‌�=1
2 ca`sin`B=1

2_1_1_sin`120ù	  

=1
2_1_1_

'3
2 =

'3
4 � 답 ③

APÓ=a, AQÓ=b라 하면 직각이등변삼각형 ABP에서	

피타고라스 정리에 의하여 

"ÃaÛ`+aÛ`=6, "�2aÛ`=6    ∴ a=3'2 (∵ a>0)

또한, 직각이등변삼각형 ACQ에서 피타고라스 정리에

의하여

"ÃbÛ`+bÛ`=4, "�2bÛ`=4    ∴ b=2'2 (∵ b>0)

이때 ∠PAB=∠QAC=45ù이므로	  

∠PAQ=90ù+∠BAC이고, 삼각형 APQ의 넓이가 4

이므로

△APQ‌�=1
2ab`sin`(∠PAQ)	  

=1
2_3'2_2'2_sin`(90ù+∠BAC)	  

=6`cos`(∠BAC)=4

∴ cos`(∠BAC)=4
6=

2
3 � 답 ③

△ABC‌�=1
2_4_6_sin`60ù	  

=1
2_4_6_

'3
2 =6'3

이때 선분 PQ에 의하여 삼각형 ABC의 넓이가 이등분되

므로

△APQ‌�=1
2_APÓ_AQÓ_sin`60ù	  

=1
2_APÓ_AQÓ_

'3
2 =1

2_6'3

∴ APÓ_AQÓ=12

또한, △APQ에서 코사인법칙에 의하여

PQÓ Û`‌�=APÓ Û`+AQÓ Û`-2_APÓÓ_AQÓ_cos`60ù	  

=APÓ Û`+AQÓ Û`-2_12_1
2 	  

¾2¿¹APÓ Û`_AQÓ Û`-12	  

� (단, 등호는 APÓ=AQÓ일 때 성립) 

=2APÓ_AQÓ-12	 

=2_12-12=12

18 ← ‌�한 원에서 
부채꼴의 호의 
길이는 중심각의
크기에 정비례

← ‌�한 원에서 
부채꼴의 
중심각의 크기는 
원주각의 크기에 
정비례

삼각형의 세 내각의 합은 180ù

BCÓ ABÓ

19

△ABP, △ACQ가
직각이등변삼각형이므로

20

APÓ Û`>0, AQÓ Û`>0이므로 
산술평균과 기하평균의 
관계에 의하여
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따라서 구하는 선분 PQ의 길이의 최솟값은

'¶12=2'3� 답 2'3

OBÓ의 중점이 C이므로

OCÓ=BCÓ=1
2_6=3

선분 CP의 길이를 x`(x>0)라 하면 삼각형 OPC에서 코

사인법칙의 변형에 의하여

cos`h‌�=OPÓ Û`+CPÓ Û`-OCÓ Û`
2_OPÓ_CPÓ

	  

=6Û`+xÛ̀ -3Û̀
12x 	  

= 1
12 {x+

27
x }

이때 x>0, 27x >0이므로 산술평균과 기하평균의 관계

에 의하여

x+27
x ‌�¾2®Éx_27

x `(단, 등호는 x=3'3일 때 성립)	 

=6'3

즉, 
1
12{x+

27
x }¾

'3
2 이므로 cos`h¾

'3
2

x=3'3일 때 cos`h의 최솟값은 
'3
2 이고, 이때의 h의 값

은 
p
6 이다.

따라서 h=p6 일 때의 삼각형 OPC의 넓이는

1
2_3'3_6_sin`p6 ‌�=9'3_1

2 	  

=9'3
2 � 답 ③

삼각형 ABC의 세 각의 이등분선이 A

F

E

C

D

B

 

외접원과 만나는 점이 각각 D, E, F

이고, 한 호에 대한 원주각의 크기는 

모두 같으므로

∠BAD‌�=∠CAD=∠CFD	  

=∠BED=º
∠ABE‌�=∠CBE=∠CFE	  

=∠ADE=△

∠ACF‌�=∠BCF=∠BEF	  

=∠ADF=ç
A+B+C=p이므로

D=△+ç=B+C
2 =p-A

2 =p2-
A
2 ,

E=º+ç=A+C
2 =p-B

2 =p2-
B
2 ,

F=º+△=A+B
2 =p-C

2 =p2-
C
2     yy㉠

21

h는 예각이므로

22

← A2  

← B2  

← C2  

한편, EFÓ=d, DFÓ=e, DEÓ= f라 하면 삼각형 DEF의 

외접원의 반지름의 길이가 R이므로 사인법칙의 변형에 

의하여 sin`D= d
2R

∴ △DEF=1
2 ef `sin`D=1

2 ef_ d
2R=

def
4R

또한, d=2R sin`D, e=2R sin`E, f=2R sin`F이므로

△DEF

=
def
4R

=2R`sin`D_2R`sin`E_2R`sin`F
4R

=2RÛ``sin`D`sin`E`sin`F

=2RÛ``sin`{p2 -
A
2 }`sin`{

p
2-

B
2 }`sin`{

p
2-

C
2 }

� (∵ ㉠)

=2RÛ``cos`A2 `cos`B2 `cos`C2 � 답 ⑤

ABÓ=6, BCÓ=4, CAÓ=5이므로 삼각형 ABC에서 코사

인법칙의 변형에 의하여

cos`A‌�=ABÓ Û`+CAÓ Û`-BCÓ Û`
2_ABÓ_CAÓ

	  

=6Û`+5Û`-4Û`
2_6_5 =3

4

sin`A�="Ã1-cosÛ``A=¾Ð1-{ 34 }2`	 	

=®É 716=
'7
4  {∵ 0<A<p2 }

∴ △ABC‌�=1
2_ABÓ_CAÓ_sin`A	  

=1
2_6_5_

'7
4 =

15'7
4

또한, PFÓ=x (x>0)라 하면 PDÓ='7, PEÓ='72 이므로

△ABC‌�=1
2 {6_x+4_'7+5_

'7
2 } 	  

=3x+
13'7
4

즉, 
15'7
4 =3x+

13'7
4 에서

3x=
'7
2     ∴ x=

'7
6

이때 AFPE에서 ∠FPE=p-A이므로

△EFP‌�=1
2_PFÓ_PEÓ_sin`(∠FPE)	 

=1
2_
'7
6 _

'7
2 _sin`(p-A)	  

= 7
24_sin`A	 �

= 7
24_

'7
4 =

7'7
96

23

△ABC가 예각삼각형이므로
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본문 pp. 66~67

따라서 p=96, q=7이므로

p+q=103� 답 103

A

B

C

D

Ω

위의 그림과 같이 ∠ABC=h로 놓으면

cos`h=- 1
5<0이므로 

p
2 <h<p

삼각형 ABC에서 코사인법칙에 의하여

ACÓ Û`=1Û`+5Û`-2_1_5_cos`h

=1+25-2_1_5_{- 1
5 }=28    yy㉠

삼각형 ACD에서 ∠ADC=p-h
CDÓ=x, ADÓ=y (x>0, y>0)라 하면

코사인법칙에 의하여

ACÓ Û`=xÛ`+yÛ`-2xy cos (p-h)
=xÛ`+yÛ`+2xy cos`h 

=xÛ`+yÛ`- 2
5 xy=28 (∵ ㉠)          yy㉡

한편, 
p
2 <h<p에서 sin`h>0이므로

sin (p-h)=sin`h

="Ã1-cosÛ` h

=®É1- 1
25

= 2'6
5

이때 사각형 ABCD의 넓이가 4'6이므로

ABCD=△ABC+△ACD

= 1
2_1_5_sin`h+ 1

2_x_y_sin (p-h)

= 5
2_

2'6
5 + 1

2 xy_ 2'6
5

='6+ '65 xy=4'6

즉, 
'6
5 xy=3'6이므로 xy=15             yy㉢ 

㉢을 ㉡에 대입하면

xÛ`+yÛ`- 2
5_15=28

∴ xÛ`+yÛ`=34

이때 (x+y)Û`=xÛ`+yÛ`+2xy이므로

x+y='Ä34+2_15='¶64=8 (∵ x>0, y>0)

따라서 사각형 ABCD의 둘레의 길이는

1+5+x+y=6+8=14� 답 14

24

원에 내접하는 사각형의 성질

원에 내접하는 사각형에서 한 쌍의 대각의 

크기의 합은 180ù이다.

즉, 사각형 ABCD에서

∠A+∠C=180ù,
∠B+∠D=180ù

대각

A

B C

D

blacklabel 특강 필수 개념

오른쪽 그림에서 △ABC는 직각 A

B C6

4

D

Ω
삼각형이므로 피타고라스 정리에 

의하여

ACÓ‌�‌�=¿¹ABÓ Û`+BCÓ Û`	  

="Ã4Û`+6Û`='¶52=2'¶13
이때 직사각형의 두 대각선의 길이는 같으므로

BDÓ=ACÓ=2'¶13
직사각형 ABCD의 넓이는

1
2_ACÓ_BDÓ_sin`h=ABÓ_BCÓ

1
2_2'¶13_2'¶13_sin`h=4_6

26`sin`h=24    ∴ sin`h=24
26=

12
13

따라서 
12
13=

k
13에서 k=12� 답 12

평행사변형 ABCD의 넓이는�

CB

A D
120æ

5

33_5_sin`120ù‌�=15_
'3
2 	

=
15'3
2

삼각형 ABD에서 코사인법칙에 의하여

BDÓ Û`‌�=ABÓ Û`+ADÓ Û`-2_ABÓ_ADÓ_cos`120ù	  

=3Û`+5Û`-2_3_5_{-1
2 }	 

=9+25+15=49

∴ BDÓ=7 (∵ BDÓ>0)

이때 삼각형 ABD의 내접원의 반지름의 길이를 r라 하면

삼각형 ABD의 넓이는

1
2_r_(3+5+7)=1

2_3_5_sin`120ù

15
2 r=15

2 _
'3
2     ∴ r=

'3
2

오려내는 내접원 한 개의 넓이는

prÛ`=p{'32 }2`=
3
4 p

따라서 오려내고 남은 넓이는 평행사변형의 넓이에서 내

접원 두 개의 넓이를 빼면 되므로

15'3
2 -3

4p_2=
15'3
2 -3

2p� 답 ⑤

25

26
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01 31`km	 02 4	 03 3	 04 25	 05 12

06 
2'3
3 	 07 7 

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 68

해결단계

➊ 단계
PQÓ의 길이를 구한 후, △APQ에서 사인법칙을 이용하여 

APÓ의 길이를 구한다.

➋ 단계 △BQP에서 사인법칙을 이용하여 BPÓ의 길이를 구한다.

➌ 단계
△APB에서 코사인법칙을 이용하여 두 건물 A와 B 사이

의 거리를 구한다.

지점 P에서 시속 25`km로 1시간을 달려 지점 Q로 이동

하였으므로

PQÓ=25_1=25(km)

이때 삼각형 APQ에서

∠QAP+∠APQ=45ù이므로 

∠QAP=45ù-15ù=30ù

사인법칙에 의하여

PQÓ
sin`(∠QAP)

= APÓ
sin`(∠AQP)

25
sin`30ù=

APÓ
sin`135ù

∴ APÓ= 25
sin`30ù_sin`135ù

=25

;2!;
_
'2
2 =25'2(km)

01

=180ù-45ù

또한, 삼각형 BQP에서

∠QPB+∠QBP=60ù이므로 

∠QBP=60ù-30ù=30ù

사인법칙에 의하여

PQÓ
sin`(∠QBP)

= PBÓ
sin`(∠PQB)

25
sin`30ù=

PBÓ
sin`120ù

∴ PBÓ= 25
sin`30ù_sin`120ù=25

;2!;
_
'3
2 =25'3(km)

따라서 삼각형 APB에서 ∠APB=45ù이므로 코사인법

칙에 의하여

ABÓ Û`‌�=APÓ Û`+PBÓ Û`-2_APÓ_PBÓ_cos`45ù	  

=(25'2)Û`+(25'3)Û`-2_25'2_25'3_'22 	

=1250+1875-1250'3=3125-1250'3	
=3125-1250_1.7 (∵ '3=1.7)	  

=1000

∴ ABÓ‌�='Ä1000=10'¶10	  

=10_3.1 (∵ '1�0=3.1)	 

=31(km)

따라서 두 건물 A와 B 사이의 거리는 31`km이다.

� 답 31`km

해결단계

➊ 단계
△ABC에서 사인법칙의 변형과 코사인법칙의 변형을 이용하

여 sin`B, sin`C, cos`A를 a, b, c에 대한 식으로 나타낸다.

➋ 단계 ➊ 단계에서 구한 식을 주어진 식에 대입하여 정리한다.

➌ 단계
∠C=90ù, ∠A=90ù, ∠B=90ù일 때로 나누어 ➋ 단계에

서 구한 식을 푼 후, 모든 상수 k의 값의 합을 구한다.

△ABC의 외접원의 반지름의 길이를

B C

A

bc

a

 

R라 하면 사인법칙의 변형에 의하여

sin`B= b
2R , sin`C= c

2R � yy㉠

또한, △ABC에서 코사인법칙의 변형

에 의하여

cos`A= bÛ`+cÛ`-aÛ`
2bc   	 yy㉡

㉠, ㉡을 2`cos`A`sin`C=(k-1)`sin`B에 대입하면

2_ bÛ`+cÛ`-aÛ`
2bc _ c

2R=(k-1) b
2R

∴ bÛ`+cÛ`-aÛ`=(k-1)bÛ`	 yy㉢

Ú ‌�∠C=90ù, 즉 aÛ`+bÛ`=cÛ`이면 cÛ`-aÛ`=bÛ`이므로

	 ㉢에서

	 2bÛ`=(k-1)bÛ`, 2=k-1    ∴ k=3

Û ‌�∠A=90ù, 즉 bÛ`+cÛ`=aÛ`이면 ㉢에서	 

0=(k-1)bÛ`    ∴ k=1 (∵ b+0)

Ü ‌�∠B=90ù, 즉 cÛ`+aÛ`=bÛ`이면 cÛ`-bÛ`=-aÛ`	  

이때 ABÓ>CAÓ에서 c>b이므로 cÛ`-bÛ`>0

	 그런데 -aÛ`<0이므로 성립하지 않는다.

Ú, Û, Ü에서 k=1 또는 k=3이므로 구하는 합은

1+3=4� 답 4

=180ù-60ù

02

OBÓ의 중점이 C이므로�

C

B

P

A

O

120æ4

Ω
OCÓ=BCÓ=1

2_4=2

삼각형 AOC에서 코사인법칙에 

의하여

ACÓ Û`‌�=4Û`+2Û`-2_4_2_cos`120ù	  

=16+4-2_4_2_{-1
2 }=28

∴ ACÓ=2'7 (∵ ACÓ>0)

이때 사각형 AOCP의 두 대각선 AC, OP가 이루는 각 중 

작은 각의 크기를 h`{0<hÉp2 }, 사각형 AOCP의 넓이

를 S라 하면

S‌�=1
2_ACÓ_OPÓ_sin`h	 	

=1
2_2'7_4_sin`h	 

=4'7`sin`h

그런데 0<hÉp2 에서 0<sin`hÉ1이므로

0<SÉ4'7 (단, 등호는 h=90ù일 때 성립)

따라서 구하는 사각형 AOCP의 넓이의 최댓값은 4'7이다.

� 답 4'7

27

=cos`(180ù-60ù)
=-cos`60ù

부채꼴의 반지름의 길이
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해결단계

➊ 단계
무게중심의 성질을 이용하여 세 삼각형 ABG, BCG,

CAG의 넓이가 같음을 안다.

➋ 단계
세 삼각형 ABG, BCG, CAG의 넓이를 이용하여 세 변의 

길이의 비를 구한다.

➌ 단계
사인법칙의 변형을 이용하여 sin`A`:`sin`B`:`sin`C를 구

한 후, 
sin`A`sin`C

sinÛ``B
의 값을 구한다.

오른쪽 그림과 같이 BCÓ=a,�

a

bc
A

E

3
64

F

B
D C

GCAÓ=b, ABÓ=c라 하면 점 G

는 △ABC의 무게중심이므로

△ABG=△BCG=△CAG

즉, 
1
2_4_c=1

2_3_a=1
2_6_b에서

4c=3a=6b

이때 3a=6b에서 a=2b, 4c=6b에서 c=3
2 b이므로

a：b：c=2b：b：3
2 b=4：2：3

따라서 사인법칙의 변형에 의하여 

sin`A`:`sin`B`:`sin`C=a`:`b`:`c=4`:`2`:`3이므로

sin`A=4k, sin`B=2k, sin`C=3k`(k는 양수)라 하면

sin`A`sin`C
sinÛ``B

=4k_3k
(2k)Û`

=3� 답 3

해결단계

➊ 단계
∠AOB=∠COD=h로 놓은 후, 두 삼각형 OAB, OCD
의 넓이를 각각 식으로 나타낸다.

➋ 단계 두 삼각형 OBC, ODA의 넓이를 각각 구한다.

➌ 단계

➊, ➋ 단계에서 구한 식을 이용하여 ABCD의 넓이를 식

으로 나타낸 후, 산술평균과 기하평균의 관계를 이용하여 	

ABCD의 넓이의 최솟값을 구한다.

오른쪽 그림과 같이�

Ω
Ωb

da

c

B

D

C

A

O
∠AOB=∠COD=h,

OAÓ=a, OBÓ=b, OCÓ=c, ODÓ=d라 

하자.

두 삼각형 OAB, OCD의 넓이가 각

각 4, 9이므로

1
2 ab`sin`h=4에서 sin`h= 8

ab  (∵ ab+0)� yy㉠

1
2 cd`sin`h=9에서 sin`h=18

cd  (∵ cd+0)� yy㉡

한편,

△OBC=1
2 bc`sin`(p-h)=1

2 bc`sin`h,

△ODA=1
2 ad`sin`(p-h)=1

2 ad`sin`h이므로

ABCD	  

=△OAB+△OBC+△OCD+△ODA	  

=4+1
2 bc`sin`h+9+1

2 ad`sin`h	  

=4+1
2 bc_ 8

ab+9+1
2 ad_18

cd  (∵ ㉠, ㉡)	  

=13+4c
a +9a

c

03

04

sin`h= 8
ab = 18

cd 이므로

서로 바꾸어 대입하여 계산해도 된다.

이때 
4c
a >0, 9ac >0이므로 산술평균과 기하평균의 관계

에 의하여

ABCD‌�=13+4c
a +9a

c 	  

¾13+2®É 4ca _9a
c  	  

� (단, 등호는 3a=2c일 때 성립)	

=25

따라서 ABCD의 넓이의 최솟값은 25이다.� 답 25

해결단계

➊ 단계 직원뿔의 옆면의 중심각의 크기를 구한다.

➋ 단계

직원뿔의 꼭짓점을 O'이라 할 때, OÕA'Ó=1, OÕB'Ó=2임을 

이용하여 두 점 A, B가 꼭짓점 O'에서부터 모선의 길이를 

각각 1`:`2, 2`:`1로 내분하는 점임을 파악한다.

➌ 단계

밑면의 중심 O에서 각각 두 점 A', B' 방향으로 반직선을 

그려 원과 만나는 점을 C, D라 할 때, ∠A'OB'= p2 임을 

이용하여 µ CD의 길이를 구한다.

➍ 단계
µ CD의 길이를 이용하여 ∠AO'B의 크기를 구한 후, 코사인

법칙을 이용하여 ABÓ Û`, 즉 d Û`의 값을 구한다.

➎ 단계 두 유리수 p, q의 값을 각각 구한 후, p+q의 값을 구한다.

직원뿔의 옆면의 전개도는 부채꼴이고, 부채꼴의 호의 길

이는 밑면인 원의 둘레의 길이와 같으므로 옆면의 중심각

의 크기를 h라 하면

6h=2p_3    ∴ h=p
이때 밑면 위의 두 점 A', B'에 대하여 OÕA'Ó=1, OÕB'Ó=2

이고, 밑면의 반지름의 길이는 3이므로 직원뿔의 옆면 위

의 두 점 A, B는 각각 직원뿔의 꼭짓점에서부터 모선의 

길이를 1`:`2, 2`:`1로 내분하는 점이다.

즉, 직원뿔의 꼭짓점을 O'이라 하면

OÕ'AÓ=2, OÕ'BÓ=4

한편, 밑면의 중심 O에서 두 점 A', 

B'으로 반직선을 각각 그어 원과 만

나는 점을 C, D라 하면

∠A'OB'= p2 에서 ∠COD= p2 이

고, 밑면의 반지름의 길이가 3이므로

µ CD=3_p2=
3
2 p

O'6
2

A 4
B

DC
2
3 π

Ω'

두 점 C, D는 직원뿔의 꼭짓점 O'에서 두 점 A, B를 지

나는 직선을 각각 그었을 때, 밑면과 만나는 점이므로

∠CO'D=h'이라 하면

6h'=3
2p에서 h'= p4

05

C

D

O

B'

3
A'
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△O'AB에서 코사인법칙에 의하여

ABÓ Û`‌�=OÕ'AÓ Û`+OÕ'BÓ Û`-2_OÕ'AÓ_OÕ'BÓ_cos` p4 	  

=2Û`+4Û`-2_2_4_
'2
2 	  

=20-8'2
따라서 dÛ`=20-8'2이므로 p=20, q=-8

∴ p+q=12� 답 12

해결단계

➊ 단계
삼각형 ABC에서 코사인법칙을 이용하여 선분 BC의 길이

를 구한다.

➋ 단계
삼각형 ABC에서 사인법칙을 이용하여 원 O의 지름의 길

이를 구한다.

➌ 단계
∠EAB= p6 임을 파악한 후, 삼각형 AEB에서 사인법칙

을 이용하여 BEÓ의 길이를 구한다.

➍ 단계
삼각형 AEB에서 코사인법칙을 이용하여 AEÓ의 길이를 구

한다.

삼각형 ABC에서 코사인법칙에 의하여

BCÓ Û`‌�=ABÓ Û`+ACÓ Û`-2_ABÓ_ACÓ_cos` 23p	

=3Û`+1Û`-2_3_1_{-1
2 }	 

=13

∴ BCÓ='¶13`(∵ BCÓ>0)

삼각형 ABC의 외접원 O의 반지름의 길이를 R라 하면 

사인법칙에 의하여

2R= BCÓ
sin`(∠BAC)

=
'¶13

sin` 23p
=

2'¶13
'3

∴ DEÓ=
2'¶13
'3

선분 DE가 원의 지름이므로 ∠EAD=p2이고, 선분 AD

가 ∠A를 이등분하므로

∠BAD=∠CAD=p3

∴ ∠EAB=p2-
p
3=
p
6

삼각형 AEB가 원 O에 내접하므로 사인법칙의 변형에 

의하여

BEÓ‌�=2R`sin`(∠EAB)=2R`sin`p6 	  

=
2'¶13
'3 _1

2=
'¶13
'3

O

E

3 1
A

C

D

B

3
π

6
π

3
π

Â3
13

06

따라서 삼각형 AEB에서 코사인법칙에 의하여

BEÓ Û`=AEÓ Û`+ABÓ Û`-2_AEÓ_ABÓ_cos`p6

{ '¶13'3 }2`=AEÓ Û`+3Û`-2_AEÓ_3_
'3
2

AEÓ Û`-3'3 AEÓ+14
3 =0

3AEÓ Û`-9'3 AEÓ+14=0

('3 AEÓ-2)('3 AEÓ-7)=0

∴ AEÓ= 2
'3

 또는 AEÓ= 7
'3

    yy㉠

그런데 △AED는 DEÓ=
2'¶13
'3

인 직각삼각형이므로 피타

고라스 정리에 의하여

ADÓ=¾Ð{ 2'¶13'3 }2`-AEÓ Û`

㉠에서

AEÓ= 2
'3

이면 ADÓ=4, AEÓ= 7
'3

이면 ADÓ=1

이때 AEÓ<ADÓ이므로

AEÓ= 2
'3=

2'3
3 � 답 

2'3
3

∠A의 외각의 이등분선이 삼각형 ABC의 외접원과 만나는 점을 D, 

점 D와 원의 중심을 지나는 직선이 원과 만나는 점을 E라 하면 다음 

그림과 같다.

O

D

3 1
A

C

E

B

3
2 π

위의 그림에서 AEÓ>ADÓ이므로 AEÓ= 7
'3

 은 주어진 문제에서

∠A의 이등분선을 ∠A의 외각의 이등분선으로 바꾸어 생각한 경우

이다.

blacklabel 특강 참고

해결단계

➊ 단계 h(h)가 원점과 점 P 사이의 거리의 제곱임을 이해한다.

➋ 단계
호 AB의 길이와 호 BP의 길이가 같음을 이용하여

∠BQP의 크기를 구한 후, ∠OQP의 크기를 구한다.

➌ 단계
코사인법칙을 이용하여 OPÓ Û`의 값을 구한 후, h{ p3 }의 값

을 구한다.

P( f(h), g(h))에 대하여 OPÓ Û`={ f(h)}Û`+{g(h)}Û`이
므로

h(h)={ f(h)}Û`+{g(h)}Û`=OPÓ Û`

즉, h{p3 }는 h=p3 일 때 원점과 점 P 사이의 거리의 제

곱이다.

07
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본문 pp. 68~69

다음 그림과 같이 h=p3 일 때, 반직선 OQ가 원 CÁ과 만

나는 점을 B라 하면

∠BOA=p3

Ω'

O
A

Q
B

PC¡
C™

y

x
3
π

원 Cª가 원 CÁ에 내접하면서 미끄러지지 않게 굴렀으므

로 부채꼴 BOA의 호 AB와 부채꼴 BQP의 호 BP의 길

이가 같다. 즉, ∠BQP=h'이라 하면 

4_p3 =1_h'에서 h'=4
3p

∴ ∠OQP=h'-p=4
3p-p=

p
3

이때 PQÓ=1, OQÓ=3이므로 △OQP에서 코사인법칙에 

의하여

h{p3 }‌�=OPÓ Û`	  

=OQÓ Û`+PQÓ Û`-2_OQÓ_PQÓ_cos`(∠OQP)	 

=3Û`+1Û`-2_3_1_cos`p3 	  

=9+1-2_3_1_1
2 	  

=7� 답 7

12'2=ABÓ_ 2'2
3     ∴ ABÓ=18

ACÓ=ABÓ_cos`h=18_ 1
3 =6

또한, 점 D는 선분 AB를 5`:`4로 내분하는 점이므로

ADÓ=5
9_ABÓ= 5

9 _18=10

삼각형 CAD에서 코사인법칙에 의하여

DCÓ Û`=ACÓ Û`+ADÓ Û`-2_ACÓ_ADÓ_cos`h

=6Û`+10Û`-2_6_10_ 1
3

=96

∴ DCÓ='¶96=4'6
삼각형 CAD의 외접원의 반지름의 길이를 r라 하면 사인

법칙에 의하여

DCÓ
sin`h=2r, 4'6

2'2
3

=2r    ∴ r=3'3

따라서 삼각형 CAD의 외접원의 넓이 S는

S=prÛ`=p_(3'3 )Û`=27p

∴ 
S
p=27� 답 27

해결단계

➊ 단계 사인법칙을 이용하여 BCÓ, BDÓ의 길이를 각각 구한다.

➋ 단계 코사인법칙을 이용하여 CDÓ의 길이를 구한다.

➌ 단계 BDÓ+CDÓ의 값을 구한다.

삼각형 ABC의 외접원의 반지름의 길이가 2'7이므로 사

인법칙에 의하여

BCÓ
sin (∠BAC)=4'7

∴ BCÓ=sin` p3 _4'7

='32 _4'7=2'¶21

또한, 삼각형 BDC의 외접원의 반지름의 길이도 2'7이
므로 삼각형 BDC에서 사인법칙에 의하여

BDÓ
sin (∠BCD)=4'7

∴ BDÓ=sin (∠BCD)_4'7

=2'7
7 _4'7=8

한편, ∠BDC=p-∠BAC= 2
3p이므로

CDÓ=x`(x>0)라 하면 삼각형 BDC에서 코사인법칙에 

의하여

(2'¶21 )Û`=xÛ`+8Û`-2_x_8_cos` 23p

xÛ`+8x-20=0

(x+10)(x-2)=0

∴ x=2 (∵ x>0)

2

ABCD가 원에 내접하므로

1 27	 2 ②	 3 ④	 4 ③

이것이 수능	 p. 69

해결단계

➊ 단계
삼각함수의 정의를 이용하여 두 선분 AB, AC의 길이를 

각각 구한다.

➋ 단계 코사인법칙을 이용하여 선분 DC의 길이를 구한다.

➌ 단계
사인법칙을 이용하여 외접원의 반지름의 길이를 구한 후, S

의 값을 구하여 
S
p의 값을 구한다. 

선분 AB는 삼각형 ABC의 외접원의 지름이므로 삼각형 

ABC는 직각삼각형이다.

∠BCA=p2 , ∠CAB=h라 하면 cos`h=1
3 에서 

sin`h="Ã1-cosÛ` h

=®É1-{ 13 }2`=
2'2
3

이므로

BCÓ=ABÓ_sin`h에서

1
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수열

등차수열과 등비수열08

01 ③	 02 ③	 03 ⑤	 04 12	 05 ③	

06 ④	 07 1545	 08 ④	 09 ⑤	 10 ②	

11 ②	 12 ③	 13 10	 14 50만 원	 15 ③	

16 273

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 pp. 73~74

3과 4의 최소공배수는 12이므로 주어진 수열을 12의 배

수가 나올 때마다 한 묶음씩으로 생각하면 다음과 같이 6

개씩 항을 묶을 수 있다.

(3, 4, 6, 8, 9, 12), (15, 16, 18, 20, 21, 24),

(27, 28, 30, 32, 33, 36), y
한 묶음의 항의 개수는 6이고 101=6_16+5이므로 주

어진 수열의 제 101 항은 17번째 묶음의 5번째 항이다.

이때 각 묶음의 마지막 항은 12의 배수이므로 17번째 묶

음의 마지막 항은 12_17=204

또한, 각 묶음에서 5번째 항은 마지막 항보다 3만큼 작은 

수이다.

따라서 구하는 제 101 항은

204-3=201� 답 ③

등차수열 x, aÁ, aª, a£, y의 공차를 dÁ이라 하면 

y=x+4dÁ    ∴ dÁ=
y-x
4

등차수열 x, bÁ, bª, b£, b¢, b°, y의 공차를 dª라 하면 

y=x+6dª    ∴ dª=
y-x
6

∴ 
aª-aÁ
b°-b¢ =

dÁ
dª=

y-x
4

y-x
6

=3
2 `(∵ x+y)� 답 ③

문제에서 조건 ‘x+y’가 있는 이유

만약 x=y이면 두 등차수열 x, aÁ, aª, a£, y와 x, bÁ, bª, b£, b¢, b°, y
의 공차는 모두 0일 수밖에 없다. 이때 b°-b¢는 수열 x, bÁ, bª, b£, b¢, 

b°, y의 공차로, 그 값이 0이면 
aª-aÁ
b°-b¢ 의 값은 존재하지 않는다. 

따라서 문제에서 구하는 식의 값이 존재하기 위해서는 조건 ‘x+y’가 

반드시 필요하다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

등차수열 {an}의 첫째항을 a, 공차를 d라 하면 일반항은 	

an=a+(n-1)d

01 

02 

03 

Ⅲ. 수열

따라서 CDÓ=2이므로

BDÓ+CDÓ=8+2=10� 답 ②

해결단계

➊ 단계 코사인법칙을 이용하여 ADÓ, AEÓ의 길이를 각각 구한다.

➋ 단계 두 삼각형 ADE, ABE의 넓이를 각각 구한다.

➌ 단계
△BDE=△ADE-△ABE임을 이용하여 삼각형 BDE
의 넓이를 구한다.

ADÓ=CEÓ=a (a>0)라 하면

삼각형 ADE에서 코사인법칙에 의하여

('¶13 )Û`=aÛ`+(a+1)Û`-2_a_(a+1)_cos`p3
aÛ`+a-12=0, (a+4)(a-3)=0

∴ a=3 (∵ a>0)

따라서 AEÓ=4, ADÓ=3이므로

△ADE=1
2_4_3_sin`p3 =3'3,

△ABE=1
2_4_1_sin`p3 ='3

∴ △BDE=△ADE-△ABE

=3'3-'3=2'3� 답 ④

해결단계

➊ 단계
4 sin`h=3 cos`h임을 이용하여 sin`h, cos`h의 값을 각각 

구한다.

➋ 단계 PAÓ의 길이를 구한다.

➌ 단계
△ADC=△PAD+△PDC-△PAC임을 이용하여 삼각

형 ADC의 넓이를 구한다.

4 sin`h=3 cos`h이므로 cos`h=4
3 `sin`h

sinÛ``h+cosÛ``h=1에서 

sinÛ``h+16
9  sinÛ``h=1, sinÛ``h= 9

25  

∴ sin`h=3
5 , cos`h=4

5  {∵ 0<h<p2 }

또한, ABÓ=10, ∠APB=p2 이므로

PAÓ=10 cos`h=10_4
5=8 

따라서 PAÓ=PCÓ=PDÓ=8이고,

OAÓ=OPÓ이므로 ∠OPA=∠OAP=h에서

∠CPD=∠APB-∠OPA=p2 -h

∴ △ADC=△PAD+△PDC-△PAC

=1
2_8_8_sin`h

  +1
2_8_8_sin`{p2 -h}-

1
2_8_8

=32 sin`h+32 cos`h-32

=32_3
5+32_4

5-32

=64
5 � 답 ③

3

4
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본문 pp. 69~73

이때 ㉡, ㉢에서 

n=3d+2	 yy㉣

4(n-4)=2dÛ`+3d+1	 yy㉤

㉣을 ㉤에 대입하면

4(3d-2)=2dÛ`+3d+1 

12d-8=2dÛ`+3d+1

2dÛ`-9d+9=0, (2d-3)(d-3)=0

∴ d=;2#; 또는 d=3

㉣에서 n=13
2  또는 n=11

이때 n은 자연수이므로 n=11

삼차방정식 xǛ -6xÛ̀ -4x+k=0의 세 근이 등차수열을 이

루므로 세 근은 a-d, a, a+d로 놓을 수 있다.

삼차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

(a-d)+a+(a+d)=6

3a=6    ∴ a=2

따라서 주어진 방정식의 한 근이 2이므로 방정식에 x=2

를 대입하면

8-24-8+k=0    ∴ k=24� 답 ④

삼차방정식의 근과 계수의 관계

삼차방정식 axÜ`+bxÛ`+cx+d=0의 세 근을 a, b, c라 하면 

    a+b+c=- b
a , ab+bc+ca= c

a , abc=- d
a

blacklabel 특강 필수 개념

등차수열 {an}의 공차를 d`(d>0)라 하면

a°=a¤-d, a¦=a¤+d

즉, a°+a¤+a¦=45에서

(a¤-d)+a¤+(a¤+d)=45

3a¤=45    ∴ a¤=15

또한, a°a¦=221에서 (15-d)(15+d)=221

225-dÛ`=221, dÛ`=4    ∴ d=2 (∵ d>0)

즉, a¤=aÁ+5_2=15에서 aÁ=5

따라서 aª=5+2=7, a£¼=5+29_2=63이므로 

aÁ+2aª+a£+2a¢+a°+2a¤+y+a29+2a£¼

=(aÁ+aª+a£+y+a£¼)+(aª+a¢+a¤+y+a£¼)

=
30(aÁ+a£¼)

2 +
15(aª+a£¼)

2

=30_(5+63)
2 +15_(7+63)

2

=1020+525=1545� 답 1545

등차수열 {an}의 첫째항을 a, 공차를 d라 하면

a£¼=116에서 a+29d=116	 yy㉠

a°¼=56에서 a+49d=56	 yy㉡

㉠, ㉡ 을 연립하여 풀면

06 

07 

수열 {an}이 등차수열이므로 
수열 {a2n}도 등차수열이다.

08 

aª+aÁ¼=68에서 (a+d)+(a+9d)=68

∴ 2a+10d=68	 yy㉠

a¤+aÁ°=122에서 (a+5d)+(a+14d)=122

∴ 2a+19d=122	 yy㉡

㉡-㉠ 을 하면

9d=54    ∴ d=6

위의 값을 ㉠에 대입하면

2a+60=68, 2a=8    ∴ a=4

∴ a¢¼‌‌�=a+39d=4+39_6	  

=238� 답 ⑤

등차수열 {an}의 공차가 5이므로 첫째항을 a라 하면

aÁ¥=28에서 a+17_5=28    ∴ a=-57

∴ an=-57+(n-1)_5=5n-62

그런데 an>0이 되는 경우는 5n-62>0에서 5n>62

∴ n>62
5 =12.4

즉, 수열 {an}은 제 13 항부터 양수이므로	

|aÁ|>|aª|>y>|aÁª|, |aÁ£|<|aÁ¢|<y
이때 a12=5_12-62=-2, a13=5_13-62=3이므로 

|aÁª|<|aÁ£|

따라서 |an|의 값이 최소가 되도록 하는 자연수 n의 값

은 12이다.� 답 12

이차방정식 xÛ`-nx+4(n-4)=0에서

(x-4)(x-n+4)=0

∴ x=4 또는 x=n-4

한편, 세 수 1, a, b가 등차수열을 이루므로 

2a=b+1    yy㉠

Ú a=4이고 b=n-4인 경우

	 a<b이므로 4<n-4, 즉 n>8

	 ㉠에서 2_4=(n-4)+1, n-3=8

	 ∴ n=11

Û a=n-4이고 b=4인 경우

	 a<b이므로 n-4<4, 즉 n<8

	 ㉠에서 2(n-4)=4+1, 2n-8=5

	 ∴ n=13
2

Ú, Û 에서 n은 자연수이므로 n=11� 답 ③

다른 풀이

이차방정식 xÛ`-nx+4(n-4)=0의 두 근이 a, b이므

로 근과 계수의 관계에 의하여

a+b=n, ab=4(n-4)	 yy㉡

세 수 1, a, b가 등차수열을 이루므로 공차를 d라 하면

a=1+d, b=1+2d

∴ ‌�a+b=3d+2, 

 ab=(1+d)(1+2d)=2dÛ`+3d+1	 yy㉢

04 

05
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4xÛ`-20x+24=0, xÛ`-5x+6=0

(x-2)(x-3)=0

∴ x=2 또는 x=3

위의 값을 각각 ㉠에 대입하여 풀면

x=2일 때 y=-13, x=3일 때 y=-11

따라서 xy의 최댓값은 x=2, y=-13일 때이므로

xy=-26� 답 ②

세 모서리의 길이 a, b, c가 이 순서대로 등비수열을 이루

므로 공비를 r라 하면

b=ar, c=arÛ`

직육면체의 겉넓이는

2(ab+bc+ca)=2(a_ar+ar_arÛ`+arÛ`_a)

=2ar(a+ar+arÛ`)=160    yy㉠

직육면체의 모든 모서리의 길이의 총합은

4(a+b+c)=4(a+ar+arÛ`)=80

즉, a+ar+arÛ`=20이므로

이것을 ㉠에 대입하면

2_ar_20=160    ∴ ar=4

따라서 주어진 직육면체의 부피는

abc=a_ar_arÛ`

=(ar)Ü`=4Ü`=64� 답 ③

등비수열 {an}의 첫째항을 a, 공비를 r라 하면

aÁ+aª+a£=21에서 a+ar+arÛ`=21

∴ a(1+r+rÛ`)=21	 yy㉠

aª+a¢+a¤=126에서 ar+arÜ`+arÞ`=126

ar(1+rÛ`+rÝ`)=126

∴ ar(1+r+rÛ`)(1-r+rÛ`)=126	 yy㉡

㉠ 을 ㉡에 대입하면

21r(1-r+rÛ`)=126, r(1-r+rÛ`)=6

rÜ`-rÛ`+r-6=0	 yy㉢

㉢에 r=2를 대입하면 등식이 성 2 1 -1 1 -6
2 2 6

1 1 3 0

립하므로 오른쪽과 같이 조립제법

을 이용하여 ㉢의 좌변을 인수분

해하면

(r-2)(rÛ`+r+3)=0

이때 이차방정식 rÛ`+r+3=0의 판별식을 D라 하면

D=1Û`-4_3=-11<0, 즉 실근을 갖지 않으므로 방정

식 ㉢의 실근은 r=2뿐이다.

r=2를 ㉠에 대입하면

a(1+2+4)=21, 7a=21    ∴ a=3

∴ an=3_2n-1

aÁ+aª+a£+y+aû>3000에서

3(2û`-1)
2-1 >3000, 3(2û`-1)>3000

2û`-1>1000, 2û`>1001

이때 2á`=512, 210=1024이므로 주어진 부등식을 만족시

키는 자연수 k의 최솟값은 10이다.� 답 10

12

13 

복이차식의 인수분해

a=203, d=-3

따라서 첫째항부터 제 n 항까지의 합이 Sn이므로

Sn‌‌�=
n{2_203+(n-1)_(-3)}

2 	  

=-3
2nÛ`+ 409

2 n	  

=-3
2 {n-

409
6 }2`+

409Û`
24

이때 
409
6 =68.1___이고, n은 자연수이므로

n=68일 때 Sn은 최대이다.� 답 ④

다른 풀이

C에서 an=203+(n-1)_(-3)=-3n+206이다.

그런데 등차수열 {an}의 첫째항부터 제 n 항까지의 합이 

최대가 되려면 an의 값이 음수가 되기 바로 전의 항까지 

더하면 된다.

이때 -3n+206¾0에서 nÉ68.6___

따라서 첫째항부터 제 68 항까지의 합이 최대이므로

조건을 만족시키는 n의 값은 68이다.

등비수열 {an}의 공비를 r라 하면 

aÁÁ
aÁ +

aÁª
aª +

aÁ£
a£ +

aÁ¢
a¢ +

aÁ°
a°

= aÁr10

aÁ + aÁr11

aÁr + aÁr12

aÁrÛ`
+aÁr13

aÁrÜ`
+aÁr14

aÁrÝ`

=r10+r10+r10+r10+r10=5r10=20

∴ r10=4

∴ 
a¢¼
aª¼=

aÁr39

aÁr19=r20=(r10)Û`=4Û`=16� 답 ⑤

등비수열 {an}의 첫째항을 a, 공비를 r라 하면

an=arn-1이므로

7an+an+1‌�=7arn-1+arÇ`	  

=(7a+ar)rn-1

즉, 수열 {7an+an+1}의 첫째항은 7a+ar, 공비는 r이

므로

7a+ar=18, r=2

r=2를 7a+ar=18에 대입하면

9a=18    ∴ a=2

따라서 an=2_2n-1=2Ç`이므로

aª=2Û`=4� 답 ②

12, x-4, y-3이 이 순서대로 등차수열을 이루므로

2(x-4)=12+(y-3)

2x-8=y+9    ∴ y=2x-17	 yy㉠

10-3x, y+9, 4가 이 순서대로 등비수열을 이루므로

(y+9)Û`=(10-3x)_4	 yy㉡

㉠을 ㉡에 대입하면

(2x-8)Û`=4(10-3x)

4xÛ`-32x+64=40-12x

C 

09

10

11 
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본문 pp. 73~75

매월 초에 a만 원씩 적립한다고 하면 a만 원에 대한 2025

년 4월 말의 원리합계는 다음과 같다.

a 1+0.005 40

a 1+0.005 39

a 1+0.005 38

a 1+0.005

2022
1

a
a

a

a

2022
2

40
39
38

1

2022
3

2025
4

2025
4…

……
2025년 4월 말에 지급받는 총액이 2211만 원이므로

a_1.005+a_1.005Û`+a_1.005Ü`+y+a_1.00540

=
a_1.005_(1.00540-1)

1.005-1

=
a_1.005_(1.22-1)

0.005  (∵ 1.00540=1.22)

=a_201_0.22

=44.22_a=2211(만 원)

∴ a=50(만 원)

따라서 수현이가 매월 적립해야 하는 금액은 50만 원이다.

� 답 50만 원

Sn=nÛ`-2n+4에서 

Ú ‌�n¾2일 때,	  

an‌�=Sn-Sn-1	  

=(nÛ`-2n+4)-{(n-1)Û`-2(n-1)+4}	  

=2n-3

Û ‌�n=1일 때,	  

aÁ=SÁ=1-2+4=3

Ú, Û에서 

aÁ=3, an=2n-3`(단, n=2, 3, 4, y)

ㄱ. aª=2_2-3=1 (참)

ㄴ. ‌�a£=2_3-3=3, a¢=2_4-3=5이므로 	  

a£-aÁ=3-3=0, a¢-aª=5-1=4	  

∴ a£-aÁ+a¢-aª (거짓)

ㄷ. ‌�an=2n-3>100에서 n>51.5이므로 조건을 만족시

키는 자연수 n의 최솟값은 52이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

Sn=2n-1에서 

Ú	‌�n¾2일 때, 	  

an‌�=Sn-Sn-1	  

=(2n-1)-(2n-1-1)	  

=2_2n-1-2n-1=2n-1

Û	‌�n=1일 때, 	  

aÁ=SÁ=2Ú`-1=1

Ú, Û에서 

an=2n-1`(단, n=1, 2, 3, y)

∴ aÁ+a°+a»‌�=1+2Ý`+2¡`	  

=1+16+256	  

=273� 답 273

14 

15 

16 

01 ①	 02 34	 03 ⑤	 04 197	 05 24

06 ⑤	 07 54	 08 ①	 09 36	 10 ②

11 612	 12 ②	 13 442	 14 43	 15 ②

16 ③	 17 ①	 18 ①	 19 ③	 20 ⑤

21 15	 22 25	 23 ④	 24 ⑤	 25 150'2
26 ②	 27 101	 28 45	 29 ①	 30 8

31 ①	 32 1023	 33 ④	 34 762'2	 35 39

36 187

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 75~79

2로 나누어떨어지지 않는 수는 홀수이므 	1	 3	 5
	7	 9	 11
	13	 15	 17
	19	 21	 23
	25	 27	 29
		  y

로 2로도 3으로도 나누어떨어지지 않는 

자연수는 3의 배수가 아닌 홀수이다.

즉, 홀수를 순서대로 3개씩 한 줄에 나열

할 때, 오른쪽과 같이 가운데 수는 지워지

고 남은 수가 크기순으로 수열 {an}의 항을 이룬다.

또한, 수열 {an}의 각 항을 2개씩 한 줄에 나열하면 a50의 

값은 25번째 줄의 두 번째 수이다.

또한, 각 줄의 두 번째 수는 순서대로

1번째 줄 : 5=6_1-1

2번째 줄 : 11=6_2-1

3번째 줄 : 17=6_3-1

    y

이와 같이 계속되므로 25번째 줄의 두 번째 수는

a50=6_25-1=149� 답 ①

다른 풀이

{an}：1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, y이므로

an+2=an+6이 성립한다.

∴ a°¼‌�=a¢¥+6=a¢¤+6_2=a¢¢+6_3=y	

=aª+6_24	  

=5+144=149

(n+6)Û`=nÛ`+12n+36=6(2n+6)+nÛ`

이때 6(2n+6)은 6의 배수이므로 (n+6)Û`을 6으로 나

눈 나머지와 nÛ`을 6으로 나눈 나머지는 서로 같다.

즉, an+6=an이 성립한다.

자연수 n=1, 2, 3, y, 6에 대하여

aÁ=1, aª=4, a£=3, a¢=4, a°=1, a¤=0

∴ aª=a¥=aÁ¢=y=4, a¢=aÁ¼=aÁ¤=y=4

따라서 an=4를 만족시키는 100 이하의 자연수 n은

2, 4, 8, 10, y, 94, 98, 100의 34개이다.� 답 34

자연수 n이 두 자연수 p, q의 곱으로 표현될 때, 즉

n=p_q일 때, p와 q는 모두 n의 약수이다.

자연수 n의 양의 약수의 개수를 N이라 하면 다음과 같이 

경우를 나누어 생각할 수 있다.

Ú	N이 짝수, 즉 N=2k`(k는 자연수)일 때,

01 

02 

03 
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A n s w e r

	 자연수 n의 약수를 가장 작은 것부터 크기순으로

	 p1, p2, p3, p4, y, p2k`(k는 자연수)라 하면

	 n‌�=p1_p2k=p2_p2k-1=y	  

=pk-1_pk+2=pk_pk+1

	 즉, n을 두 자연수의 곱으로 표현하는 방법의 수 an은

	 an=k=N
2

Û	N이 홀수, 즉 N=2k-1`(k는 자연수)일 때,

	 자연수 n의 약수를 가장 작은 것부터 크기순으로

	 p1, p2, p3, p4, y, p2k-1`(k는 자연수)이라 하면

	 n‌�=p1_p2k-1=p2_p2k-2=y	  

=pk-1_pk+1=pk_pk

	 즉, n을 두 자연수의 곱으로 표현하는 방법의 수 an은

	 an=k=N+1
2

ㄱ.	72=2Ü`_3Û`의 약수의 개수는

	 (3+1)_(2+1)=12로 짝수이므로 Ú에서

	 a¦ª=12
2 =6

	 81=3Ý̀ 의 약수의 개수는 4+1=5로 홀수이므로 Û에서

	 a¥Á=5+1
2 =3

	 ∴ a¦ª+a¥Á=6+3=9 (참)

ㄴ.	‌�an=3을 만족시키는 자연수 n의 약수의 개수를 m이

라 하자.

	 m이 짝수일 때, Ú에 의하여

	
m
2 =3    ∴ m=6

	 약수의 개수가 6인 자연수 n의 최솟값은

	 2Û`_3=12

	 m이 홀수일 때, Û에 의하여

	
m+1
2 =3    ∴ m=5

	 약수의 개수가 5인 자연수 n의 최솟값은

	 2Ý`=16

	‌� 즉, an=3을 만족시키는 자연수 n의 최솟값은 12이

다. (거짓)

ㄷ.	‌�두 자연수 m, n이 소수이면 m과 n의 약수의 개수는 

모두 2이므로 Ú에 의하여

	 am=an=
2
2=1    ∴ am+an=2

	 ①	m=n일 때,

			‌�  mn=mÛ`의 약수의 개수는 3으로 홀수이므로 Û에 

의하여 amn=
3+1
2 =2

	 ②	m+n일 때,

			‌�  m_n의 약수의 개수는 (1+1)_(1+1)=4로 

짝수이므로 Ú에 의하여 amn=
4
2=2

	 ①, ②에서 amn=2

	 즉, 두 자연수 m, n이 소수이면

	 am+an=amn=2 (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ⑤

등차수열 {an}의 첫째항을 a, 공차를 d라 하면 조건 ㈎에

서 aª+a¢+a¤=123이므로

(a+d)+(a+3d)+(a+5d)=123

3(a+3d)=123    ∴ a+3d=41	 yy㉠

조건 ㈏에서 an>116을 만족시키는 n의 최솟값이 17이

므로 aÁ¤É116, aÁ¦>116이다.

aÁ¤É116에서 a+15dÉ116

(a+3d)+12dÉ116, 41+12dÉ116 (∵ ㉠)

12dÉ75    ∴ dÉ 25
4 =6.25	 yy㉡

aÁ¦>116에서 a+16d>116

(a+3d)+13d>116, 41+13d>116 (∵ ㉠)

13d>75    ∴ d>75
13=5.7___	 yy㉢

㉡, ㉢에서 5.7___<dÉ6.25

d는 정수이므로 

d=6

이것을 ㉠에 대입하면 a=23이므로

a£¼‌�=a+29d	  

=23+29_6	  

=23+174	  

=197� 답 197

선분을 일정한 간격으로 그었으므로 수열 {xÇ}은 등차수

열을 이룬다. 

이 수열의 공차를 d (d>0)라 하면 xÁ=-1이므로 

xÇ=-1+(n-1)d 

x¦=-1+6d=1이므로

6d=2    ∴ d= 1
3

∴ xÇ�=-1+ 1
3 (n-1)	  

= 1
3n- 4

3

이때 각 선분의 연장선과 x축의 교점의 x좌표가 xÇ이므

로 두 곡선 사이의 선분의 길이를 구하면

lÇ=xÇÛ`+axÇ+b-xÇÛ`
=axÇ+b  

=a{ 13n- 4
3 }+b

lÁ=2이므로 -a+b=2    yy㉠

l¦=10이므로 a+b=10    yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=4, b=6이므로

ab=24� 답 24

04 

05

C
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본문 pp. 75~76

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.

ㄷ에서

Tª=aÁ-aª=-d
T¢=(aÁ-aª)+(a£-a¢)=-2d
T¤=(aÁ-aª)+(a£-a¢)+(a°-a¤)=-3d

y

즉, 수열 {T2n}은 공차가 -d인 등차수열이다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

조건 ㈏에서 수열 {bn}은 수열 {an}의 각 항에서 3의 배

수를 제외시킨 것이므로 수열 {an}의 첫째항 a의 값에 따

라 다음과 같이 나누어 생각할 수 있다.

Ú	a=3k (k는 자연수) 꼴인 경우

	‌� 수열 {an}의 공차가 2이므로 수열 {an}의 각 항 중에

서 3의 배수는 aÁ, a¢, a¦, y이다.

	 ∴ {bn}`:`aª, a£, a°, a¤, a¥, a», y
	 즉, b¢¼=a¤¼=172이므로

	 a+59_2=172

	 ∴ a=54

Û	a=3k-1 (k는 자연수) 꼴인 경우

	‌� 수열 {an}의 공차가 2이므로 수열 {an}의 각 항 중에

서 3의 배수는 a£, a¤, a», y이다.

	 ∴ {bn}`:`aÁ, aª, a¢, a°, a¦, a¥, y
	 즉, b¢¼=a°»=172이므로

	 a+58_2=172

	 ∴ a=56

Ü	a=3k-2 (k는 자연수) 꼴인 경우

	‌� 수열 {an}의 공차가 2이므로 수열 {an}의 각 항 중에

서 3의 배수는 aª, a°, a¥, y이다.

	 ∴ {bn}`:`aÁ, a£, a¢, a¤, a¦, a», y
	 즉, b¢¼=a¤¼=172이므로

	 a+59_2=172

	 ∴ a=54

	‌� 그런데 a=3k-2 꼴이어야 하므로 조건을 만족시키

는 a는 존재하지 않는다.

Ú, Û, Ü에서 a의 최솟값은 54이다.� 답 54

수열 {an}의 세 항마다 하나씩 3의 배수가 지워지고 남은 수들을 크

기순으로 나열한 것이 수열 {bn}이므로 지워지는 값에 따라 다음과 

같이 나누어 생각할 수 있다.

{an}`:`a1, a2, a3 / a4, a5, a6 / y / a58, a59, a60 / y
	 Ú	 _, b1, b2 / _, b3, b4 / y / _, b39, b40 / y
	 Û	 b1, b2, _ / b3, b4, _ / y / b39, b40, _ / y
	 Ü	 b1, _, b2 / b3, _, b4 / y / b39, _, b40 / y
즉, Ú, Ü에서 b40=a60, Û에서 b40=a59이다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

f(x)=xÛ`-ax+2a라 하면 다항식 f(x)를 x+1, 	

x-1, x-2로 나눈 나머지가 각각 p, q, r이므로 나머지

정리에 의하여 

07

08 

단계 채점 기준 배점

㈎
등차수열 {xÇ}의 일반항을 n에 대한 식으로 나타낸 

경우
30%

㈏ 수열 {lÇ}의 일반항을 n에 대한 식으로 나타낸 경우 40%

㈐
주어진 조건을 이용하여 a, b의 값을 각각 구한 후, 

ab의 값을 구한 경우
30%

등차수열의 일반항

등차수열 {aÇ}의 일반항은 n에 대한 일차식으로 나타낼 수 있다.

등차수열 {xÇ}의 첫째항과 공차를 각각 p, q라 하면 

xÇ=p+(n-1)q (단, p, q는 상수)
이때 C에서 lÇ=axÇ+b이므로

lÇ=a{p+(n-1)q}+b=ap+b+(n-1)aq
즉, 수열 {lÇ}의 일반항을 n에 대한 일차식으로 나타낼 수 있으므로 

수열 {lÇ}도 등차수열이다.

blacklabel 특강 참고� C

ㄱ.	T¢‌�=aÁ-aª+a£-a¢	  

=-(aª-aÁ)-(a¢-a£)	  

=-d-d=-2d (거짓)

ㄴ.	T°‌�=aÁ-aª+a£-a¢+a°	  

=aÁ+(-aª+a£)+(-a¢+a°)	  

=aÁ+d+d	  

=aÁ+2d=a£ (참)

ㄷ.	Tn=aÁ-aª+a£-a¢+y+(-1)n-1an이므로

	 T2n=aÁ-aª+a£-a¢+y+(-1)2n-2a2n-1

� +(-1)2n-1a2n

	 =aÁ-aª+a£-a¢+y+a2n-1-a2n

	 T2(n-1)‌�=aÁ-aª+a£-a¢+y+(-1)2(n-1)-1a2(n-1)	

=aÁ-aª+a£-a¢+y-a2n-2

	 ∴ T2n-T2(n-1)=a2n-1-a2n=-d

	 즉, 수열 {T2n}은 공차가 -d인 등차수열이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ⑤

다른 풀이

n의 값에 따라 다음과 같이 나누어 생각할 수 있다.

Ú	n이 짝수일 때,

	 Tn‌�=(aÁ-aª)+(a£-a¢)+y+(an-1-an)	  

=-d_n
2 =-dn

2

Û	n이 홀수일 때,

	 Tn‌�=(aÁ-aª)+(a£-a¢)+y+(an-2-an-1)+an	

=-d_n-1
2 +aÁ+(n-1)d	  

=aÁ+ n-1
2 _d

ㄱ.	Ú에 n=4를 대입하면 T¢=-2d (거짓)

ㄴ.	Û에 n=5를 대입하면 T°=aÁ+2d=a£ (참)

ㄷ.	2n은 짝수이므로 Ú에 의하여

	 T2n=-d_2n
2 =-dn

	‌� 이때 수열 {T2n}의 일반항 T2n이 n에 대한 일차식이

므로 수열 {T2n}은 등차수열이다. (참)

06
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A n s w e r

△CBD‌�=1
2_BDÓ_CDÓ	  

=1
2_

aÛ`
3'2_

ab
3'2=

1
36aÜ`b

△ABC‌�=1
2_BCÓ_ACÓ	  

=1
2 ab

세 삼각형 ACD, CBD, ABC의 넓이가 이 순서대로 등

차수열을 이루므로

2_ 1
36 aÜ`b= 1

36 abÜ`+1
2 ab

그런데 a>0, b>0에서 ab+0이므로 양변에 
36
ab  을 곱하면

2aÛ`=bÛ`+18    ∴ bÛ`=2aÛ`-18	 yy㉡

㉡을 ㉠에 대입하면

3aÛ`-18=18, 3aÛ`=36

aÛ`=12    ∴ a=2'3 (∵ a>0)

위의 값을 ㉡에 대입하면

bÛ`=2_12-18=6    ∴ b='6 (∵ b>0)

∴ △ABC‌�=1
2 ab=1

2_2'3_'6=3'2� 답 ②

다른 풀이

△ABC=△ACD+△CBD         yy㉢

세 삼각형 ACD, CBD, ABC의 넓이가 이 순서대로 등

차수열을 이루므로

2△CBD=△ACD+△ABC    yy㉣

㉢을 ㉣에 대입하면

2△CBD=2△ACD+△CBD

즉, △CBD=2△ACD이므로

△ACD`:`△CBD=1`:`2

이때 두 삼각형 ACD, CBD는 각각 변 AD와 변 BD를 

밑변으로 하고 높이가 서로 같은 삼각형이므로 넓이의 비

는 밑변의 길이의 비와 같다.

즉, ADÓ`:`BDÓ=1`:`2이고 ABÓ=3'2이므로

ADÓ='2, BDÓ=2'2
△ABC»△ACD에서

ABÓ`:`ACÓ=ACÓ`:`ADÓ, 3'2`:`ACÓ=ACÓ`:`'2
ACÓ Û`=6    ∴ ACÓ='6 (∵ ACÓ>0)

△ABC»△CBD에서

ABÓ`:`BCÓ=BCÓ`:`BDÓ, 3'2`:`BCÓ=BCÓ`:`2'2
BCÓ Û`=12    ∴ BCÓ=2'3 (∵ BCÓ>0)

∴ △ABC‌�=1
2_ACÓ_BCÓ	  

=1
2_'6_2'3=3'2

등차수열 {an}의 첫째항을 a, 공차를 d라 하면

a£=-4에서 a+2d=-4	 yy㉠

a»=44에서 a+8d=44	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=-20, d=8

11 

p= f(-1)=(-1)Û`-a_(-1)+2a=3a+1, 

q= f(1)=1Û`-a_1+2a=a+1, 

r= f(2)=2Û`-a_2+2a=4 

이때 세 수 p, q, r, 즉 3a+1, a+1, 4가 이 순서대로 등

차수열을 이루므로

2(a+1)=(3a+1)+4, 2a+2=3a+5

∴ a=-3� 답 ①

f(x)= 1
x이므로 

f(a)= 1
a , f(2)= 1

2 , f(b)= 1
b

조건 ㈏에서 세 수 
1
a , 

1
2 , 

1
b 은 이 순서대로 등차수열을 

이루므로

2_ 1
2=

1
a+ 1

b     ∴ 
1
a+

1
b=1    yy㉠

∴ a+25b=(a+25b){ 1
a+ 1

b } (∵ ㉠)

=26+ 25b
a + a

b             yy㉡

조건 ㈎에서 ab>0이므로 
25b
a >0, ab>0이고 산술평균

과 기하평균의 관계에 의하여

25b
a +a

b¾2¾¨ 25ba _ a
b

            =10 {단, 등호는 a=6, b= 6
5일 때 성립한다.}

∴ a+25b�¾26+10 (∵ ㉡)	  

=36

따라서 a+25b의 최솟값은 36이다.� 답 36

BCÓ=a, ACÓ=b라 하면 △ABC A

B C

D

a

b
3Â2

에서 피타고라스 정리에 의하여

aÛ`+bÛ`=(3'2)Û`
∴ aÛ`+bÛ`=18� yy㉠

△ABC»△CBD이므로

ABÓ`:`BCÓ=BCÓ`:`BDÓ에서 3'2`:`a=a`:`BDÓ

∴ BDÓ= aÛ`
3'2

ABÓ`:`ACÓ=BCÓ`:`CDÓ에서 3'2`:`b=a`:`CDÓ

∴ CDÓ= ab
3'2

△ABC»△ACD이므로

ABÓ`:`ACÓ=ACÓ`:`ADÓ에서 3'2`:`b=b`:`ADÓ

∴ ADÓ= bÛ`
3'2

즉, 세 삼각형의 넓이는

△ACD‌�=1
2_CDÓ_ADÓ	  

=1
2_

ab
3'2_

bÛ`
3'2=

1
36abÜ`

09

10 
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본문 p. 76

등차수열 {an}의 첫째항을 a, 공차를 d라 하면

aÁÁ+aªÁ=82에서 (a+10d)+(a+20d)=82

2a+30d=82    ∴ a+15d=41	 yy㉠

aÁÁ-aªÁ=6에서 (a+10d)-(a+20d)=6

-10d=6    ∴ d=-3
5

위의 값을 ㉠에 대입하면

a+15_{-3
5 }=41  

a-9=41    ∴ a=50

∴ an=50+(n-1)_{-3
5 }	 yy㉡

이때 집합 A의 원소 an의 값은 자연수이므로

50+(n-1)_{-3
5 }>0, n-1<250

3

∴ n<253
3 =84.3___

또한, an의 값이 자연수가 되려면 ㉡에서 n-1의 값은 0 

또는 5의 배수이어야 한다. 즉, 조건을 만족시키는 n의 

값은 1, 6, 11, y, 81의 17개이다.

따라서 수열 aÁ, a¤, aÁÁ, y, a¥Á은 첫째항이 50이고,

제 17 항이 a¥Á=50+(81-1)_{-3
5 }=2인 등차수열

이므로 그 합은

17(50+2)
2 =442� 답 442

SÁ¦=SÁ¥이므로

SÁ¥-SÁ¦=0    ∴ aÁ¥=0

등차수열 {an}의 공차를 d라 하면 첫째항이 34이므로

aÁ¥=34+(18-1)_d=0  

17d=-34    ∴ d=-2

∴ Sn‌�=
n{2_34+(n-1)_(-2)}

2 	  

=-n(n-35)    yy㉠

f(x)=-x(x-35)라 하면 함수�

35

y=|f{x}|

O

y

x17

S¡•

18

y=|f(x)|의 그래프는 오른쪽 그

림과 같으므로 자연수 n에 대하여 

다음과 같이 경우를 나누어 생각할 

수 있다.

Ú	1ÉnÉ35인 자연수 n에 대하여

	 f(18)¾|f(n)|

	‌� 즉, 1ÉnÉ35인 자연수 n에 대

하여 |Sn|>S18을 만족시키는 

자연수 n은 존재하지 않는다.

Û	‌�n>35인 자연수 n에 대하여 |Sn|>S18이 성립하려

면 -Sn>S18이어야 한다.

	 즉, ㉠에 의하여 S18=-18(18-35)=306이므로

	 n(n-35)>306이 성립해야 한다.

	 이때 n=42이면 n(n-35)=42_7=294이고

	 n=43이면 n(n-35)=43_8=344이므로

13 

공차는 5d=-3이다.

14 

∴ an‌�=-20+(n-1)_8	  

=8n-28

이때 an<0, 즉 8n-28<0에서

n<3.5

따라서 nÉ3이면 an<0이고, n¾4이면 an>0이다.

∴ ‌�|aÁ|+|aª|+|a£|+y+|aÁ°|	  

=-(aÁ+aª+a£)+(a¢+a°+y+aÁ°)	 

=(aÁ+aª+a£+y+aÁ°)-2(aÁ+aª+a£)	  

=15{2_(-20)+(15-1)_8}
2 -2(-20-12-4)	

=540+72=612� 답 612

수열 {an}은 첫째항이 30이고 공차가 -d인 등차수열이

므로

an=30-(n-1)d

∴ ‌�am+am+1+am+2+y+am+k	  

=
(k+1){30-(m-1)d+30-(m+k-1)d}

2 	 

=
(k+1){60-(2m+k-2)d}

2 =0

이때 k+1>0이므로

60-(2m+k-2)d=0

(2m+k-2)d=60    ∴ 2m+k=2+60
d

그런데 m, k가 자연수이므로 위의 식을 만족시키는 d는 

60의 약수이어야 한다.

따라서 60=2Û`_3_5이므로 d의 개수는

(2+1)_(1+1)_(1+1)=12� 답 ②

다른 풀이

am+am+1+am+2+y+am+k=0, 즉 등차수열의 연속하

는 (k+1)개의 항의 합이 0이므로 k의 값에 따라 수열 

am, am+1, am+2, y, am+k를 다음과 같이 나누어 생각할 

수 있다.

Ú	k+1이 홀수일 때,

	 y, d, 0, -d, y
	‌� 이때 첫째항이 30이고 공차가 -d인 등차수열에서 항

의 값이 0이 되려면 d는 30의 양의 약수가 되어야 하

므로

	 d=1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30

Û	k+1이 짝수일 때,

	 y, 
d
2 , -d

2 , y

	 이때 an=30-(n-1)d이므로

	 30-(n-1)d=d
2 에서 (n-1)d=-d

2 +30

	 n-1=-1
2+

30
d     ∴ n=1

2+
30
d

	 그런데 n은 자연수이므로

	 d=4, 12, 20, 60

Ú, Û에서 구하는 d의 개수는 12이다.

12
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A n s w e r

즉, n=21일 때, Sn은 최댓값을 갖는다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

세 수 a, b, c가 이 순서대로 등비수열을 이루므로 공비를 

r라 하면

b=ar, c=br=arÛ`

a+b+c=7에서 a+ar+arÛ`=7이므로

a(1+r+rÛ`)=7	 yy㉠

aÛ`+bÛ`+cÛ`=91에서 aÛ`+aÛ`rÛ`+aÛ`rÝ`=91이므로

aÛ`(1+rÛ`+rÝ`)=91

한편, (a+b+c)Û`=aÛ`+bÛ`+cÛ`+2(ab+bc+ca)이므로

7Û`=91+2(aÛ`r+aÛ`rÜ`+aÛ`rÛ`)

2aÛ`r(1+r+rÛ`)=-42

∴ aÛ`r(1+r+rÛ`)=-21	 yy㉡

㉠, ㉡에서 ar=-3

∴ abc‌�=a_ar_arÛ`=(ar)Ü`	  

=(-3)Ü`=-27� 답 ①

다른 풀이

세 수 a, b, c가 이 순서대로 등비수열을 이루므로 공비를 

r라 하면

b=ar, c=arÛ`

a+b+c=7에서 a+ar+arÛ`=7

∴ a(1+r+rÛ`)=7	 yy㉢

aÛ`+bÛ`+cÛ`=91에서 aÛ`+aÛ`rÛ`+aÛ`rÝ`=91

aÛ`(1+rÛ`+rÝ`)=91, aÛ`(1+r+rÛ`)(1-r+rÛ`)=91

㉢을 위의 식에 대입하면

7a(1-r+rÛ`)=91

∴ a(1-r+rÛ`)=13	 yy㉣

㉢-㉣ 을 하면 2ar=-6    ∴ ar=-3

∴ abc‌�=a_ar_arÛ`=(ar)Ü`	  

=(-3)Ü`=-27

등비수열 {an}의 첫째항을 a, 공비를 r라 하면 

aÁ+a£=12에서 a+arÛ`=12	 yy㉠

aÁ+a£+a°+a¦‌�=15에서

12+a°+a¦=15

즉, a°+a¦=3에서

arÝ`+arß`=3    ∴ rÝ`(a+arÛ`)=3	 yy㉡

㉠을 ㉡에 대입하면 

12rÝ`=3    ∴ rÝ`=1
4  

이때 모든 항이 실수이므로 rÛ`=1
2 	 yy㉢

㉢을 ㉠에 대입하면 

a+1
2 a=12, 32 a=12    ∴ a=8

∴ aÁaªa£a¢‌�=a_ar_arÛ`_arÜ`=aÝ`rß`=aÝ`(rÛ`)Ü`	  

=8Ý`_{ 12 }3`=
2Ú`Û`
2Ü`

=2á`� 답 ①

17

복이차식의 인수분해

18 

	 -Sn>S18을 만족시키는 자연수 n의 최솟값은 43이다.

Ú, Û에서 |Sn|>S18을 만족시키는 자연수 n의 최솟값

은 43이다.� 답 43

공차가 양수인 등차수열 a1, a2, a3, y, am에 대하여 조

건 ㈏, ㈐에서 홀수 번째 항들의 합이 짝수 번째 항들의 

합보다 크므로 m은 홀수이다.

또한, 홀수 m에 대하여 자연수 1, 2, 3, y, m 중에서 홀

수는 
m+1
2 개, 짝수는 

m-1
2 개이다.

조건 ㈏에서 aÁ+a£+a°+y+am=90이므로

m+1
2 (aÁ+am)

2 =90

∴ (m+1)(aÁ+am)=360	 yy㉠

조건 ㈐에서 aª+a¢+a¤+y+am-1=72이므로

m-1
2 (aª+am-1)

2 =72

∴ (m-1)(aª+am-1)=288

이때 등차수열 {an}의 공차를 d (d>0)라 하면

aª+am-1=aÁ+d+am-1=aÁ+am이므로

(m-1)(aª+am-1)=288에서

(m-1)(aÁ+am)=288	 yy㉡

㉠-㉡을 하면

2(aÁ+am)=72    ∴ aÁ+am=36

이것을 ㉠에 대입하면

36(m+1)=360, m+1=10    ∴ m=9

∴ aÁ+am+m=36+9=45� 답 ②

ㄱ.	‌�SÁ¢=Sª¥에서	  

aÁ+aª+y+aÁ¢	  

=(aÁ+aª+y+aÁ¢)+(aÁ°+aÁ¤+y+aª¥)	  

∴ aÁ°+aÁ¤+aÁ¦+y+aª¥=0 (참)

ㄴ.	‌�수열 {an}이 등차수열이므로	 

aÁ°+aª¥‌�=aÁ¤+aª¦=y=aÁ»+aª¢=y=aªÁ+aªª

	‌� 즉, ㄱ에서 7(aÁ»+aª¢)=0이므로	  

aÁ»+aª¢=0    ∴ aÁ»=-aª¢	 

∴ |aÁ»|=|aª¢| (참)

ㄷ.	‌�등차수열 {an}의 공차를 d라 하면 ㄴ에서 	  

aÁ»+aª¢=0이므로 	  

aÁ+18d+aÁ+23d=0, 2aÁ=-41d	  

∴ aÁ=-41
2 d	  

이때 aÁ>0이므로 d<0이고,	  

an‌�=-41
2 d+(n-1)d=d{n-43

2 }

	‌� Sn의 값이 최대가 되는 것은 an>0인 항만을 모두 더

했을 때이므로	  

d{n-43
2 }¾0    ∴ nÉ21.5 (∵ d<0)	  

15 

16 

공차를 d라 하면 모두	
2a1+41d이다.
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본문 pp. 76~78

[그림 2]에서 b는 3과 1의 최소공배수이므로 3이고, c는 

1과 4의 최소공배수이므로 4이다. 

이때 e와 12의 최대공약수가 b=3이므로

e=3k`(k는 자연수)라 하면 k와 4는 서로소이다.

또한, f와 12의 최대공약수가 c=4이므로

f=4l`(l은 자연수)이라 하면 l과 3은 서로소이다. 

한편, e, 12, f가 이 순서대로 등비수열을 이루므로 

12Û`=ef에서

144=3k_4l=12kl    ∴ kl=12

이때 k, l은 각각 4, 3과 서로소인 자연수이므로 

k=3, l=4

∴ e=3_3=9, f=4_4=16 

∴ e+ f=9+16=25� 답 25

x=n+a`(n은 양의 정수, 0<a<1)라 하면 

[x]=n, x-[x]=(n+a)-n=a

이때 세 수 x-[x], [x], x, 즉 a, n, n+a가 이 순서대

로 등비수열을 이루므로 

nÛ`=a(n+a), aÛ`+na-nÛ`=0

{ a
n }2`+

a
n-1=0    ∴ 

a
n=-1Ñ'5

2

그런데 0< a
n<1이므로 

a
n=-1+'5

2 이고, 

0<a<1이므로 n=1이어야 한다.

∴ a=-1+'5
2

∴ x-[x]=-1+'5
2 � 답 ④

양의 실수 x의 정수 부분을 n, 소수 부분을 a라 하면

x=n+a (단, n은 0 또는 양의 정수 0Éa<1)
Ú n=0, a=0일 때,

	 x=0이므로 x는 양의 실수라는 조건에 모순이다.

Û n=0, a+0일 때,

	� x=a, [x]=0이므로 x-[x], [x], x는 a, 0, a이고, 이 순서대로 

등비수열을 이루지 않는다.

Ü n+0, a=0일 때,

	� x=n, [x]=n이므로 x-[x], [x], x는 0, n, n이고, 이 순서대로 

등비수열을 이루지 않는다. 

Ú, Û, Ü 에서 n+0, a+0이므로

x=n+a (단, n은 양의 정수, 0<a<1)

blacklabel 특강 풀이 첨삭� C

이차방정식 pxÛ`+2qx+r=0의 판별식을 D라 하면

D
4 =qÛ`-pr    yy㉠

ㄱ.		pÛ`, qÛ`, rÛ`이 이 순서대로 등차수열을 이루면

		 qÛ`=
pÛ`+rÛ`

2

22 

23 C 

24

두 등비수열 {aÇ}, {bÇ}의 첫째항을 각각 a, b, 공비를 r

라 하면

aÇ=arn-1, bÇ=brn-1

aÇbÇ=(an+1)Û`+4(bn+1)Û`
5 에서

arn-1_brn-1=(arn)Û`+4(brn)Û`
5  

abr2n-2= aÛ`r2n+4bÛ`r2n

5  (∵ r>0)

(aÛ`+4bÛ`)rÛ`=5ab

∴ rÛ`= 5ab
aÛ`+4bÛ`

= 5
a
b+

4b
a

    yy㉠    

이때 a>0, b>0이므로 
a
b>0, 4ba >0이고 산술평균과 

기하평균의 관계에 의하여

a
b+

4b
a ¾2¾¨ ab_

4b
a =4

(단, 등호는 aÛ`=4bÛ`일 때 성립한다.)

∴ rÛ`= 5
a
b+

4b
a

É 5
4  (∵ ㉠)

따라서 공비 r의 최댓값은 
'5
2 이다.� 답 ③

조건 ㈏에서 
d
a = e

d , 즉 dÛ`=ae이므로 a, d, e 또는 e, 

d, a는 이 순서대로 등비수열을 이룬다.

또한, 조건 ㈐에서 a=kd, b= e
k 이므로

k= a
d= e

b     ∴ ab=de

따라서 a, d, e, b 또는 b, e, d, a는 이 순서대로 등비수

열을 이룬다. 

조건 ㈎에서 a<c이므로 a, d, e, b, c 또는

b, e, d, a, c는 이 순서대로 등비수열을 이루고, 이때의 

c는 제 5 항이다.

∴ n=5� 답 ⑤

등차수열 {an}의 첫째항을 a, 공차를 d (d+0)라 하면 

aª=a+d, a¢=a+3d, a»=a+8d    yy㉠

이고, 이 순서대로 등비수열을 이루므로

(a+3d)Û`=(a+d)(a+8d)

aÛ`+6ad+9dÛ`=aÛ`+9ad+8dÛ`

dÛ`-3ad=0, d(d-3a)=0

∴ d=3a`(∵ d+0)

이것을 ㉠에 각각 대입하여 정리하면 

aª=4a, a¢=10a, a»=25a 

∴ r=a¢
aª=

10a
4a =5

2

∴ 6r=6_5
2=15� 답 15

19

모든 항이 양수이므로 a>0, b>0, r>0

20 

조건 ㈏에서 (a, d, e) 또는 (e, d, a)의 순서대로 등비수열을 이루므로
(a, e, d, b), (b, d, e, a), (d, a, b, e), (d, b, a, e), (e, a, b, d),
(e, b, a, d)의  경우는 생각하지 않는다.

21 
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㉠을 ㉡에 대입하면

50'2r20=450'2, r20=9

∴ r10=3 (∵ r10>0)

따라서 aÁÁ+aÁª+aÁ£+y+aª¼은 첫째항이 aÁÁ=aÁr10이

고 공비가 r, 항의 개수가 10인 등비수열의 합이므로

aÁÁ+aÁª+aÁ£+y+aª¼‌�=aÁr10(r10-1)
r-1 	 

=r10_aÁ(r10-1)
r-1 	  

=3_50'2 (∵ ㉠)	 

=150'2� 답 150'2
다른 풀이

등비수열 {an}의 공비를 r, 첫째항부터 제 n 항까지의 합

을 Sn이라 하면

aÁ+aª+a£+y+aÁ¼=SÁ¼

aªÁ+aªª+aª£+y+a£¼

=aÁr20+aªr20+a£r20+y+aÁ¼r20

=(aÁ+aª+a£+y+aÁ¼)r20

=SÁ¼r20

이때 SÁ¼=50'2, SÁ¼r20=450'2이므로 

r20=SÁ¼r20

SÁ¼ =450'2
50'2 =9, (r10)Û`=9 

∴ r10=3 (∵ r10>0)

∴ ‌�aÁÁ+aÁª+aÁ£+y+aª¼	  

=aÁr10+aªr10+a£r10+y+aÁ¼r10	  

=(aÁ+aª+a£+y+aÁ¼)r10	  

=SÁ¼r10	  

=50'2_3	 

=150'2

등비수열의 일정한 개수의 항의 합으로 이루어진 수열도 등비수열을 

이루므로 주어진 문제에서

aÁ+aª+a£+y+aÁ¼=SÁ, aÁÁ+aÁª+aÁ£+y+aª¼=Sª,
aªÁ+aªª+aª£+y+a£¼=S£이라 하면 세 수 SÁ, Sª, S£이 이 순서대

로 등비수열을 이룬다.

공비를 R라 할 때, 
S£
SÁ =9에서 R=3`(∵ R>0)

∴ Sª=SÁ_R=50'2_3=150'2
또한, 등차수열의 일정한 개수의 항의 합으로 이루어진 수열도 등차수

열을 이룬다.

blacklabel 특강 참고

등비수열 {an}의 공비를 r라 하면

첫째항부터 제 5 항까지의 합이 
31
2 이므로

aÁ(rÞ`-1)
r-1 =31

2 	 yy㉠

또한, 첫째항부터 제 5 항까지의 곱은 32이므로

aÁ_aÁr_aÁrÛ`_aÁrÜ`_aÁrÝ`=32

aÁÞ`r10=32, (aÁrÛ`)Þ`=32

∴ aÁrÛ`=2	 yy㉡

r은 실수이므로

26

		 ㉠에서

		
D
4 ‌�=

pÛ`+rÛ`
2 -pr	 

=
pÛ`-2pr+rÛ`

2 	  

=
(p-r)Û`

2

		 이때 p, r는 서로 다른 양수이므로 
(p-r)Û`

2 >0

		‌� 즉, 
D
4 >0이므로 주어진 이차방정식은 서로 다른 두 

실근을 갖는다. (참)

ㄴ.		
1
p , 

1
q , 

1
r이 이 순서대로 등비수열을 이루면

		
1
qÛ`
= 1

pr     ∴ qÛ`=pr

		 ㉠에서

		
D
4 =pr-pr=0

		‌� 즉, 
D
4 =0이므로 주어진 이차방정식은 중근을 갖는

다. (참)

ㄷ.		
1
p , 

1
q , 

1
r이 이 순서대로 등차수열을 이루면

		
2
q=

1
p+

1
r=

p+r
pr

		 q=
2pr
p+r     ∴ qÛ`=

4pÛ`rÛ`
(p+r)Û`

		 ㉠에서

		
D
4 ‌�=

4pÛ`rÛ`
(p+r)Û` -pr	  

=pr_
4pr-(p+r)Û`

(p+r)Û` 	  

=pr_
-(p-r)Û`
(p+r)Û` 	  

=-pr_{ p-r
p+r }2`

		 이때 p, r는 서로 다른 양수이므로

		 pr>0, { p-r
p+r }2`>0

		 ∴ -pr_{ p-r
p+r }2`<0

		‌� 즉, 
D
4 <0이므로 주어진 이차방정식은 허근을 갖는

다. (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

등비수열 {an}의 공비를 r라 하면

aÁ+aª+a£+y+aÁ¼=aÁ(r10-1)
r-1 =50'2	 yy㉠

aªÁ+aªª+aª£+y+a£¼은 첫째항이 aªÁ=aÁr20이고 공비

가 r, 항의 개수가 10인 등비수열의 합이므로

aªÁ+aªª+aª£+y+a£¼=aÁr20(r10-1)
r-1

=450'2	 yy㉡

25
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본문 p. 78

다른 풀이

함수 f( f(x))의 상수항은 x=0일 때의 함숫값이므로

f(0)=2

∴ f( f(0))‌�= f(2)	  

=2+2+2Û`+2Ü`+y+2100	  

=2+2(2100-1)
2-1 	  

=2+2101-2	  

=2101=2k

따라서 k의 값은 101이다.

5, aÁ, aª, a£, y, an, 15가 등비수열을 이루므로 이 수열

의 공비를 r (r+1)라 하면

5_rn+1=15    ∴ rn+1=3

∴ aÁ+aª+a£+y+an‌�=5r+5rÛ`+5rÜ`+y+5rn	

=5r(rn-1)
r-1 	  

=5(rn+1-r)
r-1 		   

=5(3-r)
r-1  (∵ rn+1=3),

 ‌�
1
aÁ+

1
aª+

1
a£+y+ 1

an
	  

= 1
5r+

1
5rÛ`

+ 1
5rÜ`

+y+ 1
5rn

 =

1
5r [1-{

1
r }n`]

1-1
r

 =

1
5r_

rÇ`-1
rÇ`

r-1
r

 = rn-1
5rn(r-1)=

rn+1-r
5rn+1(r-1)

 = 3-r
15(r-1)  (∵ rn+1=3)

또한, 5, bÁ, bª, b£, y, bn, 15가 등차수열을 이루므로 이 

수열의 공차를 d (d+0)라 하면

5+(n+1)d=15    ∴ (n+1)d=10

∴ ‌�bÁ+bª+b£+y+bn	  

=(5+d)+(5+2d)+(5+3d)+y+(5+nd)	

=
n{(5+d)+(5+nd)}

2 	  

=
n{10+(n+1)d}

2 	  

= n(10+10)
2  (∵ (n+1)d=10)	  

=10n

따라서 주어진 등식

{ 1aÁ+
1
aª+y+ 1

an
}(bÁ+bª+y+bÇ)

aÁ+aª+y+an
=6에서

28 

∴ ‌�
1
aÁ+

1
aª+

1
a£+

1
a¢+

1
a° 	  

= 1
aÁ+

1
aÁr+

1
aÁrÛ`

+ 1
aÁrÜ`

+ 1
aÁrÝ`

	  

= 1
aÁ+

1
aÁ_

1
r+

1
aÁ_{

1
r }2̀+

1
aÁ_{

1
r }3̀+

1
aÁ_{

1
r }4̀ 	

=

1
aÁ [1-{

1
r }5`]

1-1
r

=

1
aÁ_

rÞ`-1
rÞ`

r-1
r

	  

= rÞ`-1
aÁrÝ`(r-1)=

aÁ(rÞ`-1)
aÁÛ`rÝ`(r-1)

	  

={ 1
aÁrÛ` }2`_

aÁ(rÞ`-1)
r-1 	  

={ 12 }2`_
31
2  (∵ ㉠, ㉡)	  

=31
8 � 답 ②

다른 풀이

등비수열 {an}의 첫째항을 a, 공비를 r라 하자.

첫째항부터 제 5 항까지의 합이 
31
2 이므로 

aÁ+aª+a£+a¢+a°‌�=a+ar+arÛ`+arÜ`+arÝ`	  

=a(1+r+rÛ`+rÜ`+rÝ`)	  

=31
2     yy㉢

첫째항부터 제 5 항까지의 곱이 32이므로 

aÁaªa£a¢a°‌�=a_ar_arÛ`_arÜ`_arÝ`	  

=aÞ`r10=(arÛ`)Þ`=32 

∴ arÛ`=2	 yy㉣

∴ ‌�
1
aÁ+

1
aª+

1
a£+

1
a¢+

1
a° 	  

=1
a+

1
ar+

1
arÛ`

+ 1
arÜ`

+ 1
arÝ`

	  

= 1
arÝ`

(1+r+rÛ`+rÜ`+rÝ`)	  

= 1
(arÛ`)Û`

_a(1+r+rÛ`+rÜ`+rÝ`) 	  

= 1
2Û`
_31

2  (∵ ㉢, ㉣)	  

=31
8

f(x)=2+x+xÛ`+xÜ`+y+x100에서

( f½ f)(x)=2+(2+x+xÛ`+xÜ`+y+x100)

+(2+x+xÛ`+xÜ`+y+x100)Û`	

+(2+x+xÛ`+xÜ`+y+x100)Ü`+y	�

+(2+x+xÛ`+xÜ`+y+x100)100

즉, 함수 ( f½ f)(x)의 상수항은

2+2+2Û`+2Ü`+y+2100‌�=2+2(2100-1)
2-1 	  

=2+(2101-2)	  

=2101=2k

따라서 구하는 k의 값은 101이다.� 답 101
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('2 )n�É50('2-1)+1	  

=21.7 (∵ '2=1.414)

이때 n=8이면 ('2 )¡`=2Ý`=16,

n=9이면 ('2 )á`=2Ý`_'2=16_1.414=22.624

이므로 n의 최댓값은 8이다.

따라서 완성된 반원의 최대 개수는 8이다.� 답 8

매년 전년도보다 5`% 증액하여 적립하므로 2030년 12월 

31일의 원리합계는 다음과 같다.

…

400

400\{1+0.05}

400\{1+0.05}@

400\{1+0.05}(

400\{1+0.05}10

400\{1+0.05}10

400\{1+0.05}10

400\{1+0.05}10

…

10

9

8

2021
1 1

2022
1 1

2023
1 1 … 2030

1 1
2030

12 31

1

∴ 10_400_1.0510‌�=10_400_1.16	  

=4640(만 원)

따라서 구하는 원리합계는 4640만 원이다.� 답 ①

첫해에 400만 원을 적립하였고, 이 금액은 10년 동안 연이율 5`%의 

복리로 계산하면 (400_1.0510)만 원이다.

이후로는 매년 전년도보다 5`% 증액하여 적립하므로 두 번째 해에 저

금한 금액은 (400_1.05)만 원이고, 이 금액을 9년 동안 연이율 5`%
의 복리로 계산하면 400_1.05_1.05á̀ =400_1.0510(만 원)이다.

같은 방법으로 계산하면 매년 적립한 금액의 2030년 12월 31일까지

의 원리합계는 모두 (400_1.0510)만 원으로 동일하므로 총 원리합계

는 (10_400_1.0510)만 원이다.

blacklabel 특강 해결 실마리

해결단계

➊ 단계

원 Ck의 중심을 Ok라 하고, 점 Ok에서 점 Ok+1을 지나면서 

직선 m에 수직인 선분에 내린 수선의 발을 Hk라 할 때, 	

∠Ok+1OkHk의 크기는 k의 값에 관계없이 항상 일정함을 

확인한다.

➋ 단계

sin (∠Ok+1OkHk)=p (p는 상수)라 하고, 수열 {rn}이 

등비수열을 이루는 것을 확인한 후, 그 공비를 p를 사용하

여 나타낸다.

➌ 단계

➋ 단계에서 구한 것을 이용하여 수열 {Sn}이 등비수열을 

이루는 것을 확인한 후, 등비수열 {Sn}의 일반항 Sn을 구하

고, 주어진 식의 값을 구한다.

원 Ck의 반지름의 길이를 rk, 중심을 Ok라 하면 rk<rk+1

이고, 점 Ok에서 점 Ok+1을 지나면서 직선 m에 수직인 

선분에 내린 수선의 발을 Hk라 하면 다음 그림과 같다.

l

m
C C≠¡

r≠¡-r
r≠¡

O

r

O≠¡

H

sin(∠Ok+ÁOkHk)의 값은 k의 값에 관계없이 항상 일정

하므로 그 값을 p`(p는 상수)라 하면

31 

32 

SÁ<S¢이므로

C 

3-r
15(r-1)

_10n

5(3-r)
r-1

=6

2n
15=6    ∴ n=45� 답 45

정사각형 모양의 종이 ABCD의 한 변의 길이가 2이고, 

네 점 AÁ, BÁ, CÁ, DÁ은 각 변의 중점이므로 종이 	

ABCD를 접어 만든 도형 AÁBÁCÁDÁ은 한 변의 길이가 

'2인 정사각형이다.

즉, SÁ을 펼쳤을 때, 접힌 모든 선들의 길이의 합은

4_'2=4'2
SÁ을 접어 만든 도형 AªBªCªDª는 한 변의 길이가 1인 정

사각형이고 SÁ에서 이미 접은 종이를 다시 접어서 종이가 

2겹이므로 Sª를 펼친 그림에서 새로 생긴 접힌 모든 선들

의 길이의 합은

2_(4_1)=8

Sª를 접어 만든 도형 A£B£C£D£은 한 변의 길이가 
1
'2인 

정사각형이고, SÁ, Sª에서 이미 접은 종이를 다시 접어서 

종이가 4겹이므로 S£을 펼친 그림에서 새로 생긴 접힌 모

든 선들의 길이의 합은

4_{4_ 1
'2 }=8'2

y

이와 같이 계속되므로 Sn을 펼친 그림에서 새로 생긴 접

힌 모든 선들의 길이의 합은 첫째항이 4'2이고 공비가 

'2인 등비수열이다.

따라서 Sn을 펼친 그림에서 접힌 모든 선들의 길이의 합 

ln은 첫째항이 4'2이고 공비가 '2인 등비수열의 첫째항

부터 제 n 항까지의 합이므로

l°‌�=
4'2{('2)Þ`-1}
'2-1

  	  

=
4'2(4'2-1)
'2-1

  	  

=
4'2(4'2-1)('2+1)

('2-1)('2+1)
  	  

=4'2(7+3'2)	  

=24+28'2� 답 ①

n번째 반원의 지름의 길이를 an이라 하면

aÁ=2_1=2

반원의 넓이가 2배씩 증가하므로 반원의 지름의 길이는 

'2배씩 증가한다.

∴ an=2_('2)n-1

완성된 반원의 지름의 길이의 합은 ABÓ의 길이인 100보

다 작거나 같아야 하므로

2{('2)n-1}
'2-1

É100

29 

30 
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본문 pp. 78~79

	 한편, ㄴ에서

	 an+bn=9n-6=3+9(n-1)

	 ∴ aÁ+bÁ=3, dÁ+dª=9 (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

다른 풀이

등차수열 {an}의 첫째항이 aÁ, 공차가 dÁ이므로

Sn=
n{2aÁ+dÁ(n-1)}

2

등차수열 {bn}의 첫째항이 bÁ, 공차가 dª이므로

Tn=
n{2bÁ+dª(n-1)}

2

∴ ‌�Sn+Tn	  

=n{2aÁ+dÁ(n-1)}
2 +n{2bÁ+dª(n-1)}

2 	

=n{2(aÁ+bÁ)+(dÁ+dª)(n-1)}
2

이때 Sn+Tn=
9nÛ`-3n

2 =n(9n-3)
2 이므로

dÁ+dª=9, 2(aÁ+bÁ)-(dÁ+dª)=-3

즉, 2(aÁ+bÁ)-9=-3이므로 2(aÁ+bÁ)=6

∴ aÁ+bÁ=3, dÁ+dª=9

ㄱ.	aÁ=bÁ이면

	 2aÁ=3    ∴ aÁ=3
2  (거짓)

ㄴ.	an=n+3이면 aÁ=4이므로 bÁ=-1

	 dÁ=1이므로 dª=8

	 ∴ bn=-1+8(n-1)=8n-9 (참)

ㄷ. dÁ+dª=9 (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.

aª+a¢+a¤+y+a2n-2+a2n=3_2n-3에서

aª+a¢+a¤+y+a2n-2=3_2n-1-3이므로

a2n‌�=3_2n-3_2n-1	 

=3_2n-1

등비수열 {an}의 첫째항을 a, 공비를 r`(r>0)라 하면

a¢
aª=rÛ`에서 rÛ`= 6

3=2    ∴ r='2 (∵ r>0)

aª=3에서 ar=3

∴ a=3
r=

3
'2=

3'2
2

∴ an=
3'2
2 _('2)n-1

따라서 a°+a¦+a»+y+aÁ¦은 첫째항이

a°=
3'2
2 _('2)Ý`=6'2이고, 공비가 ('2)Û̀ =2, 항의 개

수가 7인 등비수열의 합이므로

a°+a¦+a»+y+aÁ¦‌�=
6'2(2à`-1)

2-1 	  

=762'2� 답 762'2

34

rk+1-rk

rk+1
=p    ∴ rk+Á= 1

1-p rk (∵ p+1)

즉, 수열 {rk}는 공비가 
1

1-p 인 등비수열이므로 수열 

{Sk}는 공비가 { 1
1-p }2`인 등비수열이다.

이때 SÁ=1이므로 일반항 Sn은

Sn=[{
1

1-p }2`]
n-1

또한, S°=4이므로 S°=[{ 1
1-p }2`]4`=4에서

[{ 1
1-p }2`]2`=2    ∴ { 1

1-p }2`='2

따라서 수열 {Sn}은 첫째항이 1이고 공비가 '2인 등비수

열이므로 수열 {Sªn-1}은 첫째항이 1이고 공비가 

('2)Û`=2인 등비수열이 된다.

∴ SÁ+S£+S°+y+SÁ»=1_(210-1)
2-1 =1023

� 답 1023

다음 그림과 같이 자연수 k에 대하여 원 Ck의 중심 Ok는 모두 한 직

선 위에 있고, •로 표시된 각의 크기는 모두 같다.

m
C≠¡

O≠¡

H …
…

C
A

l

O

blacklabel 특강 풀이 첨삭	 C

ㄱ.	주어진 식에 n=1을 대입하면

	 SÁ+TÁ=aÁ+bÁ=9-3 
2 =3

	 이때 aÁ=bÁ이면 aÁ=bÁ=3
2  (거짓)

ㄴ.	Ú	n¾2일 때,

		  an=Sn-Sn-1, bn=Tn-Tn-1이므로

		  an+bn‌�=(Sn-Sn-1)+(Tn-Tn-1)	  

=(Sn+Tn)-(Sn-1+Tn-1)	  

=9nÛ`-3n
2 -9(n-1)Û`-3(n-1)

2 	  

=9nÛ`-3n
2 -9nÛ`-21n+12

2 	  

=9n-6

	 Û	n=1일 때, aÁ+bÁ=3

	 Ú, Û에서 an+bn=9n-6 (n=1, 2, 3, y)

	 이때 an=n+3이면

	 bn=(9n-6)-(n+3)=8n-9 (참)

ㄷ.	‌�수열 {an}의 공차가 dÁ, 수열 {bn}의 공차가 dª이므로

	 an+bn‌�=aÁ+(n-1)dÁ+bÁ+(n-1)dª	  

=aÁ+bÁ+(dÁ+dª)(n-1)

rk+1>rk>0

Sk=prkÛ`

33 
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A n s w e r

01 11	 02 ①	 03 1	 04 2'4�6	 05 - 57
8 	

06 435

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 80

해결단계

➊ 단계
원의 중심을 O, ∠An-1PAn=hn이라 할 때, 원주각의 성질

에 의하여 ∠An-1OAn=2hn임을 이해한다.

➋ 단계
등비수열의 합의 공식을 이용하여 lÁ+lª+l£+y+lÁ¼의 

값을 구한 후, p+q의 값을 구한다.

오른쪽 그림과 같이� P

O

An

An-1

Ωn

2Ωn

∠An-1PAn=hn

� (n=1, 2, 3, y)

이라 하고, 원의 중심을 O라 

하면 한 호에 대한 중심각의 

크기는 원주각의 크기의 2배

이므로 

∠An-1OAn=2hn이다. 

이때 원의 반지름의 길이가 2이므로 ̈An-1An의 길이는

ln=2_2hn=4hn

수열 {hn}은 첫째항이 
p
6 , 공비가 

1
3인 등비수열이므로 

lÁ+lª+l£+y+lÁ¼‌�=4(hÁ+hª+h£+y+hÁ¼)	

=4_

p
6_[1-{

1
3 }

10
]

1-1
3

	  

=p[1-{ 13 }
10
]

∴ p=1, q=10    ∴ p+q=11� 답 11

해결단계

➊ 단계
등비수열 {an}의 첫째항과 공비를 각각 a, r라 하고

an+1-an을 구하여 ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➋ 단계 반례를 찾아 ㄴ, ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

ㄱ.	‌�등비수열 {an}의 첫째항을 a, 공비를 r라 하면 일반

항 an은 an=arn-1이므로

	 an+1-an‌�=arn-arn-1=ar_rn-1-arn-1	  

=a(r-1)rn-1

	 따라서 수열 {an+1-an}은 첫째항이 a(r-1),

	 공비가 r인 등비수열이다. (참)

ㄴ.	‌�(반례) 수열 {an}이 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, y이면 

수열 {an+1+an}은 2, 3, 4, 5, 6, 7, y로 등차수열

이지만 수열 {an}은 등차수열이 아니다. (거짓)

ㄷ.	‌�(반례) 수열 {an}이 1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, y이면 

수열 {anan+1}은 1, 2, 4, 8, 16, 32, y로 등비수열

이지만 수열 [ 1an
]은 1, 1, 12 , 

1
2 , 

1
4 , 

1
4 , 

1
8 , 

1
8 , y

로 등비수열이 아니다. (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ뿐이다.� 답 ①

01 

02 

(Sn+Á-Sn-1)Û`=4anan+1+4`(n=2, 3, 4, y)에서

(an+Á+an)Û`=4anan+Á+4

(an+Á-an)Û`=4

∴ an+Á-an=2`(∵ an+Á>an)

또한, aª-aÁ=3-1=2이므로  

an+Á-an=2 (단, n=1, 2, 3, y)

즉, 수열 {an}은 첫째항이 1, 공차가 2인 등차수열이므로 

일반항 an은

an=1+(n-1)_2=2n-1

∴ aª¼=2_20-1=39� 답 39

Sn=nÛ`+1에서

Ú	n¾2일 때, 

	 an‌�=Sn-Sn-1	  

=(nÛ`+1)-{(n-1)Û`+1}	 

=2n-1

Û	n=1일 때, 

	 aÁ‌�=SÁ=1Û`+1=2

Tn=
n(4nÛ`+21n-1)

6 +6에서

Ü	n¾2일 때, 

	 anbn‌�=Tn-Tn-1	  

=[n(4nÛ`+21n-1)
6 +6]	  

� -[(n-1){4(n-1)Û`+21(n-1)-1}
6 +6]	

=12nÛ`+30n-18
6 	  

=2nÛ`+5n-3	  

=(2n-1)(n+3)

Ý	n=1일 때, 

	 aÁbÁ‌�=TÁ=4+21-1
6 +6=4+6=10

Ú~Ý에서

aÁ=2, an=2n-1`(단, n=2, 3, 4, y) 

bÁ=5, bn=n+3`(단, n=2, 3, 4, y)

따라서 수열 {an+bn}의 첫째항부터 제 10 항까지의 합은

(2+3+5+7+y+19)+(5+5+6+7+y+13)

=2+9_(3+19)
2 +5+9_(5+13)

2

=2+99+5+81=187� 답 187

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 수열 {anbn}이나 {an+bn}을 다루는 점에서 조금은 생소

한 문제이다.

수열 {an}의 첫째항부터 제 n 항까지의 합이 Sn이면

aÁ=SÁ, an=Sn-Sn-1`(n=2, 3, 4, y)이므로 일반항 an= f(n)을 

구할 수 있다. 이때 S¼=0이면 수열 {an}은 첫째항부터 an= f(n)이
지만 S¼+0이면 수열 {an}은 제 2 항부터 an= f(n)이다.

35 

36
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본문 pp. 79~80

다른 풀이

ㄱ.	수열 {an}이 등비수열이므로 공비를 r라 하면

	
an+1

an
=r

	 ∴ 
an+2-an+1

an+1-an
‌�=

ran+1-an+1

ran-an
	  

=
(r-1)an+1

(r-1)an
	 

=
an+1

an
	  

=r

	 즉, 수열 {an+1-an}은 공비가 r인 등비수열이다.

	�  (참)

ㄴ. ‌�수열 {an+1+an}이 등차수열이므로 공차를 d라 하면

	 (an+2+an+1)-(an+1+an)=d

	 ∴ an+2-an=d

	‌� 즉, 수열 {an}은 짝수항끼리 또는 홀수항끼리 공차가 

d인 등차수열을 이룬다.

	 이때 수열 {an}이 등차수열인지는 알 수 없다.

� (거짓)

ㄷ.	수열 {anan+1}이 등비수열이므로 공비를 r라 하면

	
an+1an+2

anan+1
‌�=

an+2

an
	 

=r

	‌� 즉, 수열 {an}은 짝수항끼리 또는 홀수항끼리 공비가 

r인 등비수열을 이루므로 수열 [ 1an
]은 짝수항끼리 

또는 홀수항끼리 공비가 
1
r 인 등비수열을 이룬다.

	‌� 이때 수열 [ 1an
]이 등비수열을 이루는지는 알 수 없

다. (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ뿐이다.

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이러한 유형의 문제는 출제 빈도가 높으므로 기본적인 접근 방법을 익

혀 두는 것이 좋다.

첫 번째 방법은 주어진 수열이 등차수열이나 등비수열이면 일반항을 

구해 계산하는 것이다. 이때에는 첫째항에 주의한다.

두 번째 방법은 숫자를 대입해 반례를 찾는 것이다.

가능하면 위의 두 가지 방법을 모두 사용하여 실수를 줄이도록 하자.

해결단계

➊ 단계 두 수열 {a2n}, {S2n}의 일반항을 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 일반항과 수열의 합과 일반항 사이의 관계

를 이용하여 수열 {a2n-1}의 일반항을 구한다.

➌ 단계 aÁ°=99와 aª=1을 이용하여 aÁ의 값을 구한다.

수열 {a2n}은 첫째항이 aª=1, 공차가 4인 등차수열이므로

a2n=1+4(n-1)=4n-3

수열 {S2n}은 공비가 2인 등비수열이므로 첫째항을 Sª라 

하면

03 

S2n=Sª_2n-1

∴ a2n+a2n-1‌�=S2n-S2n-2	  

=Sª_2n-1-Sª_2n-2	  

=Sª_2n-2`(단, n=2, 3, 4, y)

a2n=4n-3이므로

a2n-1=Sª_2n-2-4n+3

위의 식에 n=8을 대입하면

aÁ°=Sª_2ß`-4_8+3

즉, 64Sª-29=99이므로 64Sª=128

∴ Sª=2

aª=1이므로 Sª=aÁ+aª=aÁ+1=2

∴ aÁ=1� 답 1

다른 풀이

aª=1인 수열 {an}에 대하여 수열 {a2n}은 공차가 4인 등

차수열이므로

aª=1, a¢=5, a¤=9, y
한편, 수열 {an}의 첫째항부터 제 n항까지의 합이 Sn이므로

SÁ¢‌�=aÁ+aª+a£+y+aÁ¢	  

=(aÁ+a£+a°+y+aÁ£)+(aª+a¢+a¤+y+aÁ¢)	

=(aÁ+a£+a°+y+aÁ£)+7_(2_1+4_6)
2 	  

=(aÁ+a£+a°+y+aÁ£)+91    yy㉠

SÁ¤‌�=aÁ+aª+a£+y+aÁ¤	  

=(aÁ+a£+y+aÁ£+aÁ°)	

� +(aª+a¢+y+aÁ¢+aÁ¤)	

=(aÁ+a£+y+aÁ£+99)+8_(2_1+4_7)
2 	  

� (∵ aÁ°=99)	

=(aÁ+a£+y+aÁ£)+99+120	  

=(aÁ+a£+y+aÁ£)+219     yy㉡

이때 수열 {S2n}은 공비가 2인 등비수열이므로

2SÁ¢=SÁ¤에서 2_㉠=㉡이므로

2{(aÁ+a£+a°+y+aÁ£)+91}

=(aÁ+a£+a°+y+aÁ£)+219

∴ aÁ+a£+y+aÁ£=37

이것을 ㉠, ㉡에 각각 대입하면

SÁ¢=128, SÁ¤=256

따라서 S2n=2n이므로 Sª=aÁ+aª에서

2=aÁ+1    ∴ aÁ=1

해결단계

➊ 단계
삼각형 EBC의 넓이가 평행사변형 ABCD의 넓이의 

1
5 임

을 이용하여 DEÓ, ECÓ의 길이를 구한다.

➋ 단계
CEÓ, EBÓ, BDÓ의 길이가 이 순서대로 등비수열을 이룸을 이

용하여 BDÓ의 길이를 구한다.

➌ 단계
이등변삼각형의 성질을 이용하여 삼각형 DEB의 넓이를

구한 후, 평행사변형 ABCD의 넓이를 구한다.

➍ 단계

➌ 단계에서 구한 넓이를 이용하여 평행사변형 ABCD의 높

이를 구한 후, 피타고라스 정리를 이용하여 선분 AD의 길이

를 구한다.

2à` 2¡`

04 
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A n s w e r

1
2_CEÓ_h=1

5_CDÓ_h

∴ CEÓ‌�=2
5_20 (∵ CDÓ=ABÓ=20)	  

=8

한편, ∠A'ED=∠CEB (∵ 맞꼭지각),

∠DA'E=∠BCE, AÕ'DÓ=CBÓ이므로

△EDA'ª△EBC`(ASA 합동)

즉, AÕ'EÓ=CEÓ=8이므로

EBÓ=AÕ'BÓ-AÕ'EÓ=20-8=12

CEÓ, EBÓ, BDÓ, 즉 8, 12, BDÓ가 이 순서대로 등비수열을 

이루므로

12Û`=8_BDÓ    ∴ BDÓ=18

∠DAB=∠ECB=h, ADÓ=CBÓ=x라 하면 △DAB와 

△EBC에서 코사인법칙의 변형에 의하여

cos`h=xÛ`+20Û`-18Û`
2_x_20 =8Û`+xÛ`-12Û`

2_8_x

2(xÛ`+76)=5(xÛ`-80)

2xÛ`+152=5xÛ`-400, 3xÛ`=552

xÛ`=184    ∴ x=2'4�6
∴ ADÓ=2'4�6

코사인법칙�

a

bc

A

B C

⑴ ‌�코사인법칙	  

aÛ`=bÛ`+cÛ`-2bc`cos`A	  

bÛ`=cÛ`+aÛ`-2ca`cos`B	  

cÛ`=aÛ`+bÛ`-2ab`cos`C
⑵ ‌�코사인법칙의 변형	  

cos`A= bÛ`+cÛ`-aÛ`
2bc , cos`B= cÛ`+aÛ`-bÛ`

2ca , cos`C= aÛ`+bÛ`-cÛ`
2ab

blacklabel 특강 필수 개념

해결단계

➊ 단계
주어진 삼차방정식을 인수분해하여 세 근을 구한 후, 조건 

㈐를 만족시키는 a, b의 경우를 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 나눈 경우에 따라 조건 ㈎, ㈏를 만족시키는 a, 

b의 값을 각각 구한다.

➌ 단계 ➋ 단계에서 구한 모든 ab의 값의 합을 구한다.

xÜ`-(ab+a+b)xÛ`+ab(a+b+1)x-(ab)Û`=0

� yy㉠

㉠의 좌변을 전개하여 a에 대한 내림차순으로 정리하면

aÛ`(bx-bÛ`)+a(-bxÛ`-xÛ`+bÛ`x+bx)+xÜ`-bxÛ`=0

aÛ`b(x-b)-a(b+1)(x-b)x+xÛ`(x-b)=0

(x-b){aÛ`b-a(b+1)x+xÛ`}=0

(x-b)(x-a)(x-ab)=0

∴ x=a 또는 x=b 또는 x=ab

즉, 삼차방정식 ㉠의 세 근은 a, b, ab이다.

그런데 조건 ㈐에 의하여 세 근 중에서 한 근은 양수, 두 

근은 음수이어야 하므로 다음과 같이 경우를 나누어 생각

할 수 있다.

05 

△EBC=1
5ABCD, △DBC=1

2ABCD이므로

△DEB‌�=△DBC-△EBC	  

=1
2ABCD-1

5ABCD	  

= 3
10ABCD    yy㉠

△DEB`:`△EBC= 3
10ABCD`:` 15ABCD

=3`:`2

에서 DEÓ`:`CEÓ=3`:`2

즉, CDÓ=ABÓ=20이므로 DEÓ=12, CEÓ=8

이때 △EDA', △EBC에서

∠A'ED=∠CEB (∵ 맞꼭지각),

∠DA'E=∠BCE, AÕ'DÓ=CBÓ이므로 

△EDA'ª△EBC (ASA`합동)

∴ EBÓ=DEÓ=12

CEÓ, EBÓ, BDÓ가 이 순서대로 등비수열을 이루므로

EBÓ Û`=CEÓ_BDÓ에서 12Û`=8_BDÓ

∴ BDÓ=18

한편, 오른쪽 그림과 같이 점 

E에서 선분 BD에 내린 수선

의 발을 H라 하면 △DEB가 

이등변삼각형이므로 EHÓ는 	

DBÓ를 수직이등분한다.

이때 △DHE가 직각삼각형

이고, DHÓ=9이므로

EHÓ="Ã12Û`-9Û`='6�3=3'7

∴ ‌�△DEB=1
2_18_3'7=27'7,	  

ABCD=90'7 (∵ ㉠)

또한, 위의 그림과 같이 점 D에서 변 AB에 내린 수선의 

발을 M이라 하면

ABCD=20_DÕMÓ=90'7

∴ DMÓ=9'7
2

△DMB가 직각삼각형이므로

MòBÓ=®É18Û`-{ 9'72 }2`=®É
729
4 =27

2

∴ AÕMÓ=ABÓ-MòBÓ=20-27
2 =13

2

따라서 △DAM이 직각삼각형이므로

ADÓ‌�=®É{ 132 }2`+{
9'7
2 }2`	  

=®É 7364 ='¶184=2'4�6� 답 2'4�6

다른 풀이

삼각형 EBC, 평행사변형 ABCD의 밑변을 각각 CEÓ, 

CDÓ라 하고, 높이를 h라 하면 삼각형 EBC의 넓이가 평

행사변형 ABCD의 넓이의 
1
5이므로

평행사변형의 대각

평행사변형의 대변

A'

D

A M B

C
E

H

20

12 8
8

12

△DEB, △EBC의 밑변을 각각
DEÓ, CEÓ라 하면 높이가 같으므로
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본문 p. 80

Ú	a<0, b<0인 경우

	 ‌�조건 ㈎에서 a, ab, b가 이 순서대로 등비수열을 이룬다.

	 즉, ab가 등비중항이므로

	 (ab)Û`=ab    ∴ ab=1 (∵ ab+0)

	 또한, 조건 ㈏에서

	 a, b, ab 또는 b, a, ab

	 가 이 순서대로 등차수열을 이룬다.

	 즉, a 또는 b가 등차중항이므로

	 2b=a+ab 또는 2a=b+ab

	 ‌�이때 ab=1에서 b= 1
a이므로 위의 두 식에 각각 대입

하면 
2
a =a+1 또는 2a= 1

a+1

	 위의 두 식의 양변에 각각 a를 곱하여 정리하면

	 aÛ`+a-2=0 또는 2aÛ`-a-1=0

	 (a+2)(a-1)=0 또는 (2a+1)(a-1)=0

	 ∴ a=-2 또는 a=-1
2  (∵ a<0)

	 ∴ a=-2, b=-1
2 , ab=1

	  또는 a=-1
2 , b=-2, ab=1

Û	a<0, b>0인 경우

	 ‌�조건 ㈎에서 a, b, ab가 이 순서대로 등비수열을 이룬다.

	 즉, b가 등비중항이므로

	 bÛ`=aÛ`b    ∴ b=aÛ` (∵ b+0)� yy㉡
	 또한, 조건 ㈏에서

	 ab, a, b 또는 a, ab, b

	 가 이 순서대로 등차수열을 이룬다.

	 즉, a 또는 ab가 등차중항이므로

	 2a=b+ab 또는 2ab=a+b� yy㉢
	 ㉡을 ㉢에 각각 대입하여 풀면

	 2a=b+ab에서 2a=aÛ`+aÜ`

	 aÜ`+aÛ`-2a=0, a(a+2)(a-1)=0

	 ∴ a=-2 (∵ a<0)

	 ∴ a=-2, b=4, ab=-8

	 또는 2ab=a+b에서 2aÜ`=a+aÛ`

	 2aÛÜ`-aÛ`-a=0, a(2a+1)(a-1)=0

	 ∴ a=- 1
2  (∵ a<0)

	 ∴ a=-1
2 , b=

1
4 , ab=-1

8

Ü	a>0, b<0인 경우

	 Û와 같은 방법으로 계산하면

	 ab=-8 또는 ab=-1
8

Ú, Û, Ü에서 서로 다른 ab의 값은 1, -8, -1
8이므로 

그 합은

1+(-8)+{- 1
8 }=-57

8 � 답 -57
8

또는 b, ab, a가 이 순서대로 등비수열을 이룬다.

또는 ab, b, a가 이 순서대로 등차수열을 이룬다.

또는 ab, a, b가 이 순서대로
등차수열을 이룬다.

또는 ab, b, a가 이 순서대로 등비수열을 이룬다.

또는 b, a, 
ab가 이
순서대로
등차수열을 
이룬다.

또는 b, ab, a가 이 순서대로 등차수열을 이룬다.

해결단계

➊ 단계
조건 ㈎를 이용하여 등차수열 {an}의 일반항 an과 집합 A
를 구한다.

➋ 단계
조건 ㈏를 이용하여 세 집합 A;B, A;BC, AC;B의 원

소의 개수를 각각 구한다.

➌ 단계
수열 {bn}이 등차수열임을 이용하여 ➋ 단계에서 구한 것과 

조건 ㈐를 동시에 만족시키는 집합 A;B를 구한다.

➍ 단계
집합 B의 원소의 개수를 구한 후, 집합 B의 원소가 60 이
하임을 이용하여 수열 {bn}의 공차를 구한다.

➎ 단계 집합 B의 모든 원소의 합을 구한다.

등차수열 {an}의 공차를 dÁ이라 하면 조건 ㈎에서

aÁ¼=aÁ+9dÁ=1+9dÁ=55

9dÁ=54    ∴ dÁ=6

즉, 등차수열 {an}의 일반항 an은

an=1+(n-1)_6=6n-5

∴ A={1, 7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, 49, 55}

∴ n(A)=10

조건 ㈏에서 n(A;B)=n(A;BC)이고,

n(A)=n(A;B)+n(A;BC)이므로

n(A;B)=n(A;BC)=5

한편, 집합 A의 원소를 크기순으로 나열했을 때, 이웃한 

두 항이 A;B의 원소이면 수열 {bn}이 등차수열이므로 

집합 A의 모든 원소는 집합 B의 원소가 된다.

즉, 이 경우에 n(A;B)=10이므로 n(A;B)=5에 

모순이다.

따라서 집합 A에서 이웃하지 않은 항으로 집합 A;B에 

속하는 5개의 원소를 선택해야 하고, 그 경우는 다음과 

같다.

Ú	A;B={1, 13, 25, 37, 49}일 때,

	 ‌�모든 원소의 합이 
5(1+49)

2 =125이므로 조건 ㈐를 

만족시킨다.

Û	A;B={7, 19, 31, 43, 55}일 때,

	 ‌�모든 원소의 합이 
5(7+55)

2 =155이므로 조건 ㈐를 

만족시키지 않는다.

Ú, Û에서 A;B={1, 13, 25, 37, 49}

한편, 조건 ㈏에서 n(A;B)=1
2_n(AC;B)=5이므로

n(AC;B)=10

∴ n(B)‌�=n(A;B)+n(AC;B)	 	

=5+10=15

집합 B의 원소를 크기순으로 나열한 것을 수열 {cn}이라 

하고, 이 수열의 공차를 dª라 하면 1, 13, 25, 37, 49는 

공차가 12인 등차수열이므로 dª는 12의 양의 약수이다.

그런데 dª¾6이면 집합 B의 원소의 개수가 공차가 6인 

집합 A의 원소의 개수보다 같거나 작아지므로

n(A)=10<n(B)=15

에 모순이다. 즉, dª<6이어야 한다.

∴ dª=1 또는 dª=2 또는 dª=3 또는 dª=4

dª의 각 값에 따라 집합 B의 가장 큰 원소 cÁ°는

06 
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A n s w e r

aÁ=a라 하면 등차수열 {aÇ}의 일반항 aÇ은
aÇ=a+(n-1)d

또한, 등차수열 {aÇ}의 모든 항이 자연수이므로

a는 자연수이고 d¾1이다.

조건 ㈏에서 k¾3인 자연수 k에 대하여 세 항 

aª, aû, a3k-1이 이 순서대로 등비수열을 이루므로

aûÛ`=aª_a3k-1

{a+(k-1)d}Û`=(a+d){a+(3k-2)d}

aÛ`+2a(k-1)d+(k-1)Û`dÛ`

=aÛ`+(3k-2)ad+ad+(3k-2)dÛ`

2a(k-1)+(k-1)Û`d=(3k-2)a+a+(3k-2)d 

(∵ d¾1)

∴ d(kÛ`-5k+3)=a(k+1)    yy㉠

한편, 조건 ㈎에서 0<aÉd, 즉 a(k+1)Éd(k+1)이

므로 

㉠에서

d(kÛ`-5k+3)Éd(k+1)

kÛ`-5k+3Ék+1

kÛ`-6k+2É0

3-'7 ÉkÉ3+'7
k는 k¾3인 자연수이므로 

k=3, 4, 5

이때 ㉠에서 kÛ`-5k+3>0이므로 

k=5, d=2a

aÁ¤=a+15d=a+15_2a=31a

90ÉaÁ¤É100에서 90É31aÉ100이므로

a=3    ∴ d=2_3=6

∴ aª¼=a+19d=3+19_6=117� 답 117

C에서 d(kÛ̀ -5k+3)=a(k+1)에 k=3, 4, 5를 각각 대입해 보자.

Ú	k=3일 때, 

	 d(3Û`-5_3+3)=a(3+1)이므로 -3d=4a
	 즉, 조건 0<aÉd를 만족시키지 않는다.

Û	k=4일 때, 

	 d(4Û`-5_4+3)=a(4+1)이므로 -d=5a
	 즉, 조건 0<aÉd를 만족시키지 않는다. 

Ü	k=5일 때,

	 d(5Û`-5_5+3)=a(5+1)이므로 3d=6a    ∴ d=2a
	 즉, 조건 0<aÉd를 만족시킨다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭� C

해결단계

➊ 단계 등비수열의 합과 일반항 사이의 관계를 이용하여 식을 세운다.

➋ 단계
➊ 단계에서 세운 식에 n=1, 2를 각각 대입하여 등비수열 

{aÇ}의 첫째항과 공비를 각각 구한다.

➌ 단계 a¢의 값을 구한다.

모든 자연수 n에 대하여 

Sn+3-SÇ=13_3n-1이므로 

Sn+3-SÇ=an+1+an+2+an+3에서

an+1+an+2+an+3=13_3n-1	 yy㉠

㉠에 n=1을 대입하면 

C

3

cÁ°>49를 만족시켜야 한다.

dª=1이면 cÁ°=1+14_1=15<49

dª=2이면 cÁ°=1+14_2=29<49

dª=3이면 cÁ°=1+14_3=43<49

dª=4이면 cÁ°=1+14_4=57>49

∴ dª=4

따라서 집합 B의 모든 원소의 합은 첫째항이 1이고, 공

차가 4인 등차수열의 첫째항부터 제 15 항까지의 합과 같

으므로

15_(1+57)
2 =435� 답 435

공차가 각각 x, y인 두 등차수열 {an}, {bn}에 대하여

A={aÁ, aª, a£, y}, B={bÁ, bª, b£, y}이라 하자.

n(A;B)¾3이면 집합 A;B의 원소들을 크기순으로 나열한 것은 

등차수열을 이루고, 공차는 |x|, |y|의 최소공배수가 된다.

위의 문제에서 집합 A;B의 원소들을 크기순으로 나열한 것이 공차

가 12인 등차수열을 이루므로 dÁ, dª의 최소공배수는 12가 된다. 이

때 dÁ=6, dª<6이므로 dª=4이다.

blacklabel 특강 참고

1 ⑤	 2 117	 3 9	 4 26	

이것이 수능	 p. 81

해결단계

➊ 단계
등차수열 {aÇ}의 공차를 d, 등비수열 {bÇ}의 공비를 r라 

하고, d와 r의 관계식을 구한다.

➋ 단계 94<aÁÁ<109를 만족시키는 공차 d, 공비 r를 각각 구한다.

➌ 단계 a¦+b¥의 값을 구한다.

등차수열 {aÇ}의 공차를 d, 등비수열 {bÇ}의 공비를 r라 

하자.

a¦=a¤+d, b¦=b¤_r이고, a¤=b¤=9이므로 

조건 ㈎에서 

9+d=9r    yy㉠

즉, r=1+d
9 이고 d, r는 자연수이므로 d는 9의 배수이다.

aÁÁ=a¤+5d=9+5d이므로 조건 ㈏에서 

94<9+5d<109    ∴ 17<d<20

이때 d는 9의 배수이므로 d=18

이것을 ㉠에 대입하면

9+18=9r    ∴ r=3

∴ a¦+b¥=(a¤+d)+(b¤_rÛ`)

=(9+18)+(9_3Û`)=108� 답 ⑤

해결단계

➊ 단계
등차수열 {aÇ}의 첫째항과 공차를 각각 a, d라 한 후, 일반

항을 나타내고 조건 ㈏를 이용하여 식을 세운다.

➋ 단계 조건 ㈏를 만족시키는 자연수 k의 값을 구한다.

➌ 단계
90ÉaÁ¤É100을 만족시키는 a, d의 값을 각각 구하고, aª¼
의 값을 구한다.

1

2
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본문 pp. 80~83

aª+a£+a¢=13

등비수열 {aÇ}의 공비를 r라 하면

aÁr+aÁrÛ`+aÁrÜ`=13이므로

aÁr(1+r+rÛ`)=13	 yy㉡

또한, ㉠에 n=2를 대입하면

a£+a¢+a°=13_3=39

즉, aÁrÛ`+aÁrÜ`+aÁrÝ`=39이므로

aÁrÛ`(1+r+rÛ`)=39	 yy㉢

㉢Ö㉡을 하면

aÁrÛ`(1+r+rÛ`)
aÁr(1+r+rÛ`)

=39
13     ∴ r=3

r=3을 ㉡에 대입하면 

aÁ_3_(1+3+9)=13    ∴ aÁ=1
3  

∴ a¢=aÁrÜ`= 1
3_3Ü`=9� 답 9

해결단계

➊ 단계
수열의 합과 일반항 사이의 관계를 이용하여 부등식 

Sk>Sk+1을 ak+1에 대한 부등식으로 변형한다.

➋ 단계
등차수열 {an}에 대하여 ➊ 단계의 부등식을 만족시키는 공

차의 조건을 파악한다.

➌ 단계
➋ 단계의 조건과 조건 ㈏를 이용하여 조건 ㈎를 만족시키는 

k의 값을 구한다.

➍ 단계 수열 {an}의 첫째항과 공차를 구한 후, aª의 값을 구한다.

등차수열 {an}의 첫째항을 a, 공차를 d라 하자.

Sk>Sk+1에서 Sk+1-Sk<0

이때 Sk+1-Sk=ak+1이므로 ak+1<0

즉, Sk>Sk+1을 만족시키는 가장 작은 자연수 k는

ak+1<0을 만족시키는 가장 작은 자연수이므로 

조건 ㈎에서 ak+1<0을 만족시키는 가장 작은 자연수 k

에 대하여 Sk=102이다.

이때 수열 {an}이 등차수열이므로 nÉk인 모든 자연수 

n에 대하여 an¾0이고 d<0이어야 한다.

즉, 조건 ㈏에서 a¥=-5
4a°이므로

a°>0, a¥<0

또한, a°a¤a¦<0에서 a¤a¦<0이므로

a¤>0, a¦<0

따라서 ak+1<0을 만족시키는 가장 작은 자연수 k는 6이

므로 S¤=102

즉, S¤=6(2a+5d)
2 =102이므로

2a+5d=34    yy㉠

a¥=-5
4 a°에서 a+7d=-5

4(a+4d)이므로

3a+16d=0    yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=32, d=-6

∴ aª=a+d=32+(-6)=26� 답 26

4

← d<0이므로

← d<0이므로

수열의 합09

01 ②	 02 ⑤	 03 24	 04 ①	 05 2	

06 1	 07 2056	 08 ④

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 p. 83

10

Á
k=1

(aû-1)Û`=
10

Á
k=1

(aûÛ`-2aû+1)

=
10

Á
k=1

aûÛ`-2
10

Á
k=1

aû+
10

Á
k=1

1

=
10

Á
k=1

aûÛ`-2
10

Á
k=1

aû+10=28

∴ 
10

Á
k=1

aûÛ`-2
10

Á
k=1

aû=18                   yy㉠

10

Á
k=1

aû(aû-1)=
10

Á
k=1

(aûÛ`-aû)

=
10

Á
k=1

aûÛ`-
10

Á
k=1

aû=16    yy㉡

㉠-㉡을 하면

10

Á
k=1

aûÛ`-2
10

Á
k=1

aû-{
10

Á
k=1

aûÛ`-
10

Á
k=1

aû}=18-16

-
10

Á
k=1

aû=2

∴ 
10

Á
k=1

aû=-2

위의 식을 ㉡에 대입하면

10

Á
k=1

aûÛ`-(-2)=16

∴ 
10

Á
k=1

aûÛ`=14� 답 ②

ㄱ.	
n

Á
k=1

(2k-1)�=2
n

Á
k=1

k-
n

Á
k=1

1	  

=2_
n(n+1)

2 -1_n	  

=nÛ`+n-n=nÛ` (참)

ㄴ.	‌�{n+1
n }2`+{n+2

n }2`+{n+3
n }2`+y+{ 2nn }2`	 

=
n

Á
k=1
{n+k

n }2`=
n

Á
k=1
{1+ k

n }2`	  

=
n

Á
k=1
{1+2k

n + kÛ`
nÛ`
}=

n

Á
k=1

1+ 2
n  

n

Á
k=1

k+ 1
nÛ`

 
n

Á
k=1

kÛ`	  

=n+ 2
n_

n(n+1)
2 + 1

nÛ`
_

n(n+1)(2n+1)
6 	 

=n+n+1+
(n+1)(2n+1)

6n 	  

=12nÛ`+6n+2nÛ`+3n+1
6n 	  

=14nÛ`+9n+1
6n  (참)

ㄷ.	
n

Á
k=1
{

k

Á
l=1

l}�=
n

Á
k=1

k(k+1)
2 =1

2
n

Á
k=1

(kÛ`+k)	  

=1
2 [

n(n+1)(2n+1)
6 +n(n+1)

2 ]	  

01

02 
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A n s w e r

=1
2_

n(n+1)(2n+4)
6 	  

=
n(n+1)(n+2)

6  (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

수열 {a2n-1}의 일반항을 구하면

Ú n¾2일 때,

	 a2n-1‌�=
n

Á
k=1

a2k-1-
n-1

Á
k=1

a2k-1	  

=nÛ`+4n-{(n-1)Û`+4(n-1)}	 

=nÛ`+4n-(nÛ`-2n+1+4n-4)	 

=2n+3

Û	n=1일 때,

	 aÁ=1Û`+4=5

Ú, Û에서 

a2n-1=2n+3 (단, n=1, 2, 3, y)

위의 일반항에 n=2를 대입하면 a£=2_2+3=7

이때 수열 {an}은 등차수열이므로 공차를 d라 하면

a£-aÁ=2d에서 7-5=2d

2d=2    ∴ d=1

따라서 등차수열 {an}의 일반항 an은

an=5+(n-1)_1=n+4

∴ aª¼=20+4=24� 답 24

다른 풀이 1

n

Á
k=1

a2k-1=nÛ`+4n에서

n=1일 때, aÁ=1Û`+4=5,

n=2일 때, aÁ+a£=2Û`+4_2=12

이므로 a£=12-5=7

이때 수열 {an}은 등차수열이므로 공차를 d라 하면

a£-aÁ=2d, 즉 7-5=2d

2d=2    ∴ d=1

따라서 등차수열 {an}의 일반항 an은

an=5+(n-1)_1=n+4

∴ aª¼=20+4=24

다른 풀이 2

n

Á
k=1

a2k-1=Sn이라 하면 Sn=nÛ`+4n이므로

SÁÁ=11Û`+4_11=165, S»=9Û`+4_9=117

에서

aÁ+a£+a°+y+aªÁ=165    yy㉠

aÁ+a£+a°+y+aÁ¦=117    yy㉡

㉠-㉡을 하면

aªÁ+aÁ»=48

이때 aª¼은 aÁ», aªÁ의 등차중항이므로

2aª¼=aÁ»+aªÁ에서 2aª¼=48

∴ aª¼=24

03 

수열 {a2n-1}의 첫째항부터 제 n 항까지의 합을
Sn이라 한 것이다.

이 문제에서 
n

Á
k=1

a2k-1=aÁ+a£+a°+y+a2n-1이므로 
n

Á
k=1

a2k-1은 수

열 {an}의 홀수 번째 항들의 합이다.

수열 {an}의 첫째항부터 제 n 항까지의 합을 Sn이라 할 때,

S2n-1=aÁ+aª+a£+y+a2n-1이므로
n

Á
k=1

a2k-1+S2n-1

즉, Á를 Sn으로 바꾸어 나타낼 때 
n

Á
k=1

a2k-1=S2n-1로 두고 문제를 풀

어 답을 틀리는 경우가 있으니 주의하도록 하자.

blacklabel 특강 오답 피하기

주어진 식의 일반항을 aû (k는 자연수)라 하면

aû= 1
(3k-1)(3k+2) , aÁ¼= 1

29_32

이때 구하는 수열의 합은

10

Á
k=1

aû=
10

Á
k=1

 
1

(3k-1)(3k+2)

=
10

Á
k=1

 
1
3 {

1
3k-1-

1
3k+2 } 

=1
3  

10

Á
k=1
{ 1
3k-1-

1
3k+2 }

=1
3 [{

1
2-

1
5 }+{

1
5-

1
8 }+{

1
8-

1
11 }+y

+{ 1
29-

1
32 }]

=1
3 {

1
2-

1
32 } 

=1
3_

15
32=

5
32

따라서 p=32, q=5이므로

p+q=37� 답 ①

수열의 합의 소거형태

부분분수에서 소거하여 수열의 합을 구할 때, 소거가 안 되는 수의 위

치는 대칭을 이룬다.

예를 들어,
n

Á
k=1
{ k+2

k+1-
k+4
k+3 }

={ 32 -
5
4 }+{

4
3 -

6
5 }+{

5
4-

7
6 }+y

� +{ n+1
n - n+3

n+2 }+{
n+2
n+1-

n+4
n+3 }

={ 32 -
5
4 }+{

4
3 -

6
5 }+{

5
4 -

7
6 }+y

� +{ n+1
n - n+3

n+2 }+{
n+2
n+1-

n+4
n+3 }

= 3
2+

4
3-

n+3
n+2-

n+4
n+3

와 같이 앞에서 첫 번째, 세 번째 수가 소거되지 않으면 뒤에서 첫 번

째, 세 번째 수도 소거되지 않는다.

blacklabel 특강 참고 

첫째항이 4, 공차가 1인 등차수열 {an}의 일반항 an은

an=4+(n-1)_1=n+3

∴ 
12

Á
k=1

1
'Äak+1+'§ak

 =
12

Á
k=1

1
'Äk+4+'Äk+3

04

05 
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본문 p. 83

[1단계]에서 색칠된 정사각형 하나의 넓이는

1
2_

1
2=

1
4이고, 색칠된 정사각형의 개수는 2이므로

aÁ=2, bÁ=1
4_2=1

2

[2단계]에서 색칠된 정사각형 하나의 넓이는

1
4_

1
4=

1
16이고, 색칠된 정사각형의 개수는 4이므로

aª=4=2Û`, bª= 1
16_4=1

4=
1
2Û`

[3단계]에서 색칠된 정사각형 하나의 넓이는

1
8_

1
8=

1
64이고, 색칠된 정사각형의 개수는 8이므로

a£=8=2Ü`, b£= 1
64_8=1

8=
1
2Ü`

y

따라서 [n단계]에서 색칠된 정사각형 하나의 넓이는

1
2n_

1
2n=

1
22n 이고, 색칠된 정사각형의 개수는 2n이므로

an=2n, bn=
1
22n _2n= 1

2n

∴ 
10

Á
k=1

ak(bk+1)‌�=
10

Á
k=1

2k{ 1
2k +1}	  

=
10

Á
k=1

(1+2k)	  

=10+
2(210-1)

2-1 	  

=10+2046	  

=2056� 답 2056

주어진 수열을

{ 11 }, {
3
3 , 

2
3 , 

1
3 }, {

5
5 , 

4
5 , 

3
5 , 

2
5 , 

1
5 }, y, 

{ 2525 , 
24
25 , 

23
25 , y, 

1
25 }, 

{ 2727 , 
26
27 , 

25
27 , y, 

4
27 , y, 

1
27 }, y

과 같이 분모가 같은 것끼리 묶은 군수열로 생각하면 

제 n 군의 분모는 2n-1이고, 항의 개수도 2n-1이므로

4
27는 제 14 군의 24번째 항이다.

한편, 제 1 군부터 제 13 군까지의 항의 개수는

13

Á
k=1

(2k-1)‌�=2
13

Á
k=1

k-13	  

=2_13_14
2 -13	  

=182-13	  

=169

따라서 169+24=193이므로 
4
27는 193번째 항에서 처

음으로 나타난다.	�  답 ④

07 

08 

 =
12

Á
k=1

'Äk+4-'Äk+3
('Äk+4+'Äk+3 )('Äk+4-'Äk+3 )

 =
12

Á
k=1

('Äk+4-'Äk+3 )

 =('5-'4 )+('6-'5 )+y+('1�6-'1�5 )
 =-'4+'1�6
 =-2+4=2� 답 2

다른 풀이

12

Á
k=1

1
'Äak+1+'§ak

=
12

Á
k=1

'Äak+1-'§ak

('Äak+1+'§ak)('Äak+1-'§ak)

=
12

Á
k=1

'Äak+1-'§ak

ak+1-ak

=
12

Á
k=1

('Äak+1-'§ak)

=('§aª-'§aÁ)+('§a£-'§aª)+('§a¢-'§a£)+y
� +('¶aÁ£-'¶aÁª)

='¶aÁ£-'§aÁ

='¶16-'4 (∵ an=4+(n-1)_1=n+3)

=4-2=2

자연수 n에 대하여 f(n)=(9n의 일의 자리의 수)이므로

f(1)=9, f(2)=1, f(3)=9, f(4)=1, y
즉, 수열 { f(n)}은 

9, 1, 9, 1, 9, 1, 9, 1, y
마찬가지로 g(n)=(8n의 일의 자리의 수)이므로

g(1)=8, g(2)=4, g(3)=2, g(4)=6, g(5)=8, y
즉, 수열 {g(n)}은 

8, 4, 2, 6, 8, 4, 2, 6, y
이때 an= f(n)-g(n)이므로 수열 {an}은 

1, -3, 7, -5, 1, -3, 7, -5, y
즉, 수열 {an}은 1, -3, 7, -5가 이 순서대로 계속 반

복된다. 

따라서 777=4_194+1이므로

777

Á
k=1

ak‌�=
776

Á
k=1

ak+a¦¦¦	  

=194
4

Á
k=1

ak+aÁ	  

=194(1-3+7-5)+aÁ	  

=aÁ=1	�  답 1

자연수 a에 대하여 a, aÛ`, aÜ`, y의 일의 자리의 수를 구할 때는 거듭

제곱의 값을 모두 구하지 않고 다음과 같이 일의 자리의 수만 계산하

여 구해도 된다.

3의 일의 자리의 수 ⇨ 3
3Û`의 일의 자리의 수 ⇨ 3_3=9에서 9
3Ü`의 일의 자리의 수 ⇨ 9_3=27에서 7
3Ý`의 일의 자리의 수 ⇨ 7_3=21에서 1

y

blacklabel 특강 참고

수열 {an}은 공차가 1인 등차수열이므로
ak+1-ak=1

06 
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A n s w e r

01 ④	 02 ②	 03 60	 04 188	 05 400	

06 ③	 07 ⑤	 08 10	 09 3025	 10 ②	

11 ①	 12 ②	 13 
1

2020 	 14 240	 15 ⑤	

16 127	 17 ②	 18 99	 19 120	 20 440	

21 ②	 22 120	 23 ②	 24 220	 25 ③	

26 ④	 27 ①	 28 46	 29 ①	 30 ⑤	

31 231

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 84~87

ㄱ. 
46

Á
n=1

an=aÁ+aª+a£+a¢+a°+a¤+a¦+y+a¢¤

=aÁ+(aª+a£+a¢)+(a°+a¤+a¦)+y
+(a¢¢+a¢°+a¢¤)

=aÁ+
15

Á
k=1

(a3k-1+a3k+a3k+1) (참)

ㄴ. 1+2+2Û`+y+2n=
n+1

Á
k=1

2k-1=
n

Á
k=0

2k (거짓)

ㄷ. 
11

Á
l=2

(l-1)Þ`‌�=1Þ`+2Þ`+3Þ`+y+10Þ`	  

=
10

Á
k=1

kÞ` (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ④

n

Á
k=1

(aû-ak+1)=(aÁ-aª)+(aª-a£)+(a£-a¢)+y

+(an-an+1)

=aÁ-an+1=-nÛ`+n

이때 aÁ=1이므로

1-an+1=-nÛ`+n

an+1=nÛ`-n+1

∴ aÁÁ=10Û`-10+1=91� 답 ②

n

Á
k=1

a2k=nÛ`+cn이므로

aÁ¼‌�=
5

Á
k=1

a2k-
4

Á
k=1

a2k	  

=(5Û`+5c)-(4Û`+4c)=9+c

aÁ¼=11에서 9+c=11

∴ c=2

즉, 
n

Á
k=1

a2k-1=2nÛ`-5n, 
n

Á
k=1

a2k=nÛ`+2n이고,

n

Á
k=1

a2k-1+
n

Á
k=1

a2k‌�=
n

Á
k=1

(a2k-1+a2k)	  

=(aÁ+aª)+(a£+a¢)+y	 	
� +(a2n-1+a2n)	

=
2n

Á
k=1

ak

이므로

2n

Á
k=1

ak=(2nÛ`-5n)+(nÛ`+2n)=3nÛ`-3n

01

n
Á
k=1

ak에서  변수인 k는 i, j, l 등

다른 문자로 바꾸어도 무방하다.

02

03 

위의 식의 양변에 n=5를 대입하면

10

Á
k=1

ak=3_5Û`-3_5=60� 답 60

다른 풀이

n

Á
k=1

a2k-1=cnÛ`-5n에서

aÁ=c-5,

a2n-1‌�=
n

Á
k=1

a2k-1-
n-1

Á
k=1

a2k-1	  

=cnÛ`-5n-{c(n-1)Û`-5(n-1)}	  

=cnÛ`-5n-(cnÛ`-2cn+c-5n+5)	 

=2cn-c-5 (단, n=2, 3, 4, y)

이므로

a2n-1=2cn-c-5 (단, n=1, 2, 3, y)

또한, 
n

Á
k=1

a2k=nÛ`+cn에서

aª=1+c,

a2n‌�=
n

Á
k=1

a2k-
n-1

Á
k=1

a2k	  

=nÛ`+cn-{(n-1)Û`+c(n-1)}	  

=nÛ`+cn-(nÛ`-2n+1+cn-c)	  

=2n+c-1 (단, n=2, 3, 4, y)

이므로

a2n=2n+c-1 (단, n=1, 2, 3, y)

이때 aÁ¼=11이므로

2_5+c-1=11, 9+c=11    ∴ c=2

∴ a2n-1=4n-7, a2n=2n+1

∴ 
10

Á
k=1

ak‌�=
5

Á
k=1

(a2k-1+a2k)=
5

Á
k=1

(4k-7+2k+1)	  

=
5

Á
k=1

(6k-6)=6_5_6
2 -6_5	  

=90-30	  

=60

2n
Á
k=1

ak=
n

Á
k=1

a2k-1+
n

Á
k=1

a2k이므로

2n
Á
k=1

ak‌�=(cnÛ`-5n)+(nÛ`+cn)	  

=(c+1)nÛ`+(c-5)n

위의 식의 양변에 n= m
2 을 대입하면

m

Á
k=1

ak‌�=(c+1){m
2 }2`+(c-5) m

2 	  

= c+1
4  mÛ`+ c-5

2  m

이러한 방법으로 
m

Á
k=1

ak를 구하여 틀리는 경우가 있다. 
2n
Á
k=1

ak는 첫째항

부터 짝수 번째 항까지의 합을 나타낸 것이므로 이 문제처럼 
n

Á
k=1

a2k-1, 

n

Á
k=1

a2k가 다르게 정의된 경우에 
2n
Á
k=1

ak의 식을 이용하여 
n

Á
k=1

ak의 식을 

구하면 오류가 발생할 수 있음에 주의하자.

blacklabel 특강 오답 피하기

이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

an=
2nÛ`-n

n =2n-1, bn=
-(2-n)

n

04
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본문 pp. 84~85

=
15

Á
k=1

(4k-1)

=4_15_16
2 -1_15

=480-15=465	�  답 ⑤

다른 풀이

30

Á
k=1

{(-1)kkÛ`}

=-1Û`+2Û`-3Û`+4Û`-y-29Û`+30Û`

=(-1Û`+2Û`)+(-3Û`+4Û`)+y+(-29Û`+30Û`)

=(-1+2)(1+2)+(-3+4)(3+4)+y
� +(-29+30)(29+30)

=1+2+3+4+y+29+30

=
30

Á
k=1

k

=30_31
2 =465

1_(2n-1)+2_(2n-3)+3_(2n-5)+y+n_1

=
n

Á
k=1

[k_{2n-(2k-1)}]

=
n

Á
k=1

{-2kÛ`+(2n+1)k}

=-2
n

Á
k=1

kÛ`+(2n+1)
n

Á
k=1

k

=-2_
n(n+1)(2n+1)

6
+(2n+1)_

n(n+1)
2

=n(n+1)(2n+1){-2
6+

1
2 }

=1
6n(n+1)(2n+1)

즉, 
1
6n(n+1)(2n+1)=385이고 385를 소인수분해하

면 385=5_7_11이므로

n(n+1)(2n+1)‌�=2_3_5_7_11	  

=10_11_(2_10+1)

∴ n=10� 답 10

10

Á
k=1

kÛ`+
10

Á
k=2

kÛ`+
10

Á
k=3

kÛ`+y+
10

Á
k=10

kÛ`

=(1Û`+2Û`+3Û`+y+9Û`+10Û`)

+(2Û`+3Û`+y+9Û`+10Û`)

+(3Û`+y+9Û`+10Û`)

y

+(9Û`+10Û`)

+10Û`

=1Û`_1+2Û`_2+3Û`_3+y+10Û`_10

=1Ü`+2Ü`+3Ü`+y+10Ü`

=
10

Á
k=1

kÜ`

={ 10_11
2 }2`=3025	� 답 3025

08 

09 

즉, bn-1=-2+n
n -1=-2

n+1-1=- 2
n 이므로

1
bn-1=-n

2

∴ 
16

Á
k=1
{ak+

1
bk-1 }‌�=

16

Á
k=1
[(2k-1)-k

2 ]	 

=
16

Á
k=1
{ 32k-1}	  

=3
2_

16_17
2 -1_16	 

=204-16=188� 답 188

10

Á
k=1
{

5

Á
j=1

jk}-
5

Á
k=1
[

10

Á
j=1

(j+k)]

=
10

Á
k=1
{k

5

Á
j=1

j}-
5

Á
k=1
{

10

Á
j=1

j+
10

Á
j=1

k}

=
10

Á
k=1
{k_5_6

2 }-
5

Á
k=1
{ 10_11

2 +10k}

=15
10

Á
k=1

k-
5

Á
k=1

55-10
5

Á
k=1

k

=15_10_11
2 -55_5-10_5_6

2

=825-275-150

=400	�  답 400

n=1일 때, 
(n-1)Ü`

n =
(1-1)Ü`

1 =0이므로

10

Á
t=1
[tÜ`-

t

Á
k=1

(k+1)Ü`
k -

t

Á
n=2

(n-1)Ü`
n ]

=
10

Á
t=1
[tÜ`-

t

Á
k=1

(k+1)Ü`
k -

t

Á
n=1

(n-1)Ü`
n ]

=
10

Á
t=1

[tÜ`- t

Á
k=1
[ (k+1)Ü`

k +
(k-1)Ü`

k ]]
=

10

Á
t=1
{tÜ`-

t

Á
k=1

2kÜ`+6k
k }

=
10

Á
t=1
[tÜ`-

t

Á
k=1

(2kÛ`+6)]

=
10

Á
t=1
[tÜ`-2_

t(t+1)(2t+1)
6 -6t]

=
10

Á
t=1
{ 13 tÜ`-tÛ`- 19

3 t}

=1
3_{

10_11
2 }2`-10_11_21

6 -19
3 _10_11

2

=3025
3 -385-1045

3 =275� 답 ③

30

Á
k=1

{(-1)kkÛ`}`

=-1Û`+2Û`-3Û`+4Û`-y-29Û`+30Û`

=-(1Û`+3Û`+5Û`+y+29Û`)+(2Û`+4Û`+6Û`+y+30Û`)

=-
15

Á
k=1

(2k-1)Û`+
15

Á
k=1

(2k)Û`

=
15

Á
k=1

{-(2k-1)Û`+(2k)Û`}

05 

06 

07 
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위의 식에서

12
99

Á
k=1

kÛ`=12_99_100_199
6 , 

6
99

Á
k=1

k=6_99_100
2 , 

99

Á
k=1

1=1_99

이므로 각각 99로 나누어떨어진다. 

즉, 12
99

Á
k=1

kÛ̀-6
99

Á
k=1

k+
99

Á
k=1

1은 99로 나누어떨어지므로

100

Á
k=1

aªk를 99로 나눈 나머지는 aª¼¼을 99로 나눈 나머지와 같

다. 이때 

aª¼¼‌�=12_100Û`-6_100+1	  

=12(99+1)Û`-6(99+1)+1	 

=12(99Û`+2_99_1+1Û`)-6_99-6+1	  

=99(12_99+12_2-6)+7

이므로 aª¼¼을 99로 나눈 나머지는 7이다.

따라서 
100

Á
k=1

aªk를 99로 나눈 나머지는 7이다.	� 답 ①

다른 풀이

n

Á
k=1

ak=nÜ`에서

an‌�=
n

Á
k=1

ak-
n-1

Á
k=1

ak	  

=nÜ`-(n-1)Ü`	  

=3nÛ`-3n+1`(단, n=2, 3, 4, y)

또한, aÁ=1Ü`=1이므로

a2n‌�=3_(2n)Û`-3_2n+1	  

=12nÛ`-6n+1

이때 99=a로 놓으면

100

Á
k=1

a2k‌�=
a+1

Á
k=1

(12kÛ`-6k+1)	  

=12_
(a+1)(a+2)(2a+3)

6 	  

� -6_
(a+1)(a+2)

2 +(a+1)	

=2(a+1)(a+2)(2a+3)

� -3(a+1)(a+2)+a+1

� yy㉠

100

Á
k=1

a2k의 값을 99로 나눈 나머지는 다항식 ㉠을 a로 나눈 

나머지와 같으므로 나머지정리에 의하여 ㉠에 a=0을 대

입하면 나머지는

2_1_2_3-3_1_2+1=7

anan+1-7=
n

Á
k=1

akÛ`이므로

anÛ`‌�=
n

Á
k=1

akÛ`-
n-1

Á
k=1

akÛ`	  

=(anan+1-7)-(an-1an-7)	  

=anan+1-an-1an	  

=an(an+1-an-1)`(단, n=2, 3, 4, y)

위의 식의 양변을 an (an+0)으로 나누면

2_99_100_199

3_99_100

12 

단계 채점 기준 배점

㈎

10
Á
k=1

kÛ`+
10
Á
k=2

kÛ`+
10
Á
k=3

kÛ`+y+
10
Á

k=10
kÛ`을 구체적인 수로 

나열하여 1Ü`+2Ü`+3Ü`+y+10Ü`으로 변형한 경우
80%

㈏
자연수의 거듭제곱의 합을 이용하여 주어진 식의 값

을 구한 경우
20%

|{n+1
2 }2`-m|<1

2에서

-1
2<{n+

1
2 }2`-m<1

2

-1
2<nÛ`+n+1

4-m<1
2

∴ -3
4<nÛ`+n-m<1

4

이때 m, n은 자연수이므로 nÛ`+n-m은 정수이다.

즉, nÛ`+n-m=0이므로 m=nÛ`+n

∴ an=nÛ`+n

∴ 
5

Á
k=1

ak‌�=
5

Á
k=1

(kÛ`+k)	 

=5_6_11
6 +5_6

2 	  

=55+15=70� 답 ②

수직선을 이용하여 주어진 부등식을 만족시키는 자연수 m의 값을 구

해보자.

|{n+1
2 }2`-m|< 1

2 에서 - 1
2 <m-{n+ 1

2 }2`<
1
2

{n+1
2 }2`-

1
2<m<{n+ 1

2 }2`+
1
2

∴ nÛ`+n-1
4<m<nÛ`+n+ 3

4
이때 자연수 n에 대하여 nÛ`+n도 자연수이므로 위의 부등식을 만족

시키는 m의 값의 범위를 수직선 위에 나타내면 다음과 같다.

n@+n-1 n@+n n@+n+1 m

그런데 m은 자연수이므로 an=nÛ`+n

blacklabel 특강 참고

n

Á
k=1

ak=Sn이라 하면 Sn=nÜ`이므로

Ú	n¾2일 때,

	 an‌�=Sn-Sn-1=nÜ`-(n-1)Ü`	  

=nÜ`-(nÜ`-3nÛ`+3n-1)=3nÛ`-3n+1

Û	n=1일 때,

	 aÁ=SÁ=1Ü`=1

Ú, Û에서 an=3nÛ`-3n+1`(n=1, 2, 3, y)이므로

aªn�=3_(2n)Û`-3_2n+1	  

=12nÛ`-6n+1`(단, n=1, 2, 3, y)

∴ 
100

Á
k=1

aªk‌�=
99

Á
k=1

aªk+aª¼¼	  

=
99

Á
k=1

(12kÛ`-6k+1)+aª¼¼	  

=12
99

Á
k=1

kÛ`-6
99

Á
k=1

k+
99

Á
k=1

1+aª¼¼

10

11 
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본문 p. 85

	 an‌�=Sn-Sn-1	  

=(4nÛ`+pn)-{4(n-1)Û`+p(n-1)}	  

=8n+p-4

Û	n=1일 때, aÁ=SÁ=4+p

Ú, Û에서

an=8n+p-4 (단, n=1, 2, 3, y)	 yy㉠

즉, 수열 {an}은 공차가 8인 등차수열이므로 임의의 자연

수 k에 대하여 ak+ak+2=2ak+1이 성립한다.

이차방정식 akxÛ`-2ak+1x+ak+2=0에서

akxÛ`-(ak+ak+2)x+ak+2=0

(x-1)(akx-ak+2)=0    ∴ x=1 또는 x=
ak+2

ak

수열 {an}은 모든 항이 양수이고 공차가 8인 등차수열이

므로 ak+2>ak에서 
ak+2

ak
>1

즉, 이차방정식 akxÛ`-2ak+1x+ak+2=0의 두 실근 중 큰 

수는 
ak+2

ak
이므로 bk=

ak+2

ak
	 yy㉡

1
bk-1=

1
ak+2

ak
-1

=
ak

ak+2-ak
=

ak

16이므로

8

Á
k=1

1
bk-1 ‌�=

8

Á
k=1

ak

16=
1
16  S¥	  

= 1
16 (4_8Û`+8p)	  

=16+
p
2=86

p
2=70    ∴ p=140

㉠에서 an=8n+(140-4)=8n+136이므로

‌�(p+4)_bÁ_b£_b°_b¦_b»_bÁÁ	  

=144_
a£
aÁ_

a°
a£_

a¦
a°_y_

aÁ£
aÁÁ `(∵ ㉡)	  

=144_
aÁ£
aÁ =144_240

144=240� 답 240

등차수열과 등비수열의 합의 일반항

수열 {an}의 첫째항부터 제 n 항까지의 합 Sn이 Sn=AnÛ`+Bn+C
(A, B, C는 상수) 꼴, 즉 n에 대한 이차식이면 수열 {an}은 등차수

열이다. 이때 C=0이면 수열 {an}은 첫째항부터 등차수열을 이루고, 

C+0이면 수열 {an}은 제 2 항부터 등차수열을 이루며 공차는 nÛ`의 

계수의 두 배인 2A이다.

또한, 수열 {bn}의 첫째항부터 제 n 항까지의 합 Tn이 Tn=Arn+B
(r+0, r+1, A, B는 상수) 꼴이면 수열 {bn}은 등비수열이다. 이때 

A+B=0이면 수열 {bn}은 첫째항부터 등비수열을 이루고, 	

A+B+0이면 수열 {bn}은 제 2 항부터 등비수열을 이루며 공비는 

지수 n의 밑인 r이다.

blacklabel 특강 참고

Sn=nÛ`+6n이므로

Ú	n¾2일 때, 

	 an�=Sn-Sn-1	  

=(nÛ`+6n)-{(n-1)Û`+6(n-1)}	  

=2n+5

15 

an=an+1-an-1

∴ an+1=an+an-1 (단, n=2, 3, 4, y)

위의 식을 이용하여 aÁÁ을 a¥과 a¦로 나타내면

aÁÁ‌�=aÁ¼+a»	  

=(a»+a¥)+(a¥+a¦)	  

=a»+2a¥+a¦	  

=(a¥+a¦)+2a¥+a¦	 

=3a¥+2a¦

따라서 바르게 나타낸 것은 ②이다.� 답 ②

anan+1-7=
n

Á
k=1

akÛ`의 양변에 n=1을 대입하면

aÁaª-7=aÁÛ`
이때 aÁ=1이므로 aª-7=1    ∴ aª=8
aÁ과 aª를 이용하여 a¦, a¥, aÁÁ의 값을 구하면

a¦=69, a¥=112, aÁÁ=474
aÁÁ=pa¥+qa¦, 즉 474=112p+69q를 만족시키는 두 자연수 p, q
를 구하면 p=3, q=2뿐이다.

blacklabel 특강 참고

a2020n
2020+a2019n

2019+a2018n
2018+y+a¼=

2020

Á
k=0

akn
k

이므로

n

Á
k=1

k2019=
2020

Á
k=0

akn
k    yy㉠

이때 
n

Á
k=1

k2019=Sn이라 하면 n¾2일 때,

n2019‌�=Sn-Sn-1	  

=
2020

Á
k=0

akn
k-

2020

Á
k=0

ak(n-1)k (∵ ㉠)	  

=
2020

Á
k=0

ak{n
k-(n-1)k}	  

=a¼{nâ`-(n-1)â`}	 

+aÁ{nÚ`-(n-1)Ú`}	  

+aª{nÛ`-(n-1)Û`}	  

y 	  

+a2020{n
2020-(n-1)2020}	 

=aÁ+aª(2n-1)+a£(3nÛ`-3n+1)+y
� +a2020(2020n

2019-y-1)`(단, n=2, 3, 4, y)

위의 등식은 2 이상의 자연수 n에 대한 항등식이므로

양변의 n2019의 계수는 서로 같다.

즉, 1=2020a2020이므로

a2020=
1

2020 � 답 
1

2020

해결단계

➊ 단계 Sn을 이용하여 an과 an+1, an+2 사이의 관계식을 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 관계식을 이용하여 주어진 이차방정식의 

근을 구한 후, bn을 an에 관한 식으로 나타낸다.

➌ 단계
8

Á
k=1

1
bk-1=86을 만족시키는 p의 값을 구한다.

➍ 단계 (p+4)_bÁ_b£_b°_b¦_b»_bÁÁ의 값을 구한다.

Ú	n¾2일 때,

13 

14 
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위의 그림에서 어두운 부분의 세로의 길이는 정사각형 

An의 세로의 길이인 
n
2 이고, 가로의 길이는 

3
2n-(n+1)=n-2

2 이므로 어두운 부분의 넓이는

an=
n-2
2 _n

2 =
n(n-2)

4 `(단, n=3, 4, 5, y)

∴ 
10

Á
n=3

1
an

‌�=
10

Á
n=3

4
n(n-2)

=4
10

Á
n=3

1
n(n-2)

	  

=4_1
2

10

Á
n=3
{ 1
n-2-

1
n }	 

=2[{1-1
3 }+{

1
2-

1
4 }+{

1
3-

1
5 }+y	  

� +{ 17-
1
9 }+{

1
8-

1
10 }]	

=2{1+1
2-

1
9-

1
10 }	  

=2_58
45 	  

=116
45 	�  답 ②

an+0인 등차수열 {an}의 일반항 an은 n에 대한 일차식

으로 표현할 수 있으므로 an=an+b`(a, b는 상수)라 

하면

an+1=a(n+1)+b
∴ an+1-an=a
즉, 등차수열 {an}의 공차는 a이다.

한편, anan+1=(an+b){a(n+1)+b}이므로

1
anan+1

‌�= 1
(an+b){a(n+1)+b}

	   

=1
a {

1
an+b-

1
a(n+1)+b }	  

=1
a {

1
an

- 1
an+1
}

즉,

99

Á
k=1

1
akak+1

=1
a  

99

Á
k=1
{ 1ak

- 1
ak+1
}

=1
a [{

1
aÁ-

1
aª }+{

1
aª-

1
a£ }+{

1
a£-

1
a¢ }+y

� +{ 1
a»»-

1
aÁ¼¼ }]

=1
a {

1
aÁ-

1
aÁ¼¼ }

이므로

99

Á
k=1

aÁaÁ¼¼
akak+1

‌�=aÁaÁ¼¼
99

Á
k=1

1
akak+1

	  

=
aÁaÁ¼¼
a { 1aÁ-

1
aÁ¼¼ }	  

=
aÁaÁ¼¼
a _

aÁ¼¼-aÁ
aÁaÁ¼¼ 	  

=
aÁ¼¼-aÁ
a 	  

18 

Û	n=1일 때, 

	 aÁ=SÁ=1+6=7

Ú, Û에서 

an=2n+5`(단, n=1, 2, 3, y)

∴ ‌�
n

Á
k=1

1
akak+1

	  

=
n

Á
k=1

1
(2k+5)(2k+7)

	  

=1
2  

n

Á
k=1
{ 1
2k+5-

1
2k+7 }	  

=1
2 [{

1
7-

1
9 }+{

1
9-

1
11 }+{

1
11-

1
13 }+y	  

� +{ 1
2n+5-

1
2n+7 }]	

=1
2 {

1
7-

1
2n+7 }=

n
7(2n+7)

n

Á
k=1

1
ak ak+1

< 7
100에서 

n
7(2n+7)<

7
100

100n<98n+343, 2n<343  

∴ n<171.5

따라서 구하는 자연수 n의 최댓값은 171이다.� 답 ⑤

직선 y=nx+an과 곡선 y=xÛ̀-x+1
4이 접하므로 이차방

정식 nx+an=xÛ̀-x+1
4 , 즉 xÛ̀-(1+n)x+1

4-an=0

의 판별식을 D라 할 때,

D=(1+n)Û`-4{ 14-an}=0

nÛ`+2n+1-1+4an=0, 4an=-nÛ`-2n

∴ an=
-nÛ̀ -2n

4

∴ ‌�
7

Á
k=1

1
|ak|

	  

=
7

Á
k=1

4
kÛ`+2k

 (∵ ak<0)	  

=4
7

Á
k=1

1
k(k+2)

	  

=4_1
2

7

Á
k=1
{ 1k- 1

k+2 }	  

=2[{ 11-
1
3 }+{

1
2-

1
4 }+{

1
3-

1
5 }+y	  

� +{ 16-
1
8 }+{

1
7-

1
9 }]	

=2{1+1
2-

1
8-

1
9 }=

91
36

따라서 p=36, q=91이므로

p+q=127� 답 127

n n+1 n3
2

y

xO

An
An+1

{n+1}3
2

n
2

n+1
2

16 

17 
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본문 pp. 85~86

aÁÛ`+aªÛ`+a£Û`+y+anÛ`=nÛ`에서 
n

Á
k=1

akÛ`=Sn이라 하면 

Sn=nÛ`이므로

Ú	‌�n¾2일 때,	  

anÛ`‌�=Sn-Sn-1=nÛ`-(n-1)Û`=2n-1

	 ∴ an='Ä2n-1`(∵ an>0)

Û	�n=1일 때,	  

aÁÛ`=SÁ=1    ∴ aÁ=1`(∵ aÁ>0)

Ú, Û에서 

an='Ä2n-1`(단, n=1, 2, 3, y)

∴ 
40

Á
k=1

1
ak+ak+1

 =
40

Á
k=1

1
'Ä2k-1+'Ä2k+1

 =
40

Á
k=1

'Ä2k+1-'Ä2k-1
('Ä2k+1+'Ä2k-1 )('Ä2k+1-'Ä2k-1 )

 =1
2

40

Á
k=1

('Ä2k+1-'Ä2k-1 )

 =1
2 {('3-'1 )+('5-'3 )+y+('8�1-'7�9 )}

 =1
2 ('8�1-'1 )

 =1
2 (9-1)=4	�  답 ②

n(n+1)
2 의 n 대신에 1, 2, 3, y을 차례대로 대입하면

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, y

이때 
n(n+1)

2 을 n으로 나눌 때의 나머지가 f(n)이 

므로 

f(1)=0, f(2)=1, f(3)=0, f(4)=2,

f(5)=0, f(6)=3, f(7)=0, f(8)=4, y

∴ f(n)=
(
{
9

0� (n은 홀수)

n
2  (n은 짝수)

∴ 
30

Á
k=1

 f(k)‌�= f(2)+ f(4)+ f(6)+y+ f(30)	  

�(∵ f(1)= f(3)= f(5)=y= f(29)=0) 

=2
2+

4
2+

6
2+y+30

2 	  

=1+2+3+y+15	  

=
15

Á
k=1

k=15_16
2 	  

=120	�  답 120

다른 풀이

자연수 n에 대하여 
n(n+1)

2 을 n으로 나눌 때의 나머지

가 f(n)이므로

Ú	n이 홀수일 때,

	 n=2p-1 (p는 자연수)이라 하면

	
n(n+1)

2 =
(2p-1)_2p

2 =p(2p-1)

21 

22 

=
100a+b-(a+b)

a  (∵ an=an+b)	

=99a
a =99� 답 99

각 항이 2'1+'2, 3'2+2'3, 4'3+3'4, y인 수열 

{an}의 일반항 an은

an=(n+1)'§n+n'Än+1

∴ 
1
an

= 1
(n+1)'§n+n'Än+1

=
(n+1)'§n-n'Än+1

{(n+1)'§n+n'Än+1 }{(n+1)'§n-n'Än+1 }

=
(n+1)'§n-n'Än+1
(n+1)Û`n-nÛ`(n+1)

=
(n+1)'§n-n'Än+1

n(n+1)

=
'§n
n -

'Än+1
n+1

= 1
'§n- 1

'Än+1
이때

1
aÁ+

1
aª+

1
a£+y+ 1

an

=
n

Á
k=1

1
ak

=
n

Á
k=1
{ 1
'§k- 1

'Äk+1
}

={ 1
'1-

1
'2 }+{

1
'2-

1
'3 }+{

1
'3-

1
'4 }+y

� +{ 1
'§n- 1

'Än+1
}

=1- 1
'Än+1

=10
11

이므로

1
'Än+1

= 1
11 , 'Än+1=11

위의 식의 양변을 제곱하면

n+1=121    ∴ n=120� 답 120

an='¶2n-'Ä2n-1이므로

1
an

‌�= 1
'¶2n-'Ä2n-1

	  

=
'¶2n+'Ä2n-1

('¶2n-'Ä2n-1)('¶2n+'Ä2n-1)
	  

='¶2n+'Ä2n-1

∴ ‌�
10

Á
k=1
{ak+

1
ak
}2`	  

=
10

Á
k=1

{('¶2k-'Ä2k-1)+('¶2k+'Ä2k-1)}Û`	  

=
10

Á
k=1

(2'¶2k )Û`=
10

Á
k=1

8k	  

=8
10

Á
k=1

k=8_10_11
2 	  

=440	�  답 440

19 

소거할 때 계산하기 쉬운 형태로 변경

20 
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또한, 각 x-12의 값에 따라 y-8의 값도 하나씩 정해지

므로 정수 x, y의 순서쌍의 개수 aÇ은
aÇ=(n+1)_2=2(n+1)

∴ a2k-1=2(2k-1+1)=4k

따라서 구하는 값은

5

Á
k=1

ka2k-1=
5

Á
k=1

4kÛ`=4
5

Á
k=1

kÛ`=4_5_6_11
6 =220

� 답 220

N을 n으로 나누었을 때, 몫과 나머지를 각각 Q, R라 하면

N=n_Q+R (단, 0ÉR<n)

이때 몫과 나머지의 합이 n이어야 하므로

Q+R=n    ∴ R=n-Q

∴ N=n_Q+(n-Q) (단, 0<QÉn)

aÇ은 n으로 나누었을 때, 몫과 나머지의 합이 n인 자연수

들의 합이므로

aÇ={n_1+(n-1)}+{n_2+(n-2)}

+{n_3+(n-3)}+y+{n_(n-1)+1}

+(n_n)

=
n

Á
k=1

{n_k+(n-k)}

=
n

Á
k=1

{(n-1)k+n}

=(n-1)_n(n+1)
2 +nÛ`

=nÜ`+2nÛ`-n
2  

∴ 
1
11  

10

Á
k=1

aû= 1
11  

10

Á
k=1
 kÜ`+2kÛ`-k

2

               = 1
22 [{

10_11
2 }Û`

+2_10_11_21
6 - 10_11

2 ]

               = 1
22 (3025+770-55)

               =170� 답 ③

함수 y=1
k xÛ`의 그래프가 점 Pn(n, 3n)을 지날 때 	

3n=1
k_nÛ`에서 k=1

3 n이고, 점 QÇ(2n, 3n)을 지날 

때 3n=1
k_4nÛ`에서 k=4

3 n이므로

선분 PÇQÇ과 곡선 y=1
k xÛ̀ 이 만나기 위한 k의 값의 범위는 

1
3 nÉkÉ 4

3 n    yy㉠

O

y

x

3n Pˆ Qˆ

n 2n

25

26

	 이므로 p(2p-1)을 2p-1로 나눈 나머지는 0이다.

	 ∴ f(n)= f(2p-1)=0

Û	n이 짝수일 때,

	 n=2p (p는 자연수)라 하면

	
n(n+1)

2 =
2p(2p+1)

2 =p(2p+1)

	 이므로 2pÛ`+p를 2p로 나눈 나머지는 p이다.

	 ∴ f(n)= f(2p)=p

Ú, Û에서

30

Á
k=1

f(k)‌�=
15

Á
k=1

f(2k-1)+
15

Á
k=1

f(2k)	  

=
15

Á
k=1

0+
15

Á
k=1

k	  

=15_16
2 =120

방정식 xÜ`-1=0, 즉 (x-1)(xÛ`+x+1)=0의 한 허근

이 x이므로 x는 이차방정식 xÛ`+x+1=0의 근이다.

∴ x=-1
2Ñ
'3
2 i

이때 xÜ`=1, xÛ`=-x-1이고, xn의 실수부분이 f(n)이

므로

x=-1
2Ñ
'3
2 i에서 f(1)=-1

2 ,

xÛ`=-x-1에서 f(2)=1
2-1=-1

2 ,

xÜ`=1에서 f(3)=1,

xÝ`=xÜ`_x=x에서 f(4)= f(1)=-1
2 ,

xÞ`=xÜ`_xÛ`=xÛ`에서 f(5)= f(2)=-1
2 ,

   y

즉, f(n)은 -1
2 , -1

2 , 1이 이 순서대로 계속 반복된다.

따라서 100=3_33+1이므로

100

Á
k=1

f(k)‌�=
99

Á
k=1

f(k)+ f(100)	  

=33
3

Á
k=1

f(k)+ f(1)	  

=33{-1
2-

1
2+1}-1

2 	  

=-1
2 	�  답 ②

xy+96=8x+12y+5n에서

x(y-8)-12(y-8)=5n

(x-12)(y-8)=5n    yy㉠

이때 x, y가 정수이므로 x-12, y-8도 정수이다.

즉, x-12, y-8은 5n의 양의 약수 또는 음의 약수이므

로 ㉠에서 x-12가 될 수 있는 값은

5â`, 5Ú`, 5Û`, y, 5n 또는 -5â`, -5Ú`, -5Û`, y, -5n

23 

24
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본문 pp. 86~87

다른 풀이

15와 서로소인 자연수를 작은 수부터 차례대로 나열하여 

수열 {an}을 구하면

aÁ=1, aª=2, a£=4, a¢=7, a°=8, a¤=11, a¦=13, 

a¥=14, y

∴ 
8

Á
n=1

an=1+2+4+7+8+11+13+14=60

이때 14 이하의 자연수 k가 15와 서로소이면 15+k도 15

와 서로소이므로

a»=aÁ+15, aÁ¼=aª+15, y, aÁ¤=a¥+15, y

∴ 
16

Á
n=1

an‌�=
8

Á
n=1

an+
16

Á
n=9

an	  

=2
8

Á
n=1

an+15_8	  

=2_60+120	  

=240

집합 An={x|(x-n)(x-2n+1)É0}이므로

(x-n)(x-2n+1)É0에서 nÉxÉ2n-1

∴ An={x|nÉxÉ2n-1}

25<An인 n의 값의 범위를 구하면

nÉ25É2n-1

nÉ25이고, 25É2n-1에서 n¾13이므로

13ÉnÉ25

∴ an=[`
-1	(1ÉnÉ12 또는 n¾26)

1	 (13ÉnÉ25)

한편,

12

Á
k=1

ak=(-1)_12=-12,

25

Á
k=1

ak=
12

Á
k=1

ak+
25

Á
k=13

ak=(-1)_12+1_13=1

이므로 
m

Á
k=1

ak=-20이려면 m¾26이어야 한다.

m

Á
k=1

ak‌�=
12

Á
k=1

ak+
25

Á
k=13

ak+
m

Á
k=26

ak	  

=(-1)_12+1_13+(-1)_(m-25)	  

=-m+26=-20

∴ m=46� 답 46

주어진 수열을

(1, 0), (2, 0, 0), (3, 0, 0, 0), (4, 0, 0, 0, 0), y
과 같이 군수열로 생각하면 제 n 군의 0의 개수는 n이므로 

제 1 군부터 제 n 군까지 0의 개수는 
n

Á
k=1

k=
n(n+1)

2 이다.

n=13일 때, 즉 제 13 군까지는 0이 
13_14

2 =91(개)이므

로 100번째로 나타나는 0은 제 14군의 10번째 항이다.

제 1군부터 제 13군까지의 항의 개수는

13

Á
k=1

(k+1)=
13

Á
k=1

k+
13

Á
k=1

1=13_14
2 +13=104(개)

이므로 100번째로 나타나는 0은 104+10=114에서

제 114 항이다.	�  답 ①

28

29 

n은 자연수이므로 자연수 m에 대하여 다음과 같이 나누

어 생각해 보자.

Ú n=3m-2일 때,

	 ㉠에서 
1
3 (3m-2)ÉkÉ 4

3 (3m-2)

	 ∴ m-2
3ÉkÉ4m-2-2

3

	� 이때 m, 4m-2는 자연수이므로 조건을 만족시키는 

자연수 k의 개수는

	 4m-2-m=3m-2

Û n=3m-1일 때,

	 ㉠에서 
1
3 (3m-1)ÉkÉ 4

3 (3m-1)

	 ∴ m-1
3ÉkÉ4m-1-1

3

	� 이때 m, 4m-1은 자연수이므로 조건을 만족시키는 

자연수 k의 개수는

	 4m-1-m=3m-1

Ü n=3m일 때,

	 ㉠에서 
1
3_3mÉkÉ 4

3_3m

	 ∴ mÉkÉ4m

	� 이때 m, 4m은 자연수이므로 조건을 만족시키는 자연

수 k의 개수는

	 4m+1-m=3m+1

Ú, Û, Ü 에서

17

Á
n=1

aÇ=
6

Á
n=1

a3n-2+
6

Á
n=1

a3n-1+
5

Á
n=1

a3n

=
6

Á
n=1

(3n-2)+
6

Á
n=1

(3n-1)+
5

Á
n=1

(3n+1)

=3_6_7
2 -6_2+3_6_7

2 -6+3_5_6
2 +5

=63-12+63-6+45+5

=158� 답 ④

15(k-1)+1ÉnÉ15k (k는 자연수)를 만족시키는 자

연수 n 중에서 15와 서로소인 자연수는

15(k-1)+1, 15(k-1)+2, 15(k-1)+4,

15(k-1)+7, 15(k-1)+8, 15(k-1)+11,

15(k-1)+13, 15(k-1)+14의 8개이다.

8_2=16이므로 aÁ¤은 16ÉnÉ30을 만족시키는 15와 

서로소인 자연수 n 중에서 가장 큰 수이다.

즉, 
16

Á
n=1

an은 1부터 30까지 자연수 중 15와 서로소인 자연

수들의 합이고, 1부터 30까지 자연수 중에는 10개의 3의 

배수, 6개의 5의 배수, 2개의 15의 배수가 있으므로

16

Á
n=1

an‌�=
30

Á
n=1

n-
10

Á
n=1

3n-
6

Á
n=1

5n+
2

Á
n=1

15n	  

=30_31
2 -3_10_11

2 -5_6_7
2 +15_2_3

2 	

=465-165-105+45=240� 답 ①

m, m+1, m+2, y, 4m-3

m, m+1, m+2, y, 4m-2

m, m+1, m+2, y, 4m

27
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10

Á
k=1

Ak‌�=
10

Á
k=1

1
2 (kÜ`+2kÛ`+k)	  

=1
2 [{

10_11
2 }2`+2_10_11_21

6 +10_11
2 ]	

=1
2 (3025+770+55)=1925

주어진 수열을

(1), {1, 12 }, {1, 
2
3 , 

1
3 }, {1, 

3
4 , 

2
4 , 

1
4 }, y

과 같이 군수열로 생각하면 제 n군의 최솟값은 
1
n이므로 

처음으로 
1
20보다 작아지는 항은 

1
21이고, 

1
21  은 제 21군

의 마지막 항이다.

따라서 제 1군부터 제 21군까지의 항의 개수는 

21

Á
k=1

k=21_22
2 =231이므로 

1
21은 231번째 항이다.

∴ m=231	� 답 231

31 

;2Á0; <;2ª1; 이므로

다른 풀이 1

주어진 수열을

(1), (0, 2), (0, 0, 3), (0, 0, 0, 4), y
와 같이 군수열로 생각하면 제 n군의 0의 개수는 n-1이

므로 제 1 군부터 제 n 군까지의 0의 개수는

n

Á
k=1

(k-1)=
n

Á
k=1

k-
n

Á
k=1

1=
n(n+1)

2 -n=
n(n-1)

2

이때 n=14일 때, 즉 제 14 군까지는 0이 
13_14

2 =91(개)

이므로 100번째로 나타나는 0은 제 15 군의 9번째 항이다.

제 1군부터 제 14 군까지의 항의 개수는 

14

Á
k=1

k=14_15
2 =105(개)이므로

100번째로 나타나는 0은 105+9=114에서 제114항이다.

다른 풀이 2

주어진 수열을

(1, 0), (2, 0, 0), (3, 0, 0, 0), (4, 0, 0, 0), y
과 같이 군수열로 생각하면 제 n 군에서 0이 아닌 수는 

제 n 군의 첫 번째 수인 n뿐이다.

100번째로 나타나는 0이 제 14 군에 있고, 이 앞에 0이 아

닌 수는 각 군의 첫 번째 항인 1, 2, 3, y, 14이므로 100

번째로 나타나는 0은 100+14=114에서 제 114항이다.

n행에 놓인 수의 합을 An이라 하면 

An‌�=(n+1)+2(n+1)+3(n+1)+y+n(n+1)	

=(n+1)(1+2+3+y+n)	 

=(n+1)
n

Á
k=1

k	  

=(n+1)_n(n+1)
2 	  

=1
2 (nÜ`+2nÛ`+n)

상자 안의 수는 모두 10행이므로 그 총합은

10

Á
k=1

Ak‌�=
10

Á
k=1

1
2 (kÜ`+2kÛ`+k)	  

=1
2 [{

10_11
2 }2`+2_10_11_21

6 +10_11
2 ]	

=1
2 (3025+770+55)=1925	�  답 ⑤

다른 풀이

n행에 놓인 수는 첫째항이 n+1, 공차가 n+1인 등차수

열의 첫째항부터 제 n 항까지의 수이다.

n행에 놓인 수의 합을 An이라 하면

An‌�=
n{2(n+1)+(n-1)(n+1)}

2 	  

=
n(nÛ`+2n+1)

2 	  

=1
2 (nÜ`+2nÛ`+n)

따라서 1행부터 10행에 놓인 수의 총합은

30

01 
1
101 	 02 5166	 03 ④	 04 

81
55 	 05 100	

06 7	 07 2144	 08 184

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 88

해결단계

➊ 단계
[x- 1

k(k+1) ]2`을  전개하여 f(x)를 x에 대한 이차식으

로 나타낸 후, 부분분수 분해를 이용하여 x의 계수를 구한다. 

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 식을 완전제곱 꼴로 변형하여 f(x)의 값

이 최소가 되는 x의 값을 구한다.

f(x)‌�=
100

Á
k=1
[x- 1

k(k+1) ]2`	  

=
100

Á
k=1
[xÛ`- 2

k(k+1) x+ 1
kÛ`(k+1)Û`

]	  

=100xÛ`-2x
100

Á
k=1

1
k(k+1)+

100

Á
k=1

1
kÛ`(k+1)Û`

이때

100

Á
k=1

1
k(k+1) ‌�=

100

Á
k=1
{ 1k- 1

k+1 }	 

={1-1
2 }+{

1
2-

1
3 }+y+{ 1

100-
1

101 }	

=1- 1
101=

100
101

이므로

f(x)‌�=100xÛ`- 200
101 x+

100

Á
k=1

1
kÛ`(k+1)Û`

	  

=100{x- 1
101 }2`-

100
101Û`

+
100

Á
k=1

1
kÛ`(k+1)Û`

즉, xÛ`의 계수가 양수이므로 이차함수 f(x)는

x= 1
101일 때 최솟값을 갖는다.� 답 

1
101

01 

상수
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본문 pp. 87~88

이므로 

an+4-an=8 (단, n=1, 2, 3, y)

이때 n=4k`(k는 자연수)라 하면 a4k+4-a4k=8, 즉

a4(k+1)-a4k=8이므로 수열 {a4k}도 공차가 8인 등차수

열이다.

주어진 식에 n=1을 대입하면

aÁ+aª+a£+a¢=12

aÁ=1, aª=2, a£=3이므로

1+2+3+a¢=12    ∴ a¢=6

∴ a4k=6+8(k-1)=8k-2

∴ 
20

Á
k=0

(a4k+1+a4k+2+a4k+3)

 =aÁ+aª+a£+
20

Á
k=1

(a4k+1+a4k+2+a4k+3)

 =6+
20

Á
k=1

(a4k+1+a4k+2+a4k+3+a4k)-
20

Á
k=1

a4k

 =6+
20

Á
k=1

T4k-
20

Á
k=1

a4k

 =6+
20

Á
k=1

(32k+4)-
20

Á
k=1

(8k-2)

 =6+
20

Á
k=1

(24k+6)

 =6+24_20_21
2 +20_6

 =6+5040+120=5166
다른 풀이 2

an+an+1+an+2+an+3=8n+4 `    yy㉢

㉢의 n 대신에 n+1을 대입하면

an+1+an+2+an+3+an+4=8n+12    yy㉣

㉣-㉢을 하면

an+4-an=8

또한, aÁ=1, aª=2, a£=3이므로

20

Á
k=0

(a4k+1+a4k+2+a4k+3)	  

=(aÁ+aª+a£)+(a°+a¤+a¦)+(a»+aÁ¼+aÁÁ)	 

� +y+(a¥Á+a¥ª+a¥£)	

=(aÁ+a°+a»+y+a¥Á)+(aª+a¤+aÁ¼+y+a¥ª)	

� +(a£+a¦+aÁÁ+y+a¥£)	

=21_(2_1+8_20)
2 +21_(2_2+8_20)

2 	  

�  +21_(3_2+8_20)
2 	

=1701+1722+1743	  

=5166

해결단계

➊ 단계
주어진 일반항 aÇ을 이용하여 

m
Á
k=1

aû를 m을 이용하여 나타

낸다.

➋ 단계
m
Á
k=1

aû의 값이 자연수가 되도록 하는 조건을 구한다.

➌ 단계 주어진 조건을 만족시키는 m의 값을 구하고, 그 합을 구한다.

=8_4k+4

03

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 
100
Á
k=1

을 보고 직접 일일이 계산하는 것이 아니라, 소거를 통

해 간단하게 정리할 수 있는 규칙성을 찾는 것이 중요하다. 전개를 하

면 f(x)=100xÛ`-2x
100
Á
k=1

1
k(k+1) +

100
Á
k=1

1
kÛ`(k+1)Û`

인데 이차함수

가 최솟값을 가질 때의 x의 값은 xÛ`항과 x항만 관련이 있으므로 상수

항은 복잡한 경우 무시하도록 한다. 또한, 
100
Á
k=1

1
k(k+1)

을 부분분수 

분해를 이용하여 간단하게 정리하면 f(x)=100xÛ`- 200
101 x+C

(C는 상수항)이므로 주어진 이차함수가 최솟값을 가질 때의 x의 값

은 식을 완전제곱 꼴로 변형하면 쉽게 구할 수 있다.

해결단계

➊ 단계 주어진 식의 n 대신에 n+3을 대입한다.

➋ 단계
bn=an+an+1+an+2로 치환한 후, ➊ 단계에서 구한 식과 

주어진 식을 이용하여 수열 {bn}의 일반항을 구한다.

➌ 단계
20
Á
k=0

(a4k+1+a4k+2+a4k+3)의 값을 구한다.

an+an+1+an+2+an+3=8n+4          yy㉠

㉠의 n 대신에 n+3을 대입하면

an+3+an+4+an+5+an+6�=8(n+3)+4	  

=8n+28    yy㉡

㉡-㉠을 하면

an+4+an+5+an+6-(an+an+1+an+2)=24

an+an+1+an+2=bn으로 놓으면

bn+4-bn=24

자연수 n에 대하여 수열 {b4n+m} (m=0, 1, 2, 3)은 공

차가 24인 등차수열이다.

이때 an+an+1+an+2=bn에 n=1을 대입하면

bÁ=aÁ+aª+a£=1+2+3=6

∴ b°=bÁ+24=6+24=30

따라서 수열 {b4n+1}은 첫째항이 b°=30이고 공차가 24

인 등차수열이므로

b4n+1=30+24(n-1)=24n+6

∴ 
20

Á
k=0

(a4k+1+a4k+2+a4k+3)‌�=
20

Á
k=0

b4k+1	  

=
20

Á
k=0

(24k+6)	 

=6+
20

Á
k=1

(24k+6)	  

=6+24_20_21
2 +20_6	

=6+5040+120=5166

� 답 5166

다른 풀이 1

Tn=an+an+1+an+2+an+3 (단, n=1, 2, 3, y)

이라 하면 수열 {Tn}은 공차가 8인 등차수열이고

Tn+1-Tn‌�=(an+1+an+2+an+3+an+4)	  

� -(an+an+1+an+2+an+3)	

=an+4-an

02 
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A n s w e r

O

y

…

x1
-1

n

y=x@

y=nx-1

n-1

두 그래프로 둘러싸인 영역의 내부 또는 경계에 포함되는 

점 가운데 x좌표와 y좌표가 모두 자연수인 점의 x좌표를 

a (a<n)라 하면 구하는 점의 y좌표는 aÛ`보다 크거나 같

고, na-1보다 작거나 같은 자연수이다. 즉,

a=1일 때 y좌표로 가능한 값은

1Û`=1, 2, 3, y, n-1의 (n-1)개,

a=2일 때 y좌표로 가능한 값은

2Û`=4, 5, 6, y, 2n-1의 (2n-4)개,

 y
a=k일 때 y좌표로 가능한 값은

kÛ`, kÛ`+1, kÛ`+2, y, nk-1의 (nk-kÛ`)개이므로

an‌�=
n-1

Á
k=1

(nk-kÛ`)	  

=n
n-1

Á
k=1

k-
n-1

Á
k=1

kÛ`	  

=n_
n(n-1)

2 -
n(n-1)(2n-1)

6 	  

=
n(n-1)(n+1)

6

∴ ‌�
10

Á
k=2

1
ak

	  

=
10

Á
k=2

6
k(k-1)(k+1)

	  

=6_1
2  

10

Á
k=2
[ 1
k(k-1)

- 1
k(k+1)

]	  

=3[{ 1
1_2-

1
2_3 }+{

1
2_3-

1
3_4 }	 

� +{ 1
3_4-

1
4_5 }+y+{ 1

9_10-
1

10_11 }]	

=3{ 12-
1
110 }	  

=3_ 54
110 	  

=81
55 � 답 

81
55

a=n-1일 때,

(n-1)Û`=nÛ`-2n+1, n(n-1)-1=nÛ`-n-1이고

nÛ`-2n+1-(nÛ`-n-1)=-n+2É0 (∵ n은 2 이상의 자연수)
이므로

(n-1)Û`Én(n-1)-1
a=n일 때,

nÛ`>nÛ`-1
이므로 두 그래프로 둘러싸인 영역의 내부 또는 경계에 포함되는 점 

가운데 x좌표와 y좌표가 모두 자연수인 점의 x좌표인 a의 값은 1, 2, 
3, y, n-1이다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭� C

C

m

Á
k=1

aû=
m

Á
k=1

 logª`¾¨ 2(k+1)
k+2

=1
2  

m

Á
k=1

 logª` 2(k+1)
k+2

=1
2 [logª` 2_2

3 +logª` 2_3
4 +logª` 2_4

5 +y

+logª` 2_(m+1)
m+2 ] 

=1
2  logª [ 2_2

3 _2_3
4 _2_4

5 _y

_2_(m+1)
m+2 ] 

=1
2  logª` 2

m+1

m+2

이므로 
m

Á
k=1

aû=N (N은 100 이하의 자연수)이라 하면

1
2  logª` 2

m+1

m+2=N에서 
2m+1

m+2=22N

∴ m+2=2m+1-2N

즉, m+2는 2의 거듭제곱이어야 한다.

Ú m+2=2Û`, 즉 m=2일 때,

	 23-2N=2Û`이므로 3-2N=2    ∴ N=1
2

	 이때 N은 100 이하의 자연수이므로 m+2

Û m+2=2Ü`, 즉 m=6일 때,

	 27-2N=2Ü`이므로 7-2N=3    ∴ N=2

Ü m+2=2Ý`, 즉 m=14일 때,

	 215-2N=2Ý`이므로 15-2N=4    ∴ N=11
2  

	 이때 N은 100 이하의 자연수이므로 m+14

Ý m+2=2Þ`, 즉 m=30일 때,

	 231-2N=2Þ`이므로 31-2N=5    ∴ N=13

Þ m+2=2ß`, 즉 m=62일 때,

	 263-2N=2ß`이므로 63-2N=6    ∴ N=57
2  

	 이때 N은 100 이하의 자연수이므로 m+62

ß m+2=2à`, 즉 m=126일 때,

	 2127-2N=2à`이므로 127-2N=7    ∴ N=60

à m+2¾2¡`일 때, N>100

Ú~à 에서 m=6, 30, 126이므로

모든 m의 값의 합은

6+30+126=162� 답 ④

해결단계

➊ 단계

두 그래프로 둘러싸인 영역의 내부 또는 경계에 포함되는 

점의 x좌표를 a (a는 자연수)라 하고, 각 a의 값에 따라 y
좌표가 자연수인 점의 개수를 구한다. 

➋ 단계 조건을 만족시키는 일반항 an을 n에 대한 식으로 나타낸다.

➌ 단계
10
Á
k=2

 
1
ak

의 값을 구한다. 

좌표평면 위에 두 함수 y=xÛ`, y=nx-1의 그래프를 그

리면 다음과 같다.

m은 자연수이므로 m+2¾3
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본문 p. 88

해결단계

➊ 단계

Sn=aÁÜ`+aªÜ`+a£Ü`+y+anÜ`, Tn=aÁ+aª+a£+y+an

으로 치환한 후, 수열의 합과 일반항 사이의 관계식을 이용

하여 anÜ`을 an과 Tn에 대한 식으로 나타낸다.

➋ 단계

➊ 단계에서 구한 식과 이 식의 n 대신에 n-1을 대입한 식

을 이용하여 수열 {an}의 일반항을 구한 후, aÁ¼¼의 값을 구

한다.

aÁÜ`+aªÜ`+a£Ü`+y+anÜ`=(aÁ+aª+a£+y+an)Û`

� yy㉠

에서

Sn=aÁÜ`+aªÜ`+a£Ü`+y+anÜ`, Tn=aÁ+aª+a£+y+an

이라 하면 Sn=TnÛ`이고 

n¾2일 때,

anÜ`‌�=Sn-Sn-1	  

=TnÛ`-Tn-1Û`	  

=(Tn-Tn-1)(Tn+Tn-1)	  

=an(Tn+Tn-1)

이때 수열 {an}이 양의 실수로 이루어져 있으므로 위의 

식의 양변을 an으로 나누면

anÛ`=Tn+Tn-1, anÛ`=Tn+Tn-an

∴ anÛ`=2Tn-an	 yy㉡

위의 식의 n 대신에 n-1을 대입하면

an-1Û`=2Tn-1-an-1	 yy㉢

㉡-㉢을 하면

anÛ`-an-1Û`‌�=2(Tn-Tn-1)-an+an-1	  

=2an-an+an-1

(an-an-1)(an+an-1)=an+an-1

∴ an-an-1=1 (∵ an+an-1>0)

한편, ㉠의 양변에 n=1을 대입하면

aÁÜ`=aÁÛ`    ∴ aÁ=1 (∵ aÁ>0)

즉, 수열 {an}은 첫째항이 aÁ=1이고, 공차가 1인 등차수

열이다.

따라서 an=n이므로

aÁ¼¼=100� 답 100

이 문제는 자연수의 거듭제곱의 합의 공식 사이의 관계를 이용한 문

제이다.
n

Á
k=1

k= n(n+1)
2 , 

n

Á
k=1

kÜ`=[ n(n+1)
2 ]2`이므로

n

Á
k=1

kÜ`={
n

Á
k=1

k}2`

이때 k=ak라 하면 
n

Á
k=1

akÜ`={
n

Á
k=1

ak}2`, 즉

aÁÜ`+aªÜ`+a£Ü`+y+anÜ`=(aÁ+aª+a£+y+an)Û`
이 성립하므로 an=n이다.

blacklabel 특강 참고

해결단계

➊ 단계 0< 1
3-

n
Á
k=1

ak

5k <
1
5n 을 

1
3-

1
5n <

n
Á
k=1

ak

5k <
1
3 로 변형한다.

➋ 단계
부등식의 각 변에 5를 계속 곱하여 자연수 aÁ, aª, a£, y의 

값을 차례대로 구한 후 수열 {an}의 규칙성을 찾는다.

➌ 단계 a2020+a2021+a2022의 값을 구한다.

05 

06 

0<1
3-

n

Á
k=1

ak

5k<
1
5n 에서 

1
3-

1
5n<

n

Á
k=1

ak

5k <
1
3

1
3-

1
5n<

aÁ
5 +

aª
5Û`
+

a£
5Ü`
+y+

an

5n <
1
3

위의 식의 각 변에 5를 곱하면

5
3-

1
5n-1<aÁ+

aª
5 +

a£
5Û`
+y+

an

5n-1<
5
3 � yy㉠

㉠에 n=1을 대입하면 
2
3<aÁ<5

3이므로

aÁ=1`(∵ aÁ은 자연수)

㉠의 각 변에서 1을 빼면

2
3-

1
5n-1<

aª
5 +

a£
5Û`
+

a¢
5Ü`
+y+

an

5n-1<
2
3  

위의 식의 각 변에 5를 곱하면

10
3 - 1

5n-2<aª+
a£
5 +

a¢
52+y+

an

5n-2<
10
3 � yy㉡

㉡에 n=2를 대입하면 
7
3<aª<10

3 이므로

aª=3`(∵ aª는 자연수)

㉡의 각 변에서 3을 빼면 

1
3-

1
5n-2<

a£
5 +

a¢
5Û`
+

a°
5Ü`
+y+

an

5n-2<
1
3

위의 식의 각 변에 5를 곱하면

5
3-

1
5n-3<a£+

a¢
5 +

a°
5Û`
+y+

an

5n-3<
5
3

위의 식에 n=3을 대입하면 
2
3<a£<5

3이므로

a£=1`(∵ a£은 자연수)

같은 방법으로 계속하면

a¢=3, a°=1, a¤=3, y

∴ an=[`
1  (n이 홀수)

3  (n이 짝수)

∴ a2020+a2021+a2022=3+1+3=7	�  답 7

해결단계

➊ 단계
다항식 nÝ`+3nÜ`-129nÛ`+14n+35를 n+13으로 나눈 몫

과 나머지를 각각 구한다.

➋ 단계 n의 값의 범위에 따른 일반항 an을 구한다.

➌ 단계
15
Á
n=1

an의 값을 구한다.

다항식 nÝ`+3nÜ`-129nÛ`+14n+35를 n+13으로 나누

었을 때의 몫과 나머지를 조립제법을 이용하여 구하면

-13 1 3 -129 14 35

-13 130 -13 -13

1 -10 1 1 22

에서

nÝ`+3nÜ`-129nÛ`+14n+35

=(n+13)(nÜ`-10nÛ`+n+1)+22

이므로

07
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A n s w e r

따라서 
15

Á
i=1

aiÛ`과 
15

Á
i=1

(31-ai)Û`의 합은 집합 U의 모든 원소

의 제곱의 합과 같다. 즉,

15

Á
i=1

aiÛ`+
15

Á
i=1

(31-ai)Û`=
30

Á
i=1

i Û`

15

Á
i=1

aiÛ`+
15

Á
i=1

(31Û`-62ai+aiÛ`)=
30_31_61

6

이때 조건 ㈏에서 
15

Á
i=1

ai=264이므로

2
15

Á
i=1

aiÛ`+15_31Û`-62_264=5_31_61

15

Á
i=1

aiÛ`‌�=
1
2 (5_31_61-15_31Û`+62_264)	

=31
2 (5_61-15_31+2_264)	  

=31
2 (305-465+528)	  

=31_184

∴ 
1
31

15

Á
i=1

aiÛ`=
1
31_31_184=184� 답 184

두 원소의 합이 31이 되는 쌍은 (1, 30), (2, 29), y, (15, 16)이므

로 집합 A는 각 순서쌍에서 원소를 하나씩 택하여 얻을 수 있다. 주

어진 조건을 만족시키는 집합 A는 여러 개가 있는데, 위의 방법을 이

용하여 집합 A 중에서 하나를 구해보면 다음과 같다.

{5, 7, 9, 10, 11, 12, 14, 16, 18, 23, 25, 27, 28, 29, 30}

blacklabel 특강 참고

nÝ`+3nÜ`-129nÛ`+14n+35
n+13

=
(n+13)(nÜ`-10nÛ`+n+1)+22

n+13

=(nÜ`-10nÛ`+n+1)+ 22
n+13

∴ an‌�=[nÝ`+3nÜ`-129nÛ`+14n+35
n+13 ]  	  

=nÜ`-10nÛ`+n+1+[ 22
n+13 ]

이때 n의 값에 따라 [ 22
n+13 ]의 값이 달라지므로

1ÉnÉ15에서 an은 다음과 같이 구간을 나누어 구한다.

Ú	1ÉnÉ9일 때,

	 14Én+13É22에서 1É 22
n+13É

11
7

	 즉, [ 22
n+13 ]=1이므로

	 an=nÜ`-10nÛ`+n+2

Û	10ÉnÉ15일 때,

	 23Én+13É28에서 
11
14É

22
n+13É

22
23

	 즉, [ 22
n+13 ]=0이므로

	 an=nÜ`-10nÛ`+n+1

Ú, Û에서

an=[`
nÜ`-10nÛ`+n+2 (1ÉnÉ9)

nÜ`-10nÛ`+n+1 (10ÉnÉ15)

∴ ‌�
15

Á
n=1

an	  

=
9

Á
n=1

(nÜ`-10nÛ`+n+2)+
15

Á
n=10

(nÜ`-10nÛ`+n+1)	

=
9

Á
n=1

(nÜ`-10nÛ`+n+1)+9	  

� +
15

Á
n=10

(nǛ -10nÛ̀ +n+1)	

=
15

Á
n=1

(nÜ`-10nÛ`+n+1)+9	  

={ 15_16
2 }2̀-10_15_16_31

6 +15_16
2 +15+9	

=14400-12400+120+15+9	  

=2144� 답 2144

해결단계

➊ 단계
조건 ㈎를 이용하여 집합 A에 속하지 않는 원소를 	

ai (1ÉiÉ15)를 이용하여 나타낸다.

➋ 단계
두 집합 A, AC의 모든 원소의 제곱의 합이 집합 U의 모든 

원소의 제곱의 합과 같음을 식으로 나타낸다.

➌ 단계
조건 ㈏와 자연수의 거듭제곱의 합을 이용하여 

1
31

15
Á
i=1

aiÛ`의 

값을 구한다.

조건 ㈎에서 집합 A의 임의의 두 원소의 합이 31이 아니

므로 집합 A에 속하지 않는 원소는 31-ai`(1ÉiÉ15)

로 나타낼 수 있다.

08 

1 ③	 2 ①	 3 ③	 4 395

이것이 수능	 p. 89

해결단계

➊ 단계 n의 값의 범위에 따른 f(n)의 값을 각각 구한다.

➋ 단계
10
Á
n=2

 f(n)의 값을 구한다. 

(n-5)의 n제곱근은 방정식 xn=n-5를 만족시키는 x

의 값이므로 이 중 실수인 것의 개수를 f(n)이라 하면 

다음과 같이 나누어 구할 수 있다.

Ú	�2ÉnÉ4일 때, 	  

n-5<0이므로 n이 짝수이면 실수인 것은 없고, n이 

홀수이면 실수인 것은 n'Än-5이다.

	 ∴ f(2)=0, f(3)=1, f(4)=0

Û	�n=5일 때, 	  

n-5=0이므로 실수인 것은 0이다.

	 ∴ f(5)=1

Ü	�6ÉnÉ10일 때, 	  

n-5>0이므로 n이 짝수이면 실수인 것은 n'Än-5,	 

-n'Än-5이고, n이 홀수이면 실수인 것은 n'Än-5이다.

1
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본문 pp. 88~89

또한, HIÓ=EJÓ이고 △HKL »△HFI (AA 닮음)이므로

△HFIª△EGJ (ASA 합동)

따라서 EGÓ=HFÓ="Ã4nÛ`+1이므로

Sn=
1
2_"Ã4nÛ`+1_"Ã4nÛ`+1

=4nÛ`+1
2

=2nÛ`+ 1
2

∴ 
10

Á
n=1

Sn=
10

Á
n=1
{2nÛ`+ 1

2 }

           =2_10_11_21
6 +1

2_10

           ‌�=770+5	  

=775� 답 ③

해결단계

➊ 단계

곡선 y=-xÛ` (x¾0)을 원점에 대하여 90ù만큼 회전시킨 

그래프가 곡선 y='§x와 같음을 확인하여 △AnOBn이 직

각이등변삼각형임을 보인다.

➋ 단계 Sn을 n에 대한 식으로 나타낸다.

➌ 단계
10
Á
n=1

 
2SÇ
nÛ`

의 값을 구한다.

OÕAnÓ=OÕBnÓ이므로 두 점 An, Bn은 중심이 O인 원 위의 

점이다. 

이 원의 반지름의 길이는

OÕAnÓ="ÃnÝ`+nÛ`=n"ÃnÛ`+1

이때 다음 그림과 같이 곡선 y=-xÛ` (x¾0)을 원점 O

에 대하여 90ù만큼 회전시킨 그래프는 곡선 y='§x와 같

으므로

∠AnOBn=90ù

O

y=-x@

y

x

Aˆ y=´x ¨

Bˆ

즉, △AnOBn은 직각이등변삼각형이므로

Sn=
1
2_OÕAnÓ_OÕBnÓ

= 1
2_OÕAnÓ Û`

= 1
2 nÛ`(nÛ`+1)

∴ 
10

Á
n=1

 
2SÇ
nÛ`

=
10

Á
n=1

 
2_;2!;nÛ`(nÛ`+1)

nÛ`

=
10

Á
n=1

(nÛ`+1)

=10_11_21
6 +10

              ‌�=385+10	 

=395� 답 395

4

	 ∴ f(6)=2, f(7)=1, f(8)=2, f(9)=1, 

	  f(10)=2

Ú, Û, Ü 에서

10

Á
n=2

 f(n)=0+1+0+1+2+1+2+1+2=10� 답 ③

해결단계

➊ 단계 36의 양의 약수를 나열하여 aÁ, aª, a£, y, a»의 값을 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 각 ak에 따른 f(ak)의 값이 홀수인지 짝

수인지 판단한다. 

➌ 단계
9

Á
k=1

{(-1) f(aû)_log`aû}의 값을 구한다.   

36의 양의 약수는 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36이다. 

이때 f(1), f(4), f(9), f(36)은 홀수,

f(2), f(3), f(6), f(12), f(18)은 짝수이므로

9

Á
k=1

{(-1) f(aû)_log`aû}

=-log`1+log`2+log`3-log`4+log`6-log`9

+log`12+log`18-log`36

=log` 2_3_6_12_18
1_4_9_36

=log`6

=log`2+log`3� 답 ①

제곱수의 약수의 개수

⑴ 소수의 제곱수의 약수의 개수는 3이다.

⑵ 자연수의 제곱수의 약수의 개수는 홀수이다.

blacklabel 특강 참고

해결단계

➊ 단계
점 H에서 변 BC, 점 E에서 변 CD에 수선의 발을 각각 내

린다.

➋ 단계 EGÓ=HFÓ임을 확인한다.

➌ 단계 Sn을 n에 대한 식으로 나타낸 후, 
10
Á
n=1

Sn의 값을 구한다. 

다음 그림과 같이 점 H에서 변 BC에 내린 수선의 발을 I

라 하고 점 E에서 변 CD에 내린 수선의 발을 J라 하자. 

A D

B CF

E

G

H

I

J

N

K L

두 선분 HF, HI와 선분 EJ가 만나는 점을 각각 K, L이라 

하고, 선분 EG와 선분 HF가 만나는 점을 N이라 하자.

△HKL과 △EKN에서

∠HKL=∠EKN이고 ∠KLH=∠KNE=90ù이므로

△HKL »△EKN (AA 닮음)

∴ ∠KHL=∠KEN

2

3
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A n s w e r

수학적 귀납법10

01 ③	 02 ③	 03 297	 04 ④	 05 ④	

06 ③	 07 풀이 참조

step 1 	 출제율 100%  우수 기출 대표 문제	 p. 91

2an+Á=an+an+ª이므로 수열 {an}은 등차수열이다.

ㄱ.	‌�등차수열 {an}의 공차를 d라 하면 aÁ=28, a£=22이

므로	  

28+2d=22	  

2d=-6    ∴ d=-3	  

즉, 등차수열 {an}의 일반항 an은	  

an‌�=28+(n-1)_(-3)	  

=-3n+31

	 ∴ a¤=-3_6+31=13 (참)

ㄴ.	‌�
n

Á
k=1

ak-
n

Á
k=2

ak-1	  

=(aÁ+aª+y+an-1+an)-(aÁ+aª+y+an-1)	

=an=-3n+31 (참)

ㄷ.	‌�an=-3n+31<0에서	  

n>31
3 =10.3___	 

즉, 수열 {an}에서 처음으로 음수가 되는 항은	  

제 11 항이다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.	�  답 ③

an+2

an+1
=an+1

an
 (n=1, 2, 3, y)에서 an+1Û`=aÇan+2

즉, 수열 {aÇ}은 등비수열이므로 이 수열의 첫째항을 a, 

공비를 r라 하면

S¢=a(rÝ`-1)
r-1 =90       yy㉠

S¥=a(r¡`-1)
r-1 =1530    yy㉡ 

㉡Ö㉠을 하면

a(r¡`-1)
r-1

a(rÝ`-1)
r-1

=1530
90 , 

r¡`-1 
rÝ`-1

=17

(rÝ`+1)(rÝ`-1)
rÝ`-1

=17, rÝ`+1=17

rÝ`=16    ∴ r=-2 또는 r=2

이때 수열 {aÇ}의 모든 항이 양수이므로 r>0

∴ r=2

이것을 ㉠에 대입하면

a(2Ý`-1)
2-1 =90, 15a=90    ∴ a=6

∴ SÁ¼=6(210-1)
2-1 =6_1023=6138� 답 ③

01 

02

an+1=
an

an+1의 양변의 역수를 취하면

1
an+1

=1+ 1
an

    ∴ 
1

an+1
- 1

an
=1

즉, 수열 [ 1
an
]은 첫째항이 

1
aÁ=1, 공차가 1인 등차수열

이므로 일반항 
1
an

은

1
an

=1+(n-1)_1=n    ∴ an=
1
n

A‌�=
9

Á
k=1

ak ak+1	  

=
9

Á
k=1

1
k(k+1)

	  

=
9

Á
k=1
{ 1k- 1

k+1 }	  

={1-1
2 }+{

1
2-

1
3 }+{

1
3-

1
4 }+y+{ 19-

1
10 }	

=1- 1
10=

9
10

B‌�=
9

Á
k=1

1
ak ak+1

	  

=
9

Á
k=1

k(k+1)	  

=
9

Á
k=1

(kÛ`+k)	  

=9_10_19
6 +9_10

2 	  

=330

∴ AB= 9
10_330=297� 답 297

bn+1=bn+4에서 수열 {bn}은 첫째항이 bÁ=3, 공차가 4인 

등차수열이므로 일반항 bn은

bn‌�=3+(n-1)_4	  

=4n-1    yy㉠

an+bn-an+1=0에 ㉠을 대입하면

an+4n-1-an+1=0

∴ an+1=an+4n-1

위의 식의 n 대신에 1, 2, 3, y, 10을 차례대로 대입하

여 변끼리 더하면

`aª=aÁ+3

`a£=aª+7

`a¢=a£+11

  y

+>³ aÁÁ=aÁ¼+39

aÁÁ‌�=aÁ+3+7+11+y+39	  

=aÁ+
10

Á
k=1

(4k-1)	  

=2+4_10_11
2 -10 (∵ aÁ=2)	  

=212� 답 ④

an+1=(2n-1)an의 n 대신에 1, 2, 3, y, n-1을 차례

03 

04 

05 
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본문 pp. 91~92

Û	‌�n=k일 때 성립한다고 가정하면	  

1_2+2_3+y+k(k+1)=
k(k+1)(k+2)

3 	  

�   yy㉠	

㉠의 양변에 (k+1)(k+2)  를 더하면	 

1_2+2_3+3_4+y+k(k+1)	  

� + (k+1)(k+2) 	

=
k(k+1)(k+2)

3 + (k+1)(k+2) 	 

=
k(k+1)(k+2)+3(k+1)(k+2)

3 	  

= (k+1)(k+2)(k+3)
3

	 따라서 n=k+1일 때도 성립한다.

Ú, Û에서 모든 자연수 n에 대하여 주어진 등식이 성립

한다.

∴ ‌�㈎：2, ㈏：(k+1)(k+2),	 

㈐：
(k+1)(k+2)(k+3)

3 	�  답 풀이 참조

대로 대입하여 변끼리 곱하면

aª=1_aÁ

a£=3_aª

a¢=5_a£

  y

_>³ an=(2n-3)_an-1   ³
an‌�=1_3_5_7_y_(2n-3)_aÁ (단, n¾2)	

=1_3_5_7_y_(2n-3) (∵ aÁ=1)

한편, a°=1_3_5_7=105이므로 5 이상의 자연수 k에 

대하여 ak는 모두 105로 나누어떨어진다.

따라서 aÁ+aª+a£+y+a2020을 105로 나누었을 때의 

나머지는 aÁ+aª+a£+a¢를 105로 나누었을 때의 나머지

와 같다.

이때 aÁ+aª+a£+a¢=1+1+3+15=20이므로 구하는 

나머지는 20이다.� 답 ④

2an+1=an+3에서 an+1=
1
2 an+

3
2     yy㉠

an+1-a=p(an-a)라 하면 an+1=pan-pa+a
위의 식이 ㉠과 같으므로

p=1
2 , -pa+a=3

2

-1
2a+a=

3
2 , 

1
2 a=

3
2     ∴ a=3

∴ an+1-3=1
2 (an-3)

즉, 수열 {an-3}은 첫째항이 aÁ-3=4-3=1이고 공비

가 
1
2인 등비수열이므로

an-3={ 12 }
n-1

    ∴ an=3+{ 12 }
n-1

an>
193
64 에서 3+{ 12 }

n-1
>193

64

{ 12 }
n-1

> 1
64=

1
2ß`

, n-1<6

∴ n<7

따라서 주어진 부등식을 만족시키는 자연수 n의 최댓값

은 6이다.� 답 ③

an+1=pan+q (p+1, pq+0) 꼴의 귀납적 정의에서 점화식을 변형

하는 방법은 다음과 같다. 

Ú	an+1-a=p(an-a)로 놓고 식을 정리하면 

 	 an+1=pan-pa+a
Û	‌�an+1=pan-pa+a와 an+1=pan+q가 같은 식을 나타내어야 하

므로 -pa+a=q, 즉 a=
q

1-p 로부터 a의 값을 구한다. 

blacklabel 특강 풀이 첨삭

Ú	‌�n=1일 때,	  

(좌변)=1_2=2, (우변)=1_2_3
3 =2에서	  

(좌변)=(우변)= 2 이므로 성립한다.

06 

an+1=pan+q에서
p+1, pq+0

07 

01 8	 02 105	 03 ⑤	 04 -1
2 	 05 31	

06 ④	 07 624	 08 ④	 09 ②	 10 ②	

11 ②	 12 158	 13 0	 14 ⑤	 15 54	

16 ③	 17 풀이 참조	18 풀이 참조	19 ④	 20 풀이 참조

step 2 	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 92~94

an+ÁÛ`+4anÛ`+(aÁ-2)Û`=4an+Áan에서 

(aÁ-2)Û`+an+ÁÛ`-4an+Áan+4anÛ`=0 

∴ (aÁ-2)Û`+(an+Á-2an)Û`=0

이때 an, an+1은 실수이므로

aÁ-2=0, an+Á-2an=0

∴ aÁ=2, an+Á=2an

즉, 수열 {an}은 첫째항이 2, 공비가 2인 등비수열이므로 

일반항 an은

an=2_2n-1=2n

이때 
m

Á
k=1

ak=510이므로 

m

Á
k=1

2k=
2(2m-1)

2-1 =2m+1-2=510

즉, 2m+1=512=2á`이므로 

m+1=9    ∴ m=8	�  답 8

an+Áan-2an+ªan+an+Áan+ª=0의 양변을  

anan+Áan+ª로 나누면

1
an+2

- 2
an+1

+ 1
an

=0    ∴ 
2

an+1
= 1

an
+ 1

an+2

01 

02 
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즉, 수열 [ 1an
]은 첫째항이 

1
aÁ=

1
2 , 공차가 

1
aª-

1
aÁ=1-1

2=
1
2인 등차수열이므로 일반항 

1
an

은

1
an

=1
2+(n-1)_1

2=
n
2

∴ 
20

Á
k=1

1
ak

=
20

Á
k=1

k
2=

1
2_

20_21
2 =105	�  답 105

ㄱ.	aÁ=3, an+1=
4an-2
an+1 `(n=1, 2, 3, y)이므로

	 aª=
4aÁ-2
aÁ+1 =12-2

3+1 =10
4 =5

2

	 a£=
4aª-2
aª+1 =10-2

5
2+1

= 8
7
2

=16
7  (참)

ㄴ.	‌�an+Á=
4an-2
an+1 `(n=1, 2, 3, y)에서	 

an+Á-1‌�=
4an-2-(an+1)

an+1 	  

=
3(an-1)

an+1     yy㉠

	 an+Á-2‌�=
4an-2-2(an+1)

an+1 	  

=
2(an-2)

an+1     yy㉡

	 ㉡Ö㉠을 하면 
an+1-2
an+1-1=

2
3_

an-2
an-1 	 

	‌� 즉, 수열 [ an-2
an-1 ]는 첫째항이 

aÁ-2
aÁ-1=

3-2
3-1=

1
2 , 

공비가 
2
3인 등비수열이다. (참)

ㄷ.	‌�ㄴ에서 
an-2
an-1=

1
2_{

2
3 }

n-1
이므로	  

10

Á
k=1

ak-2
ak-1 ‌�=

10

Á
k=1
[ 12_{

2
3 }

k-1
]	 

=

1
2 [1-{

2
3 }

10
]

1-2
3

=3
2 [1-{

2
3 }

10
] (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.	�  답 ⑤

수열 {an}이 등차수열이므로 2an+Á=an+an+ª

이를 주어진 방정식에 대입하면

an+ªxÛ`+(an+an+ª)x+an=0

(an+2 x+an)(x+1)=0

∴ x=-
an

an+2
 또는 x=-1

∴ bn=-
an

an+2
`(∵ bn+-1)

이때 등차수열 {an}의 공차를 d (d+0)라 하면

03 

04 

bn

bn+1
�=

-
an

an+2

-
an

an+2
+1

=
-

an

an+2

-an+an+2

an+2

	  

=
-an

an+2-an
	  

=
-aÁ-(n-1)d

2d 	  

=-
aÁ
2d+(n-1)_{-1

2 }

따라서 등차수열 [ bn

bn+1 ]의 공차는 -1
2이다.� 답 -1

2

일반항에서 공차와 공비 찾기

⑴	‌�일반항 an이 n에 대한 일차식인 an=An+B (A, B는 상수) 꼴
일 때, 수열 {an}은 등차수열이고 공차는 n의 계수인 A이다.

⑵	‌�일반항 bn이 bn=A_Bn (A, B는 상수) 꼴일 때, 수열 {bn}은 

등비수열이고 공비는 지수 n의 밑인 B이다.

blacklabel 특강 필수 개념

an+1‌�=an+(-1)n_ 2n+1
n(n+1)

	 

=an+(-1)n{ 2n+1
n -2n+1

n+1 }	  

=an+(-1)n{2+ 1
n-2+ 1

n+1 }	  

=an+(-1)n{ 1n+ 1
n+1 }`

위의 식의 n 대신에 1, 2, 3, y, 14를 차례대로 대입하

여 변끼리 더하면

aª=aÁ-{1+1
2 }

a£=aª+{ 12+
1
3 }

a¢=a£-{ 13+
1
4 }

  y

+ aÁ°=aÁ¢+{ 1
14+

1
15 }

	 `aÁ°‌�=aÁ-1-1
2+

1
2+

1
3-

1
3-

1
4+y+ 1

14+
1
15 	

=aÁ-1+ 1
15=aÁ-14

15 	  

=2-14
15  (∵ aÁ=2)	  

=16
15

따라서 p=15, q=16이므로 p+q=31	�  답 31

pan+1=qan+r`(단, n=1, 2, 3, y)    yy㉠

ㄱ.	r=0이므로 ㉠에서 

	 pan+1=qan    ∴ an+1=
q
p an

	 즉, 수열 {an}은 공비가 
q
p 인 등비수열이다.`(거짓)

05 

06 
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본문 p. 92

ㄴ.	‌�p=q이므로 ㉠에서 

	 �an+1=an+
r
p  

	 �즉, 수열 {an}은 공차가 
r
p인 등차수열이고, 일반항 an은

	 an‌�=1+(n-1)_ r
p  (∵ aÁ=1)	 	

= r
pn- r

p +1

	 ∴ 
n

Á
k=1

ak=
n{1+ r

p n- r
p +1}

2

	 	 =
n(rn+2p-r)

2p  (참)

ㄷ.	p=q+r이면 r=p-q이므로 ㉠에서

	 pan+1=qan+p-q

	 p(an+1-1)=q(an-1)

	 ∴ an+1-1=
q
p (an-1)

	 즉, 수열 {an-1}은 공비가 
q
p인 등비수열이므로

	 an-1=(aÁ-1){ q
p }

n-1

	 이때 aÁ=1이므로

	 an-1=0    ∴ an=1`(참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

nÛ̀ an+1=(n+1)Û̀ an+2n+1의 양변을 nÛ̀ (n+1)Û̀으로 나

누면

an+1

(n+1)Û`
=

an

nÛ`
+ 2n+1

nÛ``(n+1)Û`
an

nÛ`
=bn으로 놓으면

bn+1=bn+
2n+1

nÛ``(n+1)Û`
위의 식의 n 대신에 1, 2, 3, y, n-1을 차례대로 대입

하여 변끼리 더하면

	 bª=bÁ+ 3
1Û`_2Û`

	 b£=bª+ 5
2Û`_3Û`

	 b¢=b£+ 7
3Û`_4Û`

	     y

+ bn=bn-1+
2n-1

(n-1)Û`nÛ`

	 bn‌�=bÁ+
n-1

Á
k=1

2k+1
kÛ``(k+1)Û`

	 	

=0+
n-1

Á
k=1

[ 1
kÛ``

- 1
(k+1)Û`

]`{∵ bÁ=aÁ
1Û`

= 0
1=0}		

={1- 1
2Û`
}+{ 1

2Û`
- 1

3Û`
}+y+[ 1

(n-1)Û`
- 1

nÛ`
]	

=1- 1
nÛ`

07 

= 2k+1
kÛ`(kÛ`+2k+1)

= 2k+1
2k+1 _{ 1

kÛ`
- 1

kÛ`+2k+1
} 

= 1
kÛ`

- 1
(k+1)Û`

 

∴ an=nÛ`bn=nÛ`{1- 1
nÛ`

}=nÛ`-1

∴ aª°=25Û`-1=624� 답 624

Sn=1-(n+1)an에서 SÁ=1-2aÁ

SÁ=aÁ이므로 

aÁ=1-2aÁ, 3aÁ=1    ∴ aÁ=1
3

n¾2일 때,

an�=Sn-Sn-1	 	

={1-(n+1)an}-{1-nan-1}	 	

=nan-1-(n+1)an

(n+2)an=nan-1    ∴ an=
n

n+2  an-1`(단, n¾2)

위의 식의 n 대신에 2, 3, 4, y, n을 차례대로 대입하여 
변끼리 곱하면

	 aª= 2
4 aÁ

	 a£= 3
5 aª

	 a¢= 4
6 a£

	     y

_ an=
n

n+2 an-1                  

	 an�=aÁ_2
4_3

5_4
6_y_n-1

n+1_ n
n+2 	 	

=1
3_2

4_3
5_4

6_y_n-1
n+1_ n

n+2 	 	

{∵ aÁ= 1
3 }

	 = 2
(n+1)(n+2)

 (단, n¾2)    yy㉠

이때 aÁ=1
3  은 ㉠에 n=1을 대입한 것과 같으므로 모든 

자연수 n에 대하여

an=
2

(n+1)(n+2)
 

∴ 
10

Á
k=1

1
ak 
�=

10

Á
k=1

(k+1)(k+2)
2 	 	

=1
2

10

Á
k=1

(kÛ`+3k+2)	 	

=1
2 {

10_11_21
6 +3_ 10_11

2 +20}	 	

=285	� 답 ④

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 수열의 합 Sn을 이용하여 귀납적으로 정의함으로써 일반항

을 구하는 과정을 한 단계 더 복잡하게 만들어 놓았다.

기본적으로 귀납적 정의의 형태는 매우 다양하기 때문에 그것을 다 

외울 필요는 없고, 기본적인 몇 가지만 정확하게 알고 있으면 된다.

이 문제에서도 먼저 Sn-Sn-1=an임을 이용하여 an과 an-1 사이의 

관계식을 구한 후 일반항 an을 구하면 된다. 기본적인 귀납적 정의의 

형태가 안 보일 경우에는 직접 숫자를 대입해 가며 규칙을 찾아가는 

것도 하나의 방법이다.

08 
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A n s w e r

aª-aÁ=log`1-log`2

a£-aª=log`2-log`3

a¢-a£=log`3-log`4

      y

+>³ aª¼-aÁ»=log`19-log`20³     
aª¼-aÁ‌�=(log`1-log`2)+(log`2-log`3)+y	

� +(log`19-log`20)	

=log`1-log`20	  

=-log`20

∴ aª¼‌�=aÁ-log`20	  

=2-log`20 (∵ aÁ=2)	  

=log`5� 답 ②

해결단계

➊ 단계
수열의 합과 일반항 사이의 관계를 이용하여 an+1과 an 사

이의 관계식을 구한다.

➋ 단계 nan을 bn으로 놓고 bn+1과 bn 사이의 관계식을 구한다.

➌ 단계
➋ 단계에서 구한 관계식을 이용하여 수열 {an}의 일반항 an

을 구한다.

➍ 단계 aÁ¼의 값을 구한다.

Sn=
1
n (SÁ+Sª+y+Sn-1)+3-an의 양변에 n을 곱

하면

nSn=(SÁ+Sª+y+Sn-1)+3n-nan� yy㉠

㉠의 n 대신에 n+1을 대입하면

(n+1)Sn+1

=(SÁ+Sª+y+Sn)+3(n+1)-(n+1)an+1

� yy㉡

㉡-㉠을 하면

(n+1)Sn+1-nSn=Sn+3-(n+1)an+1+nan

(n+1)Sn+1-(n+1)Sn=3-(n+1)an+1+nan

∴ (n+1)(Sn+1-Sn)=3-(n+1)an+1+nan

Sn+1-Sn=an+1이므로

(n+1)an+1=3-(n+1)an+1+nan

2(n+1)an+1=nan+3`(단, n=2, 3, 4, y)

이때 nan=bn으로 놓으면 

2bn+1=bn+3

bn+1=
1
2 bn+

3
2

∴ bn+1-3=1
2 (bn-3)`(단, n=2, 3, 4, y)� yy㉢

한편, ㉠에 n=2를 대입하면

2Sª=SÁ+6-2aª

2(4+aª)=10-2aª (∵ aÁ=4)    ∴ aª=1
2

bª=2aª=1이므로 bª-3=-2

즉, ㉢에서 수열 {bn-3}`(n=2, 3, 4, y)은 제 2 항이 

-2, 공비가 
1
2인 등비수열이므로

bn-3=-2_{ 12 }
n-2

�

11 

nan=(n-1)Sn`(단, n=2, 3, 4, y)    yy㉠

㉠에 n=2를 대입하면 2aª=(2-1)Sª=aÁ+aª

∴ aª=aÁ=1`(∵ aÁ=1)

㉠에서 Sn=
n

n-1 an이므로 n¾3일 때,

an=Sn-Sn-1=
n

n-1 an-
n-1
n-2an-1

1
n-1 an=

n-1
n-2 an-1

∴ an=
(n-1)Û`
n-2 an-1`(단, n¾3)

위의 식의 n 대신에 3, 4, 5, y, n을 차례대로 대입하여 

변끼리 곱하면

a£=2Û`
1 aª

a¢=3Û`
2 a£

a°=4Û`
3 a¢

  y

_ an=
(n-1)Û`
n-2 an-1

	 an�=
2Û`
1 _ 3Û`

2 _4Û`
3 _y_

(n-1)Û`
n-2 _aª	  

=1_2Û`
1 _3Û`

2 _4Û`
3 _y_

(n-2)Û`
n-3 _

(n-1)Û`
n-2 	 

� (∵ aª=1)	

=1_2_3_4_y_(n-2)_(n-1)Û`	  

=(n-1)_(n-1)!

∴ aª¼=19_19!	�  답 ②

n

Á
k=1

ak-nan=n`log`n-log` f(n)� yy㉠

위의 식의 n 대신에 n-1을 대입하면

n-1

Á
k=1

ak-(n-1)an-1

=(n-1)`log`(n-1)-log` f(n-1)`(단, n¾2)

� yy㉡

㉠-㉡을 하면

an-nan+(n-1)an-1=n`log`n-(n-1)`log`(n-1)

� -log` f(n)+log` f(n-1)

(1-n)an-(1-n)an-1

=n`log`n-(n-1)`log`(n-1)-log`
f(n)

f(n-1)

=n`log`n-(n-1)`log`(n-1)-log` n!
(n-1)!

=n`log`n-(n-1)`log`(n-1)-log`n

=(1-n)`log`(n-1)-(1-n)`log`n

위의 식의 양변을 1-n으로 나누면

an-an-1=log`(n-1)-log`n`(단, n¾2)

위의 식의 n 대신에 2, 3, 4, y, 20을 차례대로 대입하

여 변끼리 더하면

09 
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본문 p. 93

an+1-an=(-1)n(an-an-1)`(단, n=2, 3, 4, y)

    yy㉠

Ú	n이 홀수일 때,

	 ㉠에서 an+1-an=-(an-an-1)

	 an+1-an=-an+an-1

	 ∴ an+1=an-1

	 즉, 짝수항끼리는 모두 같고, aª=0이므로

	 a2k=0 (단, k는 자연수)

Û	n이 짝수일 때,

	 ㉠에서 an+1-an=an-an-1

	 이때 Ú에서 a2k=0이므로

	 an+1=-an-1 (∵ n은 짝수)

	 aÁ=1이므로 a2k-1=(-1)k+1 (단, k는 자연수)

Ú, Û에서

an=[`
0� (n=2k)

(-1)k+1 (n=2k-1)
 (단, k는 자연수)

∴ 
200

Á
k=1

ak‌�=
100

Á
k=1

a2k+
100

Á
k=1

a2k-1	  

=
100

Á
k=1

0+
100

Á
k=1

(-1)k+1	  

=0� 답 0

an+Á+an=bn+Á-bn의 n 대신에 1, 2, 3, y, 9를 차례

대로 대입하여 변끼리 더하면

aª+aÁ=bª-bÁ

a£+aª=b£-bª

a¢+a£=b¢-b£

      y

+>³ aÁ¼+a»=bÁ¼-b»

aÁ+2(aª+a£+y+a»)+aÁ¼=bÁ¼-bÁ

즉, 2(aÁ+aª+a£+y+aÁ¼)-aÁ-aÁ¼=bÁ¼-bÁ에서

2(aÁ+aª+a£+y+aÁ¼)=aÁ¼+bÁ¼+aÁ-bÁ=30

� (∵ aÁ=bÁ, aÁ¼+bÁ¼=30)

∴ aÁ+aª+a£+y+aÁ¼=15	�  답 ⑤

Pn-1PnÓ=an`(n=1, 2, 3, y)이라 하면 규칙 ㈎, ㈐에서

aÁ=3, aª=2, anan+ª=an+Á+1

이때 an+2=
an+1+1

an
의 n 대신에 1, 2, 3, y을 차례대로 

대입하면

a£=2+1
3 =1, a¢=1+1

2 =1, a°=1+1
1 =2, 

a¤=2+1
1 =3, a¦=3+1

2 =2, a¥=2+1
3 =1, 

a»=1+1
2 =1, aÁ¼=1+1

1 =2, y

즉, 수열 {an}은

[`
aÁ=3, aª=2, a£=1, a¢=1, a°=2

an+5=an`(n=1, 2, 3, y)

13 

14 

15

∴ bn=3- 1
2n-3 `(단, n=2, 3, 4, y)

따라서 an=
bn

n = 3
n- 1

n_2n-3 `(단, n=2, 3, 4, y)이

므로

aÁ¼= 3
10-

1
5_2¡`

� 답 ②

an an+1=2an-1의 양변을 an으로 나누면

an+Á=2- 1
an

이때 aÁ=5이므로

aÁ=5=1+4
1

aª=2- 1
aÁ=2-1

5=
9
5=1+4

5

a£=2- 1
aª=2-5

9=
13
9 =1+4

9

a¢=2- 1
a£=2- 9

13=
17
13=1+ 4

13

   y

∴ an�‌�=1+ 4
1+(n-1)_4

=1+ 4
4n-3 	 

=4n+1
4n-3

따라서 aª¼=4_20+1
4_20-3=

81
77이므로

p=77, q=81

∴ p+q=158	�  답 158

다른 풀이

an an+1=2an-1의 양변을 an으로 나누면

an+1=
2an-1

an

이때 aÁ=5이므로

aÁ=5
1

aª=
2aÁ-1

aÁ =2_5-1
5 =9

5

a£=
2aª-1

aª =
2_9

5-1

9
5

=13
9

a¢=
2a£-1

a£ =
2_13

9 -1

13
9

=17
13

  y

즉, 수열 {an}의 분모, 분자는 각각 첫째항이 1, 5이고 공

차는 모두 4인 등차수열이므로

an=
5+(n-1)_4
1+(n-1)_4

=4n+1
4n-3

따라서 aª¼=4_20+1
4_20-3=

81
77이므로

p=77, q=81    ∴ p+q=158

12 
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A n s w e r

즉, 자연수 n에 대하여

a2n-1‌�=1-1Û`+2Û`-3Û`+y+(2n-2)Û`	  

=1+(-1Û`+2Û`)+(-3Û`+4Û`)+y	 	
� +{-(2n-3)Û̀ +(2n-2)Û̀ }	

=1+(1+2)+(3+4)+y		
� +{(2n-3)+(2n-2)}	

=1+
2n-2

Á
k=1

k	  

=1+
(2n-2)(2n-1)

2 	  

=1+(n-1)(2n-1)	  

=2nÛ`-3n+2

이때 an+an+1=nÛ`이므로

a2n-1+a2n=(2n-1)Û`에서

a2n‌�=-a2n-1+(2n-1)Û`	  

=-2nÛ`+3n-2+4nÛ`-4n+1	  

=2nÛ`-n-1

ㄱ.		
19

Á
n=1

an‌�=
9

Á
k=1

(a2k-1+a2k)+aÁ»	  

=
9

Á
k=1

(4kÛ`-4k+1)+(2_10Û`-3_10+2)	

=4_9_10_19
6 -4_9_10

2 +9+172	  

=1140-180+9+172	  

=1141 (참)

ㄴ.		a2n-a2n-1‌�=(2nÛ`-n-1)-(2nÛ`-3n+2)	  

=2nÛ`-n-1-2nÛ`+3n-2	  

=2n-3

		 ∴ aª¼-aÁ»=2_10-3=17 (거짓)

ㄷ.		
15

Á
n=1

(a2n-a2n-1)‌�=
15

Á
n=1

(2n-3)	  

=2_15_16
2 -45	  

=195 (참)

다른 풀이 2

ㄴ.		an+an+1=nÛ`에서 an+1=nÛ`-an이므로

		 aª=1Û`-aÁ=1-1=0

		 a£=2Û`-aª=2Û`-0=2Û`

		 a¢=3Û`-a£=3Û`-2Û`

		 a°=4Û`-a¢=4Û`-3Û`+2Û`

	    y

		 aÁ»=18Û`-aÁ¥=18Û`-17Û`+16Û`-y+2Û`

		 aª¼=19Û`-aÁ»=19Û`-18Û`+17Û`-y+3Û`-2Û`

		 ∴ ‌�aª¼-aÁ»	  

=(19Û`-18Û`)-(18Û`-17Û`)+(17Û`-16Û`)-y	 

� +(3Û̀ -2Û̀ )-2Û̀ 	

=(19+18)-(18+17)+(17+16)-y	  

� +(3+2)-4	

=19+2-4=17 (거짓)

=4nÛ`-4n+1

따라서 x£¼=aÁ+a£+y+aª», y£¼=aª+a¢+y+a£¼이

므로

x£¼+y£¼�=aÁ+aª+a£+a¢+y+aª»+a£¼	  

=6(aÁ+aª+a£+a¢+a°)	

=6(3+2+1+1+2)=54	�  답 54

해결단계

➊ 단계

19
Á
n=1

an을 an+an+1의 합의 꼴로 변형하여 합을 구한 후, 

ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➋ 단계
bn=a2n-a2n-1로 놓은 후, 수열 {bn}의 일반항 bn을 구하

여 ㄴ, ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

an+an+1=nÛ``(n=1, 2, 3, y)    yy㉠

ㄱ.		
19

Á
n=1

an‌�=aÁ+aª+a£+y+aÁ»	  

=aÁ+(aª+a£)+(a¢+a°)+y+(aÁ¥+aÁ»)	

=1+2Û`+4Û`+y+18Û`	  

=1+
9

Á
k=1

(2k)Û`=1+4
9

Á
k=1

kÛ`	  

=1+4_9_10_19
6 =1141 (참)

ㄴ.		㉠에서 an+1=nÛ`-an이고 aÁ=1이므로

		 aª=1Û`-aÁ=1-1=0

		 a£=2Û`-aª=4-0=4

		 a¢=3Û`-a£=9-4=5

		 a°=4Û`-a¢=16-5=11

		 a¤=5Û`-a°=25-11=14

		 a¦=6Û`-a¤=36-14=22

		 a¥=7Û`-a¦=49-22=27

	 	     y

		 이때 bn=a2n-a2n-1이라 하면

		 bÁ=-1, bª=1, b£=3, b¢=5, y
	‌� 즉, 수열 {bn}은 첫째항이 -1이고 공차가 2인 등차

수열이므로

		 bn=-1+(n-1)_2=2n-3

		 ∴ aª¼-aÁ»=bÁ¼=2_10-3=17 (거짓)

ㄷ.		ㄴ에서 bn=a2n-a2n-1이고, bn=2n-3이므로

		
15

Á
n=1

(a2n-a2n-1)‌�=
15

Á
n=1

(2n-3)	  

=2_15_16
2 -15_3	  

=195 (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

다른 풀이 1

an+an+1=nÛ`에서 an+1=-an+nÛ`이므로

aª=-aÁ+1Û`=-1+1Û`

a£=-aª+2Û`=1-1Û`+2Û`

a¢=-a£+3Û`=-1+1Û`-2Û`+3Û`

a°=-a¢+4Û`=1-1Û`+2Û`-3Û`+4Û`

     y

16 
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본문 pp. 93~94

	 이때 k¾4이므로

	 2k(k+1)¾2k_5>2k+1

	 즉, ㉠에서

	 1_2_3_4_y_k_(k+1)>2k+1

	 따라서 n=k+1일 때도 주어진 부등식은 성립한다.

Ú, Û에서 4 이상인 모든 자연수 n에 대하여 주어진 부

등식이 성립한다.� 답 풀이 참조

단계 채점 기준 배점

㈎ n=4일 때, 주어진 부등식이 성립함을 보인 경우 30%

㈏
n=k`(k¾4)일 때 주어진 부등식이 성립함을 가정

한 후, n=k+1일 때도 성립함을 보인 경우
70%

Ú n=1일 때,

	 (좌변)=aÁ=(2Û`-1)_1+0=3

	 (우변)=2Û`-2_2-1=3

	 이므로 (C)이 성립한다.

Û n=m일 때, (C)이 성립한다고 가정하면

	
m

Á
k=1

aû=2m(m+1)-(m+1)_2-m

	 이다. n=m+1일 때,

	
m+1

Á
k=1

aû=
m

Á
k=1

aû+am+1

	        =2m(m+1)-(m+1)_2-m

    +(22m+2-1)_ 2m(m+1) +m_2-m-1

	        = 2m(m+1) _ 22m+2 -m+2 
2 _2-m

	        =2(m+1)(m+2)-(m+2)_2-(m+1)

	 이다. 따라서 n=m+1일 때도 (C)이 성립한다.

Ú, Û에서 모든 자연수 n에 대하여 (C)이 성립한다.

따라서 f(m)=2m(m+1), g(m)=22m+2이므로 

g(7) 
 f(3)

= 22_7+2

23_(3+1)=
216

212=2Ý`=16� 답 ④

Ú	‌�n=2일 때,

	 an=
n

Á
k=1

1
k 에서 aÁ=1

1=1, aª=1
1+

1
2=

3
2

	 즉, n+aÁ+aª+y+an-1=nan에서

	‌� (좌변)=2+1=3, (우변)=2_3
2=3

	 이므로 등식이 성립한다.

Û	‌�n=k`(k¾2)일 때 주어진 등식이 성립한다고 가정하면

	 k+aÁ+aª+y+ak-1=kak	 yy㉠

	 an+1=
n+1

Á
k=1

1
k=

n

Á
k=1

1
k+ 1

n+1=an+
1

n+1에서

	 an=an+1-
1

n+1 	 yy㉡

	 ㉠의 좌변에 1+ak를 더하면

19

20 

Ú	‌�n=1일 때,

	‌� (좌변)=1
2 , (우변)= 1

'4=
1
2이므로 주어진 부등식

이 성립한다.

Û	‌�n=k일 때 주어진 부등식이 성립한다고 가정하면

	
1
2_

3
4_

5
6_y_2k-1

2k É 1
'Ä3k+1

	 위의 부등식의 양변에 2k+2
2k+1

을 곱하면

	
1
2_

3
4_

5
6_y_2k-1

2k _ 2k+2
2k+1

� É
(2k+2)`

2k+1
'Ä3k+1

	 이때 

	 (2k+2)Û`(3k+1)

	 ={(2k+1)+1}Û`(3k+1)

	 ={(2k+1)Û`+2(2k+1)+1}(3k+1)

	 =(2k+1)Û̀ (3k+1)+2(2k+1)(3k+1)+(3k+1)

	 =(2k+1)Û`(3k+1)+12kÛ`+13k+3

	 =(2k+1)Û`(3k+1)+3(4kÛ`+4k+1)+k

	 =(2k+1)Û`(3k+1)+3(2k+1)Û`+k

	 =(2k+1)Û`(3k+4)+k

	 이므로

	‌� [
(2k+2)`

2k+1
'Ä3k+1

]2`=
(2k+1)Û`

(2k+2)Û`(3k+1)

=
(       )Û`

(2k+1)Û`(3k+4)+k 

2k+1

= 1

3k+4+ k
(2k+1)Û`

< 1
3k+4

`(∵ k¾1)

	 ∴ 
(2k+2)`

2k+1
'Ä3k+1

< 1
"Ã 3k+4

	 따라서 n=k+1일 때도 주어진 부등식은 성립한다.

Ú, Û에서 모든 자연수 n에 대하여 주어진 부등식이 성

립한다.

∴ ㈎：'Ä3k+1, ㈏：2k+1, ㈐：3k+4� 답 풀이 참조

Ú	‌�n=4일 때,	  

1_2_3_4=24>16=2 Ý`이므로 주어진 부등식이 

성립한다.

Û	‌�n=k`(k¾4)일 때 주어진 부등식이 성립한다고 가정

하면	  

1_2_3_4_y_k>2k	  

위의 부등식의 양변에 k+1을 곱하면	  

1_2_3_4_y_k_(k+1)>2k_(k+1)

� yy㉠

17 

18 
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A n s w e r

	 k+aÁ+aª+y+ak-1+1+ak

	 =kak+1+ak (∵ ㉠)

	 =(k+1)ak+1

	 =(k+1){ak+1-
1

k+1 }+1`(∵ ㉡)

	 =(k+1)ak+1

	 ∴ (k+1)+aÁ+aª+y+ak=(k+1)ak+1

	 따라서 n=k+1일 때도 주어진 등식이 성립한다.

Ú, Û에서 n¾2인 모든 자연수 n에 대하여 등식 

n+aÁ+aª+y+an-1=nan이 성립한다.� 답 풀이 참조

단계 채점 기준 배점

㈎ n=2일 때, 주어진 등식이 성립함을 보인 경우 30%

㈏
n=k`(k¾2)일 때 주어진 등식이 성립함을 가정한 

후, n=k+1일 때도 성립함을 보인 경우
70%

01 36	 02 ②	 03 ⑤	 04 10	 05 129	

06 
17
9 	 07 10

step 3 	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 95

해결단계

➊ 단계

마지막 바둑돌이 검은 바둑돌인 경우와 흰 바둑돌인 경우를 

나누어 aÇ, an+1, an+2 사이의 관계식을 구하고, p, q의 값을 

각각 구한다.

➋ 단계 aÁ, aª의 값을 구한다.

➌ 단계
➊ 단계에서 구한 값과 ➋ 단계에서 구한 값을 이용하여 

p+q+a¦의 값을 구한다.

임의의 바둑돌 (n+2)개를 나열하는 방법의 수는 an+2이다. 

Ú	(n+2)번째 바둑돌이 검은 바둑돌인 경우

	� (n+1)번째 바둑돌은 검은 바둑돌이어도 가능하고, 	

흰 바둑돌이어도 가능하다.

	 즉, 이 방법의 수는 an+1이다.

Û (n+2)번째 바둑돌이 흰 바둑돌인 경우

	� (n+1)번째 바둑돌은 반드시 검은 바둑돌이어야 하

므로 Ú 에서 이 방법의 수는 aÇ이다.

Ú, Û 에서 

an+2=an+an+1 (n=1, 2, 3, y)    ……㉠

이므로 p=1, q=1이다.

한편, 임의의 바둑돌 한 개를 나열하는 방법의 수는 , 

의 2개이므로 aÁ=2

임의의 바둑돌 두 개를 나열하는 방법의 수는 , , 

의 3개이므로 aª=3

01

㉠에서 a£=2+3=5, a¢=3+5=8, a°=5+8=13, 

a¤=8+13=21이므로 

a¦=13+21=34

∴ p+q+a7=1+1+34=36� 답 36

해결단계

➊ 단계 자연수 k가 1일 때, 조건을 만족시키는지 확인한다.

➋ 단계
자연수 k가 2, 3, 4, y일 때 조건을 만족시키는지 확인하

고, 그 규칙을 찾는다.

➌ 단계
조건을 만족시키는 모든 자연수 k의 값을 구하고, 그 합을 

구한다.

aÁ=0이므로 

aª=aÁ+ 1
k+1=

1
k+1

즉, aª>0이므로 

a3=a2-
1
k=

1
k+1-

1
k  

1
k+1<

1
k , 즉 a3<0이므로

a4=a3+
1

k+1=
2

k+1-
1
k= k-1

k(k+1)

이때 k=1이면 a4=0이므로 수열 {an}을 첫째항부터 차

례대로 나열하면 0, 12 , -1
6 , 0, 12 , -1

6 , y이다.

22=3_7+1에서 a22=0이므로

k=1은 조건을 만족시킨다.

한편, k>1이면 a4>0이므로

a5=a4-
1
k=

2
k+1-

2
k

2
k+1<

2
k , 즉 a5<0이므로

a6=a5+
1

k+1=
3

k+1-
2
k= k-2

k(k+1)

이때 k=2이면 a6=0이므로 수열 {an}을 첫째항부터 차

례대로 나열하면 0, 13 , - 1
12 , 

1
6 , -1

6 , 0, 13 , - 1
12 , 

y이다.

22=5_4+2에서 a22=
1
3이므로

k=2는 조건을 만족시키지 않는다.

같은 방법으로 계속하면

k=3일 때, a8=0이므로

22=7_3+1에서 a22=0이다.

즉, k=3은 조건을 만족시킨다.

4ÉkÉ9일 때, a22+0이므로 조건을 만족시키지 않는다.

k=10일 때, a22=0이므로 조건을 만족시킨다.

k¾11일 때, a22+0이므로 조건을 만족시키지 않는다.

따라서 조건을 만족시키는 모든 자연수 k의 값은 1, 3, 

10이므로 그 합은

1+3+10=14� 답 ②

02
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본문 pp. 94~95

해결단계

➊ 단계
주어진 식의 n 대신에 1, 2, 3, y을 차례대로 대입하여 수

열 {an}의 각 항의 값을 구한다.

➋ 단계 수열 {an}의 일반항 an을 구한다.

➌ 단계
100
Á
k=1

ak의 값을 구한다.

n

Á
k=1

ak‌�=
1
2 {an+

1
an
}    yy㉠

㉠에 n=1을 대입하면 aÁ=1
2 {aÁ+

1
a1
}

1
2 aÁ= 1

2aÁ , aÁÛ`=1    ∴ aÁ=1 (∵ aÁ>0)

㉠에 n=2를 대입하면 aÁ+aª=1
2 {aª+ 1

a2
}

1+1
2 aª- 1

2aª=0, aªÛ`+2aª-1=0

∴ aª='2-1 (∵ aª>0)

㉠에 n=3을 대입하면

aÁ+aª+a£=1
2 {a£+ 1

a£ }

1+'2-1+1
2 a£- 1

2a£=0, a£Û`+2'2a£-1=0

∴ a£='3-'2 (∵ a£>0)
y

∴ an='n-'Än-1  (단, n=1, 2, 3, y)

∴ 
100

Á
k=1

ak‌�=
100

Á
k=1

('k-'Äk-1)	  

=1+('2-1)+('3-'2)+y	 	
� +('¶100-'9�9)	
='¶100=10� 답 10

다른 풀이 1

n

Á
k=1

ak=Sn이라 하면 
n

Á
k=1

ak=
1
2 {an+

1
an
}에서

Sn=
1
2 {an+

1
an
}

∴ 2Sn=an+
1
an

	 yy㉡

㉡에 n=1을 대입하면

2SÁ=aÁ+ 1
aÁ , 2aÁ=aÁ+ 1

aÁ

aÁ= 1
aÁ , aÁÛ`=1    ∴ aÁ=1 (∵ aÁ>0)

또한, ㉡의 n 대신에 n-1을 대입하면

2Sn-1=an-1+
1

an-1
 (단, n¾2)    yy㉢

㉡-㉢을 하면

2an=an+
1
an

-an-1-
1

an-1

an-
1
an

=-an-1-
1

an-1
	 yy㉣

위의 식의 양변을 제곱하면

anÛ`-2+ 1
anÛ`

=an-1Û`+2+ 1
an-1Û`

이때 anÛ`+
1
anÛ`

=Xn으로 놓으면

04 

k>m-1에서 a2m+2=
k-m

k(k+1)
 (m은 자연수)이므로 k=m이면 

a2m+2=0이고, 수열 {an}의 항 a1, a2, a3, y, a2m+1 중에서 그 값이 0
인 항은 a1뿐이다. 또한, a1=a2m+2=a4m+3=y=0 (m은 자연수)
이므로 a22=0이려면 22=(2m+1)_l+1 (l은 자연수)이어야 한

다. 즉, 2m+1은 21의 약수이어야 하므로 조건을 만족시키는 자연수 

m은 1, 3, 10이다.

따라서 조건을 만족시키는 자연수 k의 값 역시 1, 3, 10이다.

blacklabel 특강 풀이 첨삭

해결단계

➊ 단계
주어진 등식의 좌변을 인수분해하여 an과 bn 사이의 관계식

을 구한다.

➋ 단계
주어진 조건과 ➊ 단계의 결과를 이용하여 an+1과 an 사이

의 관계식을 구한다.

➌ 단계 an을 구하여 ㄱ, ㄴ, ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

3nÛ`an+(4an-bn)n+an-bn=0에서 

(3nÛ`+4n+1)an-(n+1)bn=0

(3n+1)(n+1)an-(n+1)bn=0

(n+1){(3n+1)an-bn}=0

즉, (3n+1)an-bn=0`(∵ n+1>0)이므로

bn=(3n+1)an

이때 bn=(3n-2)an+1이므로 

(3n+1)an=(3n-2)an+Á    ∴ an+Á=3n+1
3n-2 an

위의 식의 n 대신에 1, 2, 3, y, n-1을 차례대로 대입

하여 변끼리 곱하면

aª=4
1aÁ

a£=7
4aª

a¢=10
7 a£

  y

_ an=
3n-2
3n-5 an-1     

	 an�=
4
1_

7
4_

10
7 _y_3n-2

3n-5_aÁ	 

=4
1_

7
4_

10
7 _y_3n-2

3n-5_2`(∵ aÁ=2)	  

=2(3n-2)=6n-4

ㄱ.		a°=6_5-4=26 (거짓)

ㄴ.		‌�an=6n-4=2+6(n-1)	  

즉, 수열 {an}은 첫째항이 2, 공차가 6인 등차수열이

므로 	  

2an+Á=an+an+ª (참)

ㄷ.	‌�
10

Á
k=1

ak�=
10

Á
k=1

(6k-4)	  

=6_10_11
2 -10_4=290 (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.	�  답 ⑤

03 
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A n s w e r

a¢=-3-7a£

y

+>³ a2021=2020-7a2020 ³                          ³
aª+a£+a¢+y+a2021

={(-1+2)+(-3+4)+y+(-2019+2020)}

� -7(aÁ+aª+a£+y+a2020)	

=1010-7
2020

Á
n=1

an

2020

Á
n=1

an-aÁ+a2021=1010-7
2020

Á
n=1

an

이때 aÁ=a2021+22이므로

2020

Á
n=1

an-22=1010-7
2020

Á
n=1

an

8
2020

Á
n=1

an=1010+22=1032

∴ 
2020

Á
n=1

an=129� 답 129

해결단계

➊ 단계
주어진 관계식을 이용하여 a£=3, a¤=37을 만족시키는 a¢
의 값을 구한다.

➋ 단계
주어진 항들 사이의 관계식을 항의 번호의 역방향으로 재정

의한다.

➌ 단계 조건을 만족시키는 모든 aÁ의 값의 합을 구한다.

a¢=k라 하고 다음과 같이 경우를 나누어 생각해 보자.

Ú a£Éa¢일 때,

	 a£=3이므로 3Ék

	 또한, a°=3a£+a¢=9+k

	 이때 k<9+k, 즉 a¢<a°이므로

	 a¤=3a¢+a°=3k+(9+k)=4k+9

	 즉, 4k+9=37이므로 k=7

	 3É7, 즉 a£Éa¢이므로 a¢=7

Û a£>a¢일 때,

	 a£=3이므로 3>k

	 또한, a°=a£+a¢=3+k

	 이때 k<3+k, 즉 a¢<a°이므로

	 a¤=3a¢+a°=3k+(3+k)=4k+3

	 즉, 4k+3=37이므로 k=17
2  

	
17
2 >3, 즉 a¢>a3이므로 a¢+ 17

2

Ú, Û 에서 a¢=7이다.

한편, 주어진 식에서

aÇÉan+1이면 an+2=3aÇ+an+1이므로 

aÇ=an+2-an+1

3  

aÇ>an+1이면 an+2=aÇ+an+1이므로 

aÇ=an+2-an+1

∴ aÇ=[`
an+2-an+1

3  (aÇÉan+1)

an+2-an+1� (aÇ>an+1)

06

Xn-2=Xn-1+2    ∴ Xn=Xn-1+4`(단, n¾2)

즉, 수열 {Xn}은 공차가 4이고 첫째항이

XÁ=aÁÛ`+ 1
a1Û`

=2인 등차수열이므로

Xn=2+4(n-1)=4n-2

anÛ`+
1
anÛ`

=Xn이므로 anÛ`+
1
anÛ`

=4n-2

anÛ`+2+ 1
anÛ`

=4n, {an+
1
an
}2`=4n

∴ an+
1
an

=2'§n (∵ an>0)

위의 식의 양변에 각각 an을 곱하여 정리하면

anÛ`-2'§nan+1=0

∴ an='§n-'Än-1 또는 an='§n+'Än-1

그런데 ㉣에서

an+an-1=
1
an

- 1
an-1

=
an-1-an

anan-1

이고, an>0, an-1>0이므로

an-1>an

∴ an='n-'Än-1

다른 풀이 2

n

Á
k=1

ak=Sn이라 하면 an=Sn-Sn-1이므로

n

Á
k=1

ak=
1
2 {an+

1
an
}에서 Sn=

1
2 {Sn-Sn-1+

1
Sn-Sn-1

}

2Sn=Sn-Sn-1+
1

Sn-Sn-1

위의 식의 양변에  Sn-Sn-1을 곱하면

2Sn(Sn-Sn-1)=(Sn-Sn-1)Û`+1

2SnÛ`-2SnSn-1=SnÛ`-2SnSn-1+Sn-1Û`+1

SnÛ`=Sn-1Û`+1

이때 SnÛ`=bn으로 놓으면 bn=bn-1+1

즉, 수열 {bn}은 첫째항이 bÁ=SÁÛ`=aÁÛ`=1이고 공차가 1

인 등차수열이므로

bn=1+(n-1)=n

따라서 SnÛ`=n이므로 Sn='§n (∵ an>0)

∴ 
100

Á
k=1

ak=SÁ¼¼='¶100=10

해결단계

➊ 단계
주어진 식의 n 대신에 1, 2, 3, y, 2020을 차례대로 대입하

여 변끼리 더한다.

➋ 단계 aÁ=a2021+22임을 이용하여 
2020
Á
n=1

an의 값을 구한다.

an+1=(-1)n_n-7an의 n 대신에 1, 2, 3, y, 2020을 

차례대로 대입하여 변끼리 더하면

aª=-1-7aÁ

a£=2-7aª

05 
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이때 
an

3n =bn으로 놓으면 bÁ=
aÁ
3 = 7

3 이고,

bn+1=
2
3 bn+

1
3

∴ bn+1-1= 2
3 (bn-1)

즉, 수열 {bn-1}은 첫째항이 bÁ-1=7
3-1= 4

3 이고,

공비가 
2
3 인 등비수열이므로

bn-1=4
3_{ 23 }

n-1
    ∴ bn=

4
3 {

2
3 }

n-1
+1

이때 bn=
an

3n 이므로

an‌�=3n_bn=3n_[ 43 {
2
3 }

n-1
+1]	 	

=2n+1+3n

∴ aª¼=221+320

한편,

log`221=21`log`2=21_0.3=6.3,

log`320=20`log`3=20_0.47=9.4

이므로 221, 320의 자릿수는 각각 7, 10이다.

그런데 log`320=9.4이고, log`2=0.3, log`3=0.47이므로

log`2<0.4<log`3

9+log`2<9.4<9+log`3

log`(2_10á`)<log`320<log`(3_10á`)

∴ 2_10á`<320<3_10á`

즉, 320은 최고 자리의 숫자가 2로 시작되는 10자리의 자

연수이므로 320에 7자리의 자연수인 221을 더하여도 자릿

수가 늘어나지 않는다.

따라서 aª¼의 자릿수는 320의 자릿수와 같으므로 aª¼은 10

자리의 자연수이다.

∴ m=10� 답 10

이때 a£=3, a¢=7에서 항을 역으로 계산하면

Ü aªÉa£일 때, 

	 aª= a¢-a£
3 =7-3   

3 =4   
3  

	
4   
3 <3, 즉 aª<a£이므로 aª=4   

3

	 ① aÁÉaª일 때,

	  aÁ= a£-aª
3 =

3-4   
3  

3 =5   
9

	  
5   
9 <4   

3 , 즉 aÁ<aª이므로 aÁ=5   
9

	 ② aÁ>aª일 때,

	  aÁ=a£-aª=3-4
3=5

3

	  
5
3 >4

3 , 즉 aÁ>aª이므로 aÁ=5
3

Ý aª>a£일 때,

	 aª=a¢-a£=7-3=4

	 4>3, 즉 aª>a£이므로 aª=4

	 ① aÁÉaª일 때,

	  aÁ= a£-aª
3 =3-4 

3 =-1 
3

	  -1 
3<4, 즉 aÁ<aª이므로 aÁ=-1 

3

	 ② aÁ>aª일 때,

	  aÁ=a£-aª=3-4=-1

	  -1<4, 즉 aÁ<aª이므로 aÁ+-1

Ü, Ý 에서 aÁ의 값이 될 수 있는 것은 
5 
9 , 

5 
3 , - 1 

3 이므

로 모든 aÁ의 값의 합은

5 
9 + 5 

3 -1 
3=17 

9  � 답 
17 
9

수열 {aÇ}을 표로 나타내면 다음과 같다.

aÁ aª a£ a¢ a° a¤

;9%;
;3$;

3 7 16 37;3%;

-;3!; 4

blacklabel 특강 풀이 첨삭

해결단계

➊ 단계
주어진 점화식의 양변을 각각 3n+1으로 나눈 후, 

an

3n =bn으

로 치환하여 수열 {bn}의 일반항 bn을 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 것을 이용하여 수열 {an}의 일반항 an을 

구한 후, aª¼의 값을 구한다.

➌ 단계 상용로그를 이용하여 aª¼이 몇 자리의 자연수인지 구한다.

an+1=2an+3n의 양변을 3n+1으로 나누면

an+1

3n+1 =
2
3_

an

3n + 1
3

07 

1 510	 2 ④	 3 ①

이것이 수능	 p. 96

해결단계

➊ 단계
주어진 이차방정식이 중근을 갖도록 판별식을 이용한 식을 

세운다.

➋ 단계 수열 {aÇ}이 등비수열임을 확인한다.

➌ 단계 수열 {aÇ}의 첫째항과 공비를 구하고, 
8

Á
k=1

aû의 값을 구한다.

이차방정식 aÇxÛ`-an+1x+aÇ=0이 모든 자연수 n에 대

하여 중근을 가지므로 판별식을 D라 하면

D=an+1Û`-4aÇÛ`=0

(an+1+2aÇ)(an+1-2aÇ)=0

이때 수열 {aÇ}의 모든 항이 양수이므로 

an+1=2aÇ

1
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따라서 수열 {aÇ}은 첫째항이 2, 공비가 2인 등비수열이

므로

8

Á
k=1

aû=2(2¡`-1) 
2-1 =510� 답 510

해결단계

➊ 단계 aÁ, aª, a£, y의 값을 구하여 an+4=aÇ임을 확인한다. 

➋ 단계 a»와 aÁª의 값을 각각 구한다.

➌ 단계 ➋ 단계에서 구한 값을 이용하여 a»+aÁª의 값을 구한다. 

aÁ=10이므로

aª=5-10 
10=4

a£=5-10 
4 = 5 

2

a¢=-2_5 
2+3=-2

a°=5- 10 
-2=5+5=10=aÁ 

   ⋮

즉, 자연수 n에 대하여 an+4=aÇ이다.

따라서 a»=a°=aÁ=10, aÁª=a¥=a¢=-2이므로

a»+aÁª=8� 답 ④

해결단계

➊ 단계 합과 일반항 사이의 관계를 이용하여 주어진 식을 정리한다.

➋ 단계
➊ 단계의 결과를 이용하여 an-1과 an 사이의 관계식을 구

한다.

➌ 단계 f(n)과 g(n), p의 값을 구하여 
f(p)
 g(p)

의 값을 구한다. 

n¾2인 모든 자연수 n에 대하여

an=Sn-Sn-1

=
n

Á
k=1

 
3Sk 
k+2-

n-1

Á
k=1

 
3Sk 
k+2=

3Sn 
n+2

이므로 3Sn=(n+2)_an (n¾2)이다.

SÁ=aÁ에서 3SÁ=3aÁ이므로

3Sn=(n+2)_an (n¾1)이다.

3an=3(Sn-Sn-1)

=(n+2)_an-( n+1 )_an-2 (단, n¾2)

즉, (n-1)an=(n+1)_an-1에서 aÁ=2+0이므로

모든 자연수 n에 대하여 an+0

∴ 
an 

an-1 
= n+1 

n-1  (단, n¾2) 

따라서

aÁ¼=aÁ_
aª 
aÁ_

a£ 
aª_

a¢ 
a£_y_

a» 
a¥_

aÁ¼ 
a»  

=2_3 
1_

4 
2_

5 
3_y_10 

8 _11 
9

= 110

2

3

C 

즉, f(n)=n+1, g(n)=n+1 
n-1 , p=110이므로

f(p) 
g(p)=

111 

;1!0!9!;
=109� 답 ①

C에서 an=
n+1
n-1_an-1이므로

a10=
11
9 _a» 

= 11
9 _ 10

8 _a¥

= 11
9 _ 10

8 _ 9
7 _a¦

    ⋮

= 11
9 _ 10

8 _ 9
7 _y_ 4

2_
3
1_aÁ

=110 (∵ aÁ=2)

blacklabel 특강 풀이 첨삭� C
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