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Speed Check

Ⅰ수열의 극한

01. 수열의 극한

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� p.9 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.10~14 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.15 이것이 수능� p.16

01 ④	 02 ①	 03 ①	 04 ④	

05 13	 06 ④	 07 3	 08 5
01 2	 02 ⑤	 03 ②	 04 1	 05 ①	 06 ③	 07 165	 08 58 	

09 a= 1
2 , limn`Ú ¦

an=- 5
16 	10 50	 11 ②	 12 ⑤	 13 ②	 14 ②	

15 56	 16 10	 17 ③	 18 ②	 19 -6	 20 2	 21 ②	 22 ③	

23 35	 24 2
45 	 25 83	 26 ①	 27 ③	 28 ②	 29 24	 30 98 	

31 ③	 32 2p	 33 ③	 34 6	 35 ②	 36 20	  	  	  

01 47	 02 23	 03 94 	 04 21	 05 ⑤

06 25	 07 -
'6
2

1 4	 2 50

3 ⑤	 4 ④

02. 급수

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� pp.18~19 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.20~24 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.25 이것이 수능� p.26

01 ③	 02 -1	 03 ③	 04 15	

05 ⑤	 06 ②	 07 ③	 08 - 1
3 	

09 ①	 10 ①	 11 37	 12 ⑤	

13 ⑤	 14 ①

01 2	 02 ①	 03 ①	 04 12 	 05 56 	 06 3	 07 12 	 08 6	

09 ⑤	 10 ⑤	 11 -57	 12 -A-2B-1	 13 ⑤	 14 ③	 15 ④	

16 11	 17 12 	 18 
'1�0+1

9 	 19 ④	 20 ③	 21 ⑤	 22 ⑤	

23 3	 24 ②	 25 52 	 26 82	 27 3p	 28 5	 29 9	 30 ③	

31 ③	  	  	  

01 ㄹ, ㄱ, ㄴ, ㄷ	 02 ①	 03 7	 04 1	

05 
'2
3 	 06 34 	 07 157

1 ②	 2 ②

3 ④

05. 여러 가지 미분법

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� p.47 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.48~52 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.53 이것이 수능� p.54

01 ④	 02 -2	 03 ④	 04 50	

05 ③	 06 ①	 07 16	 08 ①
01 4	 02 ①	 03 ④	 04 169 	 05 ②	 06 3`ln`2	07 10	 08 ①	

09 36eÛ`	 10 - 1
4 	 11 ②	 12 2p	 13 ③	 14 3-p2 	 15 - 18

7 	

16 ④	 17 12 	 18 ⑤	 19 ④	 20 ①	 21 - 3
8 	 22 23 	 23 ④	

24 5	 25 10	 26 ②	 27 ③	 28 7	 29 ②	 30 ③	 31 0	

32 5	 33 ⑤	 34 34	 35 ④

01 3	 02 1
256 	 03 15 	 04 -'2	05 ④	

06 12 	 07 48

1 ④	 2 ④

3 ②	 4 30

04. 삼각함수의 미분

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� p.38 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.39~42 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.43 이것이 수능� p.44

01 ③	 02 ④	 03 ②	 04 24	

05 ②	 06 2	 07 21	 08 ④
01 37 	 02 85 	 03 ②	 04 p6 	 05 ③	 06 ②	 07 -1	 08 '3`m	

09 ⑤	 10 24p	 11 '5	 12 8-4'5	 13 14 	 14 ⑤	 15 31	

16 ④	 17 ④	 18 ⑤	 19 1	 20 8	 21 ⑤	 22 21	 23 25	

24 29 	 25 ⑤	 26 2	 27 ④	 28 13 	  	  

01 2+p2-p 	 02 f(h)=x-y	 03 4	

04 40	 05 
3-'5

2 	 06 2

1 11	 2 43

3 40	 4 ②

Ⅱ미분법

03. 지수함수와 로그함수의 미분

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� pp.29~30 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.31~33 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.34 이것이 수능� p.35

01 15	 02 3	 03 ②	 04 ②	

05 4	 06 ④	 07 6	 08 ①	

09 ⑤	 10 ②	 11 36	 12 ②	

13 ③	 14 ④	 15 ②	 16 e

01 ②	 02 12 	 03 ln`2	 04 ⑤	 05 ①	 06 ①	 07 ④	 08 ln`2
e 	

09 23	 10 7	 11 ④	 12 ②	 13 12 	 14 4`ln`2	15 
2'5
5 	 16 12 	

17 eÛ`	 18 ②	 19 ④	 20 ①	 21 4	 22 ②	 23 2	  	  

01 4	 02 2	 03 21	 04 -eÛ`	 05 9	

06 12 e	 07 5

1 ①	 2 ②

3 ④	 4 ④
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Ⅲ적분법

08. 여러 가지 적분법

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� p.73 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.74~76 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.77 이것이 수능� p.78

01 ④	 02 2	 03 ④	 04 eÛ̀ 	

05 ②	 06 ⑤	 07 ①	 08 p2

01 11	 02 ④	 03 ②	 04 ②	 05 6	 06 ④	 07 ①	 08 3p	

09 ①	 10 16 	 11 41	 12 ⑤	 13 -2`ln`2	 14 ln`'3	15 ④	

16 ②	 17 1
e2p-1

	 18 p+3	19 3eÛ`	 20 1	 21 ④	 22 12 	

23 ①	 24 p3 	  

01 14 	 02 pep	 03 2+ln` 54 	 04 5
12 p	

05 ⑤	 06 194 	 07 32 -ln`2

1 ①	 2 ②

3 ⑤	 4 ④

10. 정적분의 활용

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� p.88 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.89~94 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.95 이것이 수능� p.96

01 5
186 	 02 ③	 03 ③	 04 ②	

05 369	 06 ④	 07 15	 08 ②

01 ④	 02 - 1
8 	 03 163 	 04 6	 05 34 	 06 30	 07 ⑤	 08 8p 	

09 ②	 10 ③	 11 ④	 12 ③	 13 ①	 14 3p	 15 ④	 16 14	

17 - 4
pÛ`
	18 50	 19 8-2p	 20 ⑤	 21 16 	 22 6, 2	 23 ④	

24 13 	 25 ④	 26 504	 27 p4 - 2
3 	 28 60	 29 ⑤	 30 3	

31 ①	 32 ④	 33 12 {e-
1
e }	 34 6	 35 6127 	 36 p	 37 ④	

38 4	 39 ⑤	 40 ⑤

01 4	 02 113 	 03 12`ln` 32 - 14
3 	 04 1085 	

05 15	 06 
'2
2

1 96	 2 ⑤

3 ⑤	 4 ④

09. 정적분

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� p.80 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.81~84 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.85 이것이 수능� p.86

01 ②	 02 18	 03 21	 04 ⑤	

05 ②	 06 ①	 07 2	 08 ②	
01 4-e	02 ④	 03 ⑤	 04 

'3
9 p	05 

4(e-e-1)
3 	 06 8	 07 1	

08 ③	 09 ④	 10 ①	 11 8	 12 
4'2
5 	13 17	 14 5p+60

15 ②	 16 288	 17 ③	 18 18	 19 2	 20 2+2`ln`2	 21 p2 	

22 -e	 23 ;2!;`ln`5	 24 ;2!;`e	 25 36	 26 ②	 27 ③	 28 0.32	

 	  

01 - p4 	02 2	 03 1
e-1 	04 107	 05 26	

06 32 p+2	 07 ②

1 12	 2 ⑤

3 ①	 4 ③

07. 도함수의 활용 ⑵

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� p.65 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.66~68 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.69 이것이 수능� p.70

01 ①	 02 ⑤	 03 '3	 04 aÉ2e	

05 ④	 06 ④	 07 1	 08 ③
01 e	 02 34 -ln`2	 03 e2p	 04 ⑤	 05 ③	 06 ⑤	 07 ⑤	

08 ⑤	 09 12 	 10 - 1
4 	 11 16

e2 	 12 ⑤	 13 ②	 14 48	 15 ③	

16 34 	 17 4	 18 ④	 19 ⑤	 20 2p

01 44	 02 2	 03 2932 	 04 6	 05 ④	

06 22

1 30	 2 71

3 4	 4 ②

06. 도함수의 활용 ⑴

Step 1 / 우수 기출 대표 문제� p.56 Step 2 / 최고의 변별력 문제� pp.57~61 Step 3 / 종합 사고력 문제� p.62 이것이 수능� p.63

01 ②	 02 ②	 03 2	 04 ①	

05 ④	 06 96	 07 ①

01 4	 02 ⑤	 03 15	 04 ②	 05 ②	 06 1	 07 ⑤	 08 ④	

09 ②	 10 ep

1-e2p 	 11 ⑤	 12 ⑤	 13 432	 14 ③	 15 12 	

16 ③	 17 ③	 18 21	 19 ③	 20 2	 21 '3 eÜ`	 22 18	 23 ①	

24 32	 25 ③	 26 ④	 27 13	 28 ②	 29 120	 30 8	 31 ④	

32 5-2'5	 33 ④

01 1189	 02 2'3	 03 148	 04 - 15
2 	05 1	

06 ⑤

1 ④	 2 72

3 ④	 4 ①
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수열의 극한I

수열의 극한01

01 ④	 02 ①	 03 ①	 04 ④	 05 13

06 ④	 07 3	 08 5

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 p. 9

ㄱ.		‌�
(-1)n

n 의 n 대신에 1, 2, 3, y을 차례대로 대입하

면 -1, 1
2 , - 1

3 , 
1
4 , y이므로 수열 [ (-1)n

n ]은 0

에 수렴한다.

ㄴ.		‌�(-1)nn의 n 대신에 1, 2, 3, y을 차례대로 대입하

면 -1, 2, -3, 4, y이므로 수열 {(-1)nn}은 진

동(발산)한다.

ㄷ.		‌�(-1)n+(-1)n+1의 n 대신에 1, 2, 3, y을 차례대

로 대입하면 0, 0, 0, 0, y이므로	  

수열 {(-1)n+(-1)n+1}은 0에 수렴한다.

ㄹ. 자연수 n에 대하여 sin`np=0이므로

		 2-sin`np=2-0=2

		 즉, 수열 {2-sin`np}는 2에 수렴한다.

따라서 수렴하는 수열은 ㄱ, ㄷ, ㄹ이다.� 답 ④

(an+bn)Û`=(anÛ`+bnÛ`)+2anbn이므로

lim
n Ú`¦

anbn‌�= lim
n Ú`¦

(an+bn)Û`-(anÛ`+bnÛ`)
2 	 

= 5Û̀ -13
2 =6

또한, (an-bn)Û`=(anÛ`+bnÛ`)-2anbn이므로

lim
n Ú`¦

(an-bn)Û`= lim
n Ú`¦

{(anÛ`+bnÛ`)-2anbn}

	 =13-2_6=1

이때, an>bn이므로 lim
n Ú`¦

(an-bn)=1

∴ lim
n Ú`¦

an‌�=
1
2 lim

n Ú`¦
{(an+bn)+(an-bn)}	  

= 1
2 _(5+1)=3

∴ lim
n Ú`¦

an

(an+1)(bn+1)
‌�= lim

n Ú`¦

an

anbn+(an+bn)+1
	

= 3
6+5+1 = 1

4 � 답 ①

다른풀이

두 수열 {an}, {bn}이 각각 수렴하므로

lim
n Ú`¦

an=a, lim
n Ú`¦

bn=b`(a, b는 실수)라 하면

01 

02 

lim
n Ú`¦

(an+bn)=5에서 a+b=5� yy㉠

lim
n Ú`¦

(anÛ`+bnÛ`)=13에서 aÛ`+bÛ`=13� yy㉡

㉠, ㉡에서

ab= (a+b)Û`-(aÛ`+bÛ`)
2 = 5Û`-13

2 =6

a-b="Ã(a+b)Û`-4ab
="Ã5Û`-4_6=1`(∵ an>bn에서 a¾b)� yy㉢

㉠+㉢을 하면

2a=6    ∴ a=3

∴ lim
n Ú`¦

an

(an+1)(bn+1)
‌�= lim

n Ú`¦

an

anbn+an+bn+1 	

= a
ab+a+b+1 	 

= 3
6+5+1 = 1

4

lim
n Ú`¦

bnÜ`+cn-5
(an+1)(n-2)

‌�= lim
n Ú`¦

bnÜ`+cn-5
anÛ`+(1-2a)n-2

이때, b+0이면 위의 수열은 발산하므로 b=0

또한, a+0, b=0이면 이 수열은 4가 아닌 0에 수렴하므

로 a=0

∴ lim
n Ú`¦

bnÜ`+cn-5
(an+1)(n-2)

‌�= lim
n Ú`¦

cn-5
n-2 		

� (∵ a=0, b=0)	

= lim
n Ú`¦

c- 5
n

1- 2
n

=c=4

따라서 a=0, b=0, c=4이므로

lim
n Ú`¦

'n
"ÃanÛ`+cn+1-"ÃanÛ`+n+b

= lim
n Ú`¦

'n
'Ä4n+1-'n

= lim
n Ú`¦

'n('Ä4n+1+'n)
4n+1-n

= lim
n Ú`¦

"Ã4nÛ`+n+n
3n+1

= lim
n Ú`¦

®É4+ 1
n +1

3+ 1
n

=
'Ä4+0+1

3+0 =1� 답 ①

2nÛ`-1<nan<2nÛ`+1에서

2nÛ`-1
nÛ`

<
an

n < 2nÛ`+1
nÛ`

∴ lim
n`Ú ¦

2nÛ`-1
nÛ`

Élim
n`Ú ¦

an

n Élim
n`Ú ¦

2nÛ`+1
nÛ`

이때, lim
n Ú`¦

2nÛ`-1
nÛ`

= lim
n Ú`¦

2nÛ`+1
nÛ`

=2이므로

2Élim
n`Ú ¦

an

n É2    ∴ lim
n Ú`¦

an

n =2

03 

04 
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Ⅰ. 수열의 극한 | 005

본문 p. 9

ㄴ.		수열 [{ 1+r
2 }n`]의 공비는 

1+r
2

		 -1<rÉ1에서 0<1+rÉ2

		 ∴ 0< 1+r
2 É1

		‌� 따라서 0<(공비)É1이므로 수열 [{ 1+r
2 } n`]은 항

상 수렴한다.

ㄷ.		lim
n Ú`¦

{1+ rn

2 }=1+ 1
2 lim

n Ú`¦
rn

		‌� 수열 {rn}이 수렴하므로 수열 [1+ rn

2 ]은 항상 수렴

한다.

그러므로 항상 수렴하는 수열은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

Ú	r=-1일 때,

	 수열 {rn}은 -1, 1, -1, 1, y이므로

	‌� 수열 [ rn

2+rn ]은 -1, 1
3 , -1, 1

3 , y이다. 즉, 이 

수열은 진동(발산)하므로 극한값은 없다.

Û	|r|<1일 때,

	 lim
n Ú`¦

rn=0이므로

	 lim
n Ú`¦

rn

2+rn = 0
2+0 =0

Ü	r=1일 때,

	 lim
n Ú`¦

rn=1이므로

	 lim
n Ú`¦

rn

2+rn = 1
2+1 = 1

3

Ý	|r|>1일 때,

	 lim
n Ú`¦

|rn|=¦이므로

	 lim
n Ú`¦

rn

2+rn = lim
n Ú`¦

1
2
rn +1

= 1
0+1 =1

Ú~Ý에서 A=[0, 13 , 1]이므로 n(A)=3� 답 3

직선 x=1이 두 곡선 y= 4
x , y=- 6

x 과 만나는 점이 각

각 A, B이므로

A(1, 4), B(1, -6)

직선 x=n+1이 두 곡선 y= 4
x , y=- 6

x 과 만나는 점

이 각각 Pn, Qn이므로

Pn{n+1, 4
n+1 }, Qn{n+1, - 6

n+1 }

이때, 사다리꼴 ABQnPn의 넓이는

Sn=
1
2 _n_{10+ 4

n+1 + 6
n+1 }

= 1
2 n{10+ 10

n+1 }

07 

08 

∴ lim
n Ú`¦

an+2n-1
n+2 ‌�= lim

n Ú`¦

an

n +2- 1
n

1+ 2
n

	 

= 2+2-0
1+0 =4� 답 ④

다른풀이

2n2-1<nan<2n2+1에서

2n- 1
n <an<2n+ 1

n

4n-1- 1
n <an+2n-1<4n-1+ 1

n

4n2-n-1
n2+2n

<
an+2n-1

n+2 < 4n2-n+1
n2+2n

∴ lim
n`Ú ¦

4nÛ`-n-1
nÛ`+2n

Élim
n`Ú ¦

an+2n-1
n+2

� Élim
n`Ú ¦

4nÛ`-n+1
nÛ`+2n

이때, lim
n Ú`¦

4n2-n-1
n2+2n

= lim
n Ú`¦

4n2-n+1
n2+2n

=4이므로

4Élim
n`Ú ¦

an+2n-1
n+2 É4    ∴ lim

n Ú`¦

an+2n-1
n+2 =4

lim
n Ú`¦

an‌�= lim
n Ú`¦

(c+5)n+1+cn+5

(c+5)n+cn 	  

= lim
n Ú`¦

(c+5)+cÞ`_{ c
c+5 }

n

1+{ c
c+5 }

n 	  

=
(c+5)+cÞ`_0

1+0 `{∵ 0< c
c+5 <1}	  

=c+5

lim
n Ú`¦

bn= lim
n Ú`¦

(d-3)n-3+dn+1

(d-3)n+dn

	 = lim
n Ú`¦

1
dÜ`
{d-3

d }
n-3

+d

{d-3
d }n`+1

	 =

1
dÜ`

_0+d

0+1 `{∵ 0< d-3
d <1}

	 =d

이때, lim
n Ú`¦

(an-bn)=18이므로

lim
n Ú`¦

an- lim
n Ú`¦

bn=18, (c+5)-d=18

∴ c-d=13� 답 13

등비수열 {rn}이 수렴하므로 -1<rÉ1

ㄱ.		수열 [{1+ r
2 }n`]의 공비는 1+ r

2

		 -1<rÉ1에서 - 1
2 < r

2É
1
2

		 ∴ 
1
2 <1+ r

2É
3
2

		‌� 따라서 
1
2 <(공비)É 3

2 이므로 수열 [{1+ r
2 }ǹ ]은 항

상 수렴하는 수열은 아니다.

05 

06 
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006  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

∴ ‌�lim
n Ú`¦

a1+a3+a5+y+a2n-1

4nÛ`-3n+7
	  

= lim
n Ú`¦

8nÛ`-6n
4nÛ`-3n+7

	 

= lim
n Ú`¦

8- 6
n

4- 3
n + 7

nÛ`

= 8
4 =2� 답 2

1
nk [{n+ 1

n }1`0`-
1
n10 ]‌�= 1

nk [{
nÛ`+1

n }1`0`- 1
n10 ]	  

= 1
nk [

(nÛ`+1)10

n10 - 1
n10 ]	  

= 1
nk [

(nÛ`+1)10-1
n10 ]	  

=
(nÛ`+1)10-1

nk+10

이때, lim
n Ú`¦

1
nk [{n+ 1

n }1`0`-
1
n10 ]= lim

n Ú`¦

(nÛ`+1)10-1
nk+10

의 값이 존재하려면 분모의 최고차항의 차수가 분자의 최

고차항의 차수보다 크거나 같아야 하므로 

k+10¾20    ∴ k¾10

따라서 실수 k의 최솟값은 10이다.� 답 ⑤

집합 Sn의 부분집합 중 원소의 개수가 두 개이고, 이 두 

원소의 차가 2n보다 큰 집합의 두 원소를 a, b (a<b)라 

하자.

b-a>2n이므로 b>a+2n (단, 1Éa<bÉ3n)

a=1일 때, b=2n+2, 2n+3, y, 3n이므로

가능한 부분집합 {a, b}는

{1, 2n+2}, {1, 2n+3}, y, {1, 3n}의 (n-1)개

a=2일 때, b=2n+3, 2n+4, y, 3n이므로

가능한 부분집합 {a, b}는

{2, 2n+3}, {2, 2n+4}, y, {2, 3n}의 (n-2)개

y

a=n-1일 때, b=3n이므로

가능한 부분집합 {a, b}는 {n-1, 3n}의 1개

nÉa<3n이면 b>a+2n을 만족시키는 b는 존재하지 

않는다.

따라서 원소의 개수가 두 개이고, 이 두 원소의 차가 2n

보다 큰 집합 Sn의 모든 부분집합의 개수는

an=(n-1)+(n-2)+(n-3)+y+1=
n(n-1)

2

∴ 
n

Á
k=1

ak‌�=
n

Á
k=1

k(k-1)
2 = 1

2
n

Á
k=1

(kÛ`-k)	 

= 1
2 [

n(n+1)(2n+1)
6 -

n(n+1)
2 ]	  

= nÜ`-n
6

∴ lim
n Ú`¦

1
nÜ`

n

Á
k=1

ak= lim
n Ú`¦

{ 1
nÜ`

_ nÜ`-n
6 }

	 = lim
n Ú`¦

1- 1
nÛ`

6 =;6!;� 답 ②

02 

03 

∴ lim
n Ú`¦

Sn

n ‌�= lim
n Ú`¦

n
2n {10+

10
n+1 }	  

= lim
n Ú`¦

1
2 {10+

10
n+1 }	  

= 1
2 _(10+0)=5� 답 5

01 2 02 ⑤ 03 ② 04 1 05 ①

06 ③ 07 165 08 5
8 09 a= 1

2 , lim
n Ú`¦

an=- 5
16

10 50 11 ② 12 ⑤ 13 ② 14 ②

15 56 16 10 17 ③ 18 ② 19 -6

20 2 21 ② 22 ③ 23 35 24 2
45

25 83 26 ① 27 ③ 28 ② 29 24

30 9
8 31 ③ 32 2p 33 ③ 34 6

35 ② 36 20

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 10~14

등차수열 {an}의 첫째항을 a, 공차를 d라 하면 조건 ㈏에 

의하여

a1+a3+a5+a7+a9

=a+(a+2d)+(a+4d)+(a+6d)+(a+8d)

=5a+20d=170

∴ a+4d=34	 yy㉠

조건 ㈐에서 a18<140, a19¾140이므로

a18‌�=a+17d=(a+4d)+13d	  

=34+13d<140`(∵ ㉠)

13d<106    ∴ d<8.1___	 yy㉡

a19‌�=a+18d=(a+4d)+14d	  

=34+14d¾140`(∵ ㉠)

14d¾106    ∴ d¾7.5___	 yy㉢

조건 ㈎에서 수열 {an}의 모든 항이 정수이므로 첫째항과 

공차는 모두 정수이어야 한다.

즉, ㉡, ㉢에서 d=8

이것을 ㉠에 대입하여 정리하면 a=2

따라서 an=2+8(n-1)=8n-6이므로

a2n-1=8(2n-1)-6=16n-14

∴ ‌�a1+a3+a5+y+a2n-1	  

=
n

Á
k=1

a2k-1=
n

Á
k=1

(16k-14)	  

=16_
n(n+1)

2 -14n	  

=8nÛ`-6n

01 
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본문 pp. 9~10

∴ lim
n Ú`¦

an

n = lim
n Ú`¦

nÛ`-1
12n
n

	 = lim
n Ú`¦

nÛ`-1
12nÛ`

	 = lim
n Ú`¦

1- 1
nÛ`

12 = 1
12 � 답 ①

Sn‌�=
n

Á
k=1

ak=
n

Á
k=1

(3kÛ`-3k+1)	 

=3_
n(n+1)(2n+1)

6 -3_
n(n+1)

2 +n	  

=nÜ`+ 3
2 nÛ`+ n

2 - 3
2 nÛ`- 3

2 n+n	  

=nÜ`

이므로

bn‌�=
Sn-1
Sn+1 = nÜ`-1

nÜ`+1
	 

=
(n-1)(nÛ`+n+1)
(n+1)(nÛ`-n+1)

∴ lim
n Ú`¦

b2 b3 b4 y bn

 = lim
n Ú`¦

[ 1_7
3_3 _ 2_13

4_7 _ 3_21
5_13 _ 4_31

6_21 _y

� _
(n-2)(nÛ`-n+1)

n(nÛ`-3n+3)
_

(n-1)(nÛ`+n+1)
(n+1)(nÛ`-n+1)

]

 = lim
n Ú`¦

2(nÛ`+n+1)
3n(n+1)

 = lim
n Ú`¦

2{1+ 1
n + 1

nÛ`
}

3{1+ 1
n }

= 2
3 � 답 ③

lim
n Ú`¦ ("ÃnÛ`+3n+"ÃnÛ`+6n+y+"ÃnÛ`+30n-10n)

= lim
n Ú`¦ {("ÃnÛ`+3n-n)+("ÃnÛ`+6n-n)

� +y+("ÃnÛ`+30n-n)}

= lim
n Ú`¦

{ 3n
"ÃnÛ`+3n+n

+ 6n
"ÃnÛ`+6n+n

� +y+ 30n
"ÃnÛ`+30n+n

}

= lim
n Ú`¦»

3

®É1+ 3
n +1

+ 6

®É1+ 6
n +1

� +y+ 30

®É1+ 30
n +1

¼

= 3
2 + 6

2 + 9
2 +y+ 30

2

=
10_{ 3

2 + 30
2 }

2 = 165
2

따라서 A= 165
2 이므로 2A=2_ 165

2 =165� 답 165

06 

07 

← ‌�첫째항이 3
2 , 제 10 항이 302 =15인 

등차수열의 합이다.

ai+bi=n+1에서 ai=n+1-bi이므로

f(n)‌�=
n

Á
i=1

(ai-2bi)Û`	 

=
n

Á
i=1

(n+1-bi-2bi)Û``	  

=
n

Á
i=1

(n+1-3bi)Û`	  

=
n

Á
i=1

{(n+1)Û`-6(n+1)bi+9biÛ`}

이때, 

n

Á
i=1

bi‌�=bÁ+bª+b£+y+bn	  

=1+2+3+y+n=
n(n+1)

2 ,

n

Á
i=1

biÛ`‌�=bÁÛ`+bªÛ`+b£Û`+y+bnÛ`	 

=1Û`+2Û`+3Û`+y+nÛ`=
n(n+1)(2n+1)

6

이므로

f(n)‌�=
n

Á
i=1

{(n+1)Û`-6(n+1)bi+9biÛ`}	 

=
n

Á
i=1

(n+1)Û`-6(n+1)
n

Á
i=1

bi+9
n

Á
i=1

biÛ`	  

=n(n+1)Û`-
6(n+1)n(n+1)

2 	  

� +
9n(n+1)(2n+1)

6 	

=nÜ`+2nÛ`+n-3nÜ`-6nÛ`-3n+3nÜ`+ 9
2 nÛ`+ 3

2 n	

=nÜ`+ nÛ`
2 - n

2

∴ lim
n Ú`¦

` f(n)
nÜ`

= lim
n Ú`¦

nÜ`+ nÛ`
2 - n

2
nÜ`

	 = lim
n Ú`¦

1+ 1
2n - 1

2nÛ`
1 =1� 답 1

f(x)‌�=
n

Á
k=1
{x- k

n }2`=
n

Á
k=1
{xÛ`- 2k

n x+ kÛ`
nÛ`
}	  

=nxÛ`- 2
n _

n(n+1)
2 x	  

� + 1
nÛ`

_
n(n+1)(2n+1)

6 	

=nxÛ`-(n+1)x+
(n+1)(2n+1)

6n 	 

=n{x- n+1
2n }2`+

(n+1)(2n+1)
6n -

(n+1)Û`
4n

따라서 주어진 이차함수 f(x)의 최솟값은

x= n+1
2n 일 때 

(n+1)(2n+1)
6n -

(n+1)Û`
4n 이므로

an‌�=
(n+1)(2n+1)

6n -
(n+1)Û`

4n 	  

=
2(n+1)(2n+1)-3(n+1)Û`

12n = nÛ`-1
12n

04 

05 

책1.indb   7 20. 6. 5.   오후 3:13



008  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

(n+2)an=cn으로 놓으면 an=
cn

n+2

(2nÛ`-1)bn=dn으로 놓으면 bn=
dn

2nÛ`-1
이때, lim

n Ú`¦
cn=10, lim

n Ú`¦
dn=10이므로

lim
n Ú`¦

(n+1)Ü`anbn

= lim
n Ú`¦

[(n+1)Ü`_
cn

n+2 _
dn

2nÛ`-1
]

= lim
n Ú`¦

(n+1)Ü`cndn

(n+2)(2nÛ`-1)

= lim
n Ú`¦

(n+1)Ü`
(n+2)(2nÛ`-1)

_ lim
n Ú`¦

cn_ lim
n Ú`¦

dn

= lim
n Ú`¦

{1+ 1
n }3`

{1+ 2
n }{2-

1
nÛ`
}
_ lim

n Ú`¦
cn_ lim

n Ú`¦
dn

= 1
2 _10_10=50� 답 50

bn-2an=cn으로 놓으면 
bn

an
-2=

cn

an
    yy㉠

이때, lim
n Ú`¦

cn=8, lim
n Ú`¦

an=¦에서 lim
n Ú`¦

cn

an
=0이므로

lim
n Ú`¦

{ bn

an
-2}=0 (∵ ㉠)

∴ lim
n Ú`¦

bn

an
=2

∴ lim
n Ú`¦

{ bnÛ`
an

-
8anÛ`
bn
}

 = lim
n Ú`¦

bnÜ`-8anÜ`
anbn

 = lim
n Ú`¦

(bn-2an)(bnÛ`+2anbn+4anÛ`)
anbn

 = lim
n Ú`¦

(bn-2an){
bn

an
+2+

4an

bn
}

 =8_{2+2+4_ 1
2 }=48� 답 ②

ㄱ.	‌�수열 {bn}이 수렴한다고 가정하면 수열 {an}이 발산

하므로 수열 {an+bn}은 발산한다.

	‌� 그런데 수열 {an+bn}이 0에 수렴하므로 모순이다.

	 따라서 수열 {bn}은 발산한다. (참)

ㄴ.	‌�(반례) an=n+ 1
n , bn=n이라 하면 an-bn=

1
n 이

므로 lim
n Ú`¦

(an-bn)=0

	 그런데 lim
n Ú`¦

an=¦, lim
n Ú`¦

bn=¦로 두 수열 {an},

	 {bn}은 모두 발산한다. (거짓)

ㄷ.	‌�수열 {an}이 발산한다고 가정하면 수열 [an+
n

2n+1 ]

도 발산하므로 모순이다.

	 즉, 수열 {an}은 수렴한다. 

	 이때, lim
n Ú`¦

an=a`(a는 실수)라 하면 

10 

11 

12 

자연수 n에 대하여

"Ã16nÛ`-8n+1<"Ã16nÛ`-3n<"Ã16nÛ`이므로

"Ã(4n-1)Û`<"Ã16nÛ`-3n<"Ã(4n)Û`

4n-1<"Ã16nÛ`-3n<4n

∴ ["Ã16nÛ`-3n]=4n-1

an‌�="Ã16nÛ`-3n-["Ã16nÛ`-3n]	  

="Ã16nÛ`-3n-(4n-1)

∴ lim
n Ú`¦

an= lim
n Ú`¦

{"Ã16nÛ`-3n-(4n-1)}

	 = lim
n Ú`¦

16nÛ`-3n-(4n-1)Û`
"Ã16nÛ`-3n+4n-1

	 = lim
n Ú`¦

5n-1
"Ã16nÛ`-3n+4n-1

	 = lim
n Ú`¦

5- 1
n

®É16- 3
n +4- 1

n

	 = 5
'1�6+4

= 5
8 � 답 

5
8

단계 채점 기준 배점

㈎ ["Ã16nÛ`-3n]의 값을 구한 경우 40%

㈏ 유리화를 이용하여 lim
n Ú`¦

an의 값을 구한 경우 60%

an=n{®É n-1
4n+1 -a}=

®É n-1
4n+1 -a

1
n

에서

lim
n Ú`¦

1
n =0이므로 lim

n Ú`¦
an의 값이 존재하려면

lim
n Ú`¦

{®É n-1
4n+1 -a}=0이어야 한다.

이때, lim
n Ú`¦

®É n-1
4n+1 = lim

n Ú`¦
  

1- 1
n

4+ 1
n

= 1
2 이므로 

1
2 -a=0    ∴ a= 1

2

∴ lim
n Ú`¦

an= lim
n Ú`¦

n{®É n-1
4n+1 - 1

2 }

	 = lim
n Ú`¦

n{ n-1
4n+1 - 1

4 }

®É n-1
4n+1 + 1

2

	 = lim
n Ú`¦

-5n
16n+4

®É n-1
4n+1 + 1

2

= lim
n Ú`¦

-5

16+ 4
n

1- 1
n

4+ 1
n

+ 1
2

	 =
- 5

16

® 1
4 + 1

2

=- 5
16

� 답 a= 1
2 , lim

n Ú`¦
an=- 5

16

08 

09 
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본문 pp. 10~11

1
(n+1)(3n+2)

< 1
an+an+1+y+a2n

� < 1
(n+1)(3n+1)

nÛ`
(n+1)(3n+2)

< nÛ`
an+an+1+y+a2n

� < nÛ`
(n+1)(3n+1)

∴ lim
n`Ú ¦

nÛ`
(n+1)(3n+2)

Élim
n`Ú ¦

nÛ`
an+an+1+y+a2n

� Élim
n`Ú ¦

nÛ`
(n+1)(3n+1)

이때,

lim
n Ú`¦

nÛ`
(n+1)(3n+2)

= lim
n Ú`¦

1

{1+ 1
n }{3+

2
n }

= 1
3 ,

lim
n Ú`¦

nÛ`
(n+1)(3n+1)

= lim
n Ú`¦

1

{1+ 1
n }{3+

1
n }

= 1
3

이므로 
1
3Élim

n`Ú ¦

nÛ`
an+an+1+y+a2n

É 1
3

∴ lim
n Ú`¦

nÛ`
an+an+1+an+2+y+a2n

= 1
3 � 답 ②

조건 ㈏의 부등식의 각 변에 (2n+1)을 곱하면

2n(2n+1)
3nÛ`+2n+1

<(2n+1)(an+bn)<
(2n+1)Û`

3nÛ`+2n+2

lim
n Ú`¦

2n(2n+1)
3nÛ`+2n+1

É lim
n Ú`¦

(2n+1)(an+bn)

� É lim
n Ú`¦

(2n+1)Û`
3nÛ`+2n+2

이때, lim
n Ú`¦

2n(2n+1)
3nÛ`+2n+1

= lim
n Ú`¦

2{2+ 1
n }

3+ 2
n + 1

nÛ`

= 4
3 ,

lim
n Ú`¦

(2n+1)Û`
3nÛ`+2n+2

= lim
n Ú`¦

{2+ 1
n }2`

3+ 2
n + 2

nÛ`

= 4
3 이므로

4
3É lim

n Ú`¦
(2n+1)(an+bn)É

4
3

∴ lim
n Ú`¦

(2n+1)(an+bn)=
4
3

조건 ㈎에서 lim
n Ú`¦

(2n+1)an=5이므로

lim
n Ú`¦

(2n+1)bn

= lim
n Ú`¦

{(2n+1)(an+bn)-(2n+1)an}

= lim
n Ú`¦

(2n+1)(an+bn)- lim
n Ú`¦

(2n+1)an

= 4
3 -5=- 11

3

∴ lim
n Ú`¦

an-2bn

2an+bn
= lim

n Ú`¦

(2n+1)(an-2bn)
(2n+1)(2an+bn)

	 = lim
n Ú`¦

(2n+1)an-2(2n+1)bn

2(2n+1)an+(2n+1)bn

	 =
5-2_{- 11

3 }

2_5+{- 11
3 }

15 

	 lim
n Ú`¦

anÛ`= lim
n Ú`¦

an lim
n Ú`¦

an=aÛ`

	 따라서 수열 {anÛ`}도 수렴한다. (참)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ⑤

다른풀이

ㄷ.		lim
n Ú`¦

n
2n+1 = lim

n Ú`¦

1

2+ 1
n

= 1
2 이므로 두 수열

		 [an+
n

2n+1 ], [
n

2n+1 ]이 모두 수렴한다.

		 수열의 극한에 대한 기본 성질에 의하여

		 lim
n Ú`¦

an‌�= lim
n Ú`¦

[{an+
n

2n+1 }-
n

2n+1 ]	  

= lim
n Ú`¦

{an+
n

2n+1 }- lim
n Ú`¦

n
2n+1

	‌� 따라서 수열 {an}은 수렴하고, 수열 {anÛ`}도 수렴한

다. (참)

ㄱ.		(반례) an={-
1
2 }n`이라 하면 lim

n Ú`¦
an=0

		 이때, 수열 {an}은

		 - 1
2 , 

1
4 , - 1

8 , 
1
16 , y

		 이므로 수열 {bn}은

		 -1, 1, -1, 1, y
		 즉, 수열 {bn}은 발산(진동)한다. (거짓)

ㄴ.		등차수열 {an}의 첫째항을 a1, 공차를 d라 하면

		 d>0일 때, 어떤 자연수 k에 대하여 n¾k이면

		 an>0이므로 lim
n Ú`¦

bn=1

		 d=0일 때, an=a1이므로 lim
n Ú`¦

bn= f(a1)

	 d<0일 때, 어떤 자연수 k에 대하여 n¾k이면

		 an<0이므로 lim
n Ú`¦

bn=-1

		 즉, 수열 {bn}은 항상 수렴한다. (참)

ㄷ.		(반례) an=n이면 lim
n Ú`¦

an=¦이므로

		 수열 {an}은 발산한다.

		 그런데 an>0이므로 bn=1

		‌� 즉, lim
n Ú`¦

bn=1이므로 수열 {bn}은 수렴하지만 수열

	 {an}은 발산한다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄴ뿐이다.� 답 ②

2n+1<an<2n+2에서

2n+3<an+1<2n+4

2n+5<an+2<2n+6

	 ⋮

4n+1<a2n<4n+2

위의 식을 변끼리 더하면

(n+1)(2n+1+4n+1)
2 ‌�<an+an+1+y+a2n	  

<
(n+1)(2n+2+4n+2)

2

(n+1)(3n+1)<an+an+1+y+a2n<(n+1)(3n+2)

13 

14 

책1.indb   9 20. 6. 5.   오후 3:13



010  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

주어진 수열을

1
1 , 

1
2 , 

2
2 , 

1
3 , 

2
3 , 

3
3 , 

1
4 , 

2
4 , 

3
4 , 

4
4 , y

로 나타내면

{ 11 }, {
1
2 , 

2
2 }, {

1
3 , 

2
3 , 

3
3 }, {

1
4 , 

2
4 , 

3
4 , 

4
4 }, y

와 같이 분모가 같은 것끼리 묶어 군수열로 생각할 수 있다.

모든 자연수 k에 대하여 제 3k 군의 k번째 항이 
1
3 이고, 

제1군부터 제 (3k-1) 군까지의 항의 개수가

3k-1

Á
m=1

m=
3k(3k-1)

2 = 9kÛ`-3k
2

이므로 k번째로 나타나는 
1
3 은 제 

9kÛ`-k
2

= 9kÛ`-3k
2 +k

 항이다.

이때, 첫째항부터 제n항까지 중에서 
1
3 의 개수가 an이므

로 
9kÛ`-k

2 Én<
9(k+1)Û`-(k+1)

2 , 즉

9kÛ`-k
2 Én< 9kÛ`+17k+8

2 일 때 an=k이다.

9kÛ`-k
2 Én< 9kÛ`+17k+8

2 에서

¾Ð 9kÛ`-k
2 É'n<¾Ð 9kÛ`+17k+8

2

®É 2
9kÛ`+17k+8

< 1
'nÉ®É

2
9kÛ`-k

¾Ð 2kÛ`
9kÛ`+17k+8

<
an

'nÉ
¾Ð 2kÛ`

9kÛ`-k
 (∵ an=k)

∴ lim
n Ú`¦

¾Ð 2kÛ`
9kÛ`+17k+8

É lim
n Ú`¦

an

'nÉ lim
n Ú`¦

¾Ð 2kÛ`
9kÛ`-k

n Ú`¦이면 k Ú`¦이고

lim
k Ú`¦
¾Ð 2kÛ`

9kÛ`+17k+8
=lim

k Ú`¦
 2

9+ 17
k + 8

kÛ`

=® 2
9 =
'2
3 ,

lim
k Ú`¦
¾Ð 2kÛ`

9kÛ`-k
=lim

k Ú`¦
 2

9- 1
k

=® 2
9 =
'2
3

따라서 
'2
3 É lim

n Ú`¦

an

'nÉ
'2
3 이므로

lim
n Ú`¦

an

'n =
'2
3 � 답 ②

다른풀이

주어진 수열을

{ 1
1 }, {

1
2 , 

2
2 }, {

1
3 , 

2
3 , 

3
3 }, {

1
4 , 

2
4 , 

3
4 , 

4
4 }, y

와 같이 분모가 같은 것끼리 묶어 군수열로 생각하면 k번

째로 나타나는 
1
3  은

3k-1

Á
m=1

m+k=
3k(3k-1)

2 +k= 9kÛ`-k
2

에서 제 
9kÛ`-k

2  항이다.

즉, n= 9kÛ`-k
2 이면 an=k이다.

9kÛ`-k
2 =n에서 9kÛ`-k-2n=0

	 =

37
3
19
3

= 37
19

따라서 p=19, q=37이므로

p+q=19+37=56� 답 56

가우스 기호 [  ]의 성질에 의하여

[ n
10 ]É n

10 <[ n
10 ]+1

n
10 -1<[ n

10 ]É n
10

n이 자연수이므로 

1
n {

n
10 -1}< 1

n [ n
10 ]É 1

n _ n
10

1
10 - 1

n < 1
n [ n

10 ]É 1
10

∴ lim
n Ú`¦

{ 1
10 - 1

n }É lim
n Ú`¦

1
n [ n

10 ]É lim
n Ú`¦

1
10

이때, lim
n Ú`¦

{ 1
10 - 1

n }= lim
n Ú`¦

1
10 = 1

10 이므로

lim
n Ú`¦

1
n [ n

10 ]= 1
10     ∴ A= 1

10

∴ 100A=100_ 1
10 =10� 답 10

단계 채점 기준 배점

㈎
[ n

10 ]É n
10 <[ n

10 ]+1임을 이용하여 
1
n [ n

10 ]의 

값의 범위를 구한 경우
60%

㈏
수열의 극한값의 대소 관계를 이용하여 A의 값을 구

한 후, 100A의 값을 구한 경우
40%

ㄱ.	‌�(반례) {an}：2, 1, 1, 1, y, {bn}：1, 2, 2, 2, y이

면 두 수열 {an}`, {bn}은 각각 수렴하고, 수열 	  

{an-bn}이 -1로 수렴하지만 n=1인 경우 aÁ>bÁ이

다. (거짓)

ㄴ.	(반례) an=(-1)n이면

	 lim
n Ú`¦

a2n-1= lim
n Ú`¦

(-1)2n-1`=-1=a, 

	 lim
n Ú`¦

a2n= lim
n Ú`¦

(-1)Û`n=1=b에서 a<b이지만 

	 lim
n Ú`¦

an= lim
n Ú`¦

(-1)n은 진동(발산)한다. (거짓)

ㄷ.	‌�두 수열 {an}, {bn}이 각각 수렴하므로

	 lim
n Ú`¦

an=a, lim
n Ú`¦

bn=b`(a, b는 실수)라 하면

	 lim
n Ú`¦

(bn-an)=b-a=0에서 a=b

	 즉, lim
n Ú`¦

an= lim
n Ú`¦

bn=a(=b)

	 이때, an<cn<bn이므로 lim
n Ú`¦

cn=a(=b)이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄷ뿐이다.� 답 ③

해결단계

➊ 단계 주어진 수열을 묶어 군수열로 생각한다.

➋ 단계
주어진 수열에서 

1
3 이 나오는 위치를 파악한 후, 

1
3 이 k개 

나오는 항의 수의 범위를 구한다.

➌ 단계 lim
n Ú`¦

an

'n 의 값을 구한다.

16 

17 

18 
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Ⅰ. 수열의 극한 | 011

본문 pp. 11~12

∴ lim
n Ú`¦

0É lim
n Ú`¦

anÉ lim
n Ú`¦

a1_{
3
7 }

n-1

이때, lim
n Ú`¦

0= lim
n Ú`¦

a1_{
3
7 }

n-1
=0이므로

lim
n Ú`¦

an=0    yy㉠

∴ lim
n Ú`¦

-7an-nÜ`+2
4an+5nÜ`+3n

= lim
n Ú`¦

-nÜ`+2
5nÜ`+3n

 (∵ ㉠)

	 = lim
n Ú`¦

-1+ 2
nÜ`

5+ 3
nÛ`

=- 1
5 � 답 ②

다른풀이

수열 {an}이 모든 자연수 n에 대하여 an>0이고

an

an+1
> 7

3 >1이므로 0<
an+1

an
<1

즉, 수열 {an}은 모든 자연수 n에 대하여

aÁ>aª>y>an>an+1>y>0

∴ 0<an<aÁ    yy㉡

㉡의 각 변을 nÜ`으로 나누면

0<
an

nÜ`
<

aÁ
nÜ`

∴ lim
n Ú`¦

0É lim
n Ú`¦

an

nÜ`
É lim

n Ú`¦

aÁ
nÜ`

이때, lim
n Ú`¦

0= lim
n Ú`¦

aÁ
nÜ`

=0`(∵ aÁ은 상수)이므로

lim
n Ú`¦

an

nÜ`
=0

∴ lim
n Ú`¦

-7an-nÜ`+2
4an+5nÜ`+3n

‌�= lim
n Ú`¦

-7_
an

nÜ`
-1+ 2

nÜ`
`

4_
an

nÜ`
+5+ 3

nÛ`

	

= -7_0-1+0
4_0+5+0 	  

=- 1
5

직선 y=g(x)는 원점과 점 (3, 3)을 지나므로

g(x)=x

주어진 그래프에서 f(2)=4이고, g(2)=2이므로

h(2)‌�= lim
n Ú`¦

{ f(2)}n+1+5{g(2)}n

{ f(2)}n+{g(2)}n 	  

= lim
n Ú`¦

4n+1+5_2n

4n+2n 	  

= lim
n Ú`¦

4+5_{ 1
2 }n`

1+{ 1
2 }n`

=4

같은 방법으로 주어진 그래프에서 f(3)=3이고,

g(3)=3이므로

h(3)‌�= lim
n Ú`¦

{ f(3)}n+1+5{g(3)}n

{ f(3)}n+{g(3)}n 	  

= lim
n Ú`¦

3n+1+5_3n

3n+3n 	  

= lim
n Ú`¦

8_3n

2_3n =4

∴ h(2)+h(3)=4+4=8� 답 ③

22 

∴ k=
1+'Ä1+72n

18  (∵ k는 자연수)

lim
n Ú`¦

an

'n = lim
n Ú`¦

1+'Ä1+72n
18'n

	 = lim
n Ú`¦

1
'n +®É 1n +72

18

	 =
6'2
18 =

'2
3

다항식 (xÛ`-2x+3)n을 xÛ`-1로 나눈 몫을 Q(x), 나머

지를 R(x)=ax+b (a, b는 상수)라 하면

(xÛ`-2x+3)n‌�=(xÛ`-1)Q(x)+R(x)	  

=(x+1)(x-1)Q(x)+ax+b

위의 식의 양변에

x=1을 대입하면 2n=a+b	 yy㉠

x=-1을 대입하면 6n=-a+b	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a= 1
2 (2n-6n), b= 1

2 (2n+6n)

따라서 R(x)= 1
2 (2n-6n)x+ 1

2 (2n+6n)이므로

R(3)‌�= 3
2 (2n-6n)+ 1

2 (2n+6n)	  

=2n+1-6n

∴ lim
n Ú`¦

6n+1+2n

R(3)
‌�= lim

n Ú`¦

6n+1+2n

2n+1-6n 	  

= lim
n Ú`¦

6+{ 1
3 }n`

2_{ 1
3 }n`-1

=-6� 답 -6

등비수열 {(2xÛ`-4x+1)n}의 공비는 2xÛ`-4x+1이므

로 이 등비수열이 수렴하려면 -1<2xÛ`-4x+1É1이어

야 한다.

-1<2xÛ`-4x+1에서 2xÛ`-4x+2>0

xÛ`-2x+1>0, (x-1)Û`>0

∴ x<1 또는 x>1	 yy㉠

2xÛ`-4x+1É1에서 2xÛ`-4xÉ0

xÛ`-2xÉ0, x(x-2)É0

∴ 0ÉxÉ2	 yy㉡

㉠, ㉡에서 0Éx<1 또는 1<xÉ2

따라서 주어진 등비수열이 수렴하기 위한 정수 x는 0, 2

이므로 구하는 모든 정수 x의 값의 합은

0+2=2� 답 2

an

an+1
> 7

3 의 n 대신에 1, 2, 3, y, n-1을 차례대로 대

입하여 변끼리 곱하면

a1

aª _
aª
a£ _

a£
a¢ _y_

an-1

an
>{ 7

3 }
n-1

a1

an
>{ 7

3 }
n-1

, 
an

a1
<{ 37 }

n-1

0<an<a1_{
3
7 }

n-1
 (∵ an>0)

19 

20 

21 
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012  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

|bn+1|=
1
4 |bn|에서 수열 {|bn|}은 첫째항이

|b1|=2이고 공비가 
1
4 인 등비수열이므로

|bn|=2_{ 1
4 }

n-1

lim
n Ú`¦

|bn|=0이므로 lim
n Ú`¦

bn=0	 yy㉡

∴ ‌�lim
n Ú`¦

9n-2n

3n+2an+9n-1bn+32n+2 	  

= lim
n Ú`¦

1
9 - 1

9 _{ 2
9 }

n

an

3n +
bn

81 +1
	  

=

1
9 - 1

9 _0

3
2 + 0

81 +1
 (∵ ㉠, ㉡)= 2

45 � 답 
2
45

f(x)= lim
n Ú`¦

5xn+1+4
xn-1+2

에서

Ú	-1<x<1일 때,

	 lim
n Ú`¦

xn-1= lim
n Ú`¦

xn+1=0이므로 

	 f(x)= 5_0+4
0+2 =2

Û	x=1일 때,

	 lim
n Ú`¦

xn-1= lim
n Ú`¦

xn+1=1이므로 

	 f(1)= 5+4
1+2 =3

Ü	x>1일 때,

	 lim
n Ú`¦

xn-1=¦이므로

	 f(x)= lim
n Ú`¦

5xÛ`+ 4
xn-1

1+ 2
xn-1

=5xÛ`

Ú, Û, Ü에서

f{ k-3
3 }=

(
\
{
\
9

2

3

5{ k-3
3 }2`

  

(k=1, 2, 3, 4, 5)

(k=6)

(k=7, 8, 9, 10)

-1< k-3
3 <1에서 0<k<6

k-3
3 =1에서 k=6

k-3
3 >1에서 k>6

∴ ‌�
10

Á
k=1

f{ k-3
3 }	  

=5_2+3+5[{ 43 }2`+{
5
3 }2`+2Û`+{ 7

3 }2`]	  

=10+3+5_14=83� 답 83

g(x)= lim
n Ú`¦

f(x)-{ x2 -1}
2n

1+{ x2 -1}
2n 에서

25 

26 

Ú	1Éa<4일 때,

	 lim
n Ú`¦

7_an+4n+1

an+1+b_4n ‌�= lim
n Ú`¦

7_{ a
4 }

n

+4

a_{ a
4 }

n

+b
	  

= 7_0+4
a_0+b = 4

b

	 즉, 
4
b >1에서 b<4

	 따라서 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)의 개수는

	 3_3=9

Û	a=4일 때,

	 lim
n Ú`¦

7_4n+4n+1

4n+1+b_4n ‌�= lim
n Ú`¦

11_4n

(4+b)_4n 	  

= 11
4+b

	 즉, 
11

4+b >1에서 4+b<11

	 ∴ b<7

	‌� 따라서 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)의 개수는

	 1_6=6

Ü	4<aÉ10일 때,

	 lim
n Ú`¦

7_an+4n+1

an+1+b_4n ‌�= lim
n Ú`¦

7+4_{ 4
a }

n

a+b_{ 4
a }

n 	  

= 7+4_0
a+b_0 = 7

a

	 즉, 
7
a >1에서 a<7이므로 4<a<7

	 따라서 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)의 개수는

	 2_10=20

Ú, Û, Ü에서 구하는 순서쌍 (a, b)의 개수는

9+6+20=35� 답 35

3+3Û`+3Ü`+y+3n<an<
3n+1

2 에서

3(3n-1)
3-1 <an<

3n+1

2

위의 부등식의 각 변을 3n으로 나누면

3
2 {1-

1
3n }<

an

3n < 3
2

∴ lim
n Ú`¦

3
2 {1-

1
3n }É lim

n Ú`¦

an

3nÉ lim
n Ú`¦

3
2

이때, lim
n Ú`¦

3
2 {1-

1
3n }= lim

n Ú`¦

3
2 = 3

2 이므로

3
2É lim

n Ú`¦

an

3nÉ
3
2

∴ lim
n Ú`¦

an

3n = 3
2 	 yy㉠

23 

← ‌�가능한 a는 1, 2, 3의 3개, 
가능한 b는 1, 2, 3의 3개이다.

← ‌�가능한 a는 4의 1개, 
가능한 b는 1, 2, 3, y, 6의 6개이다.

← ‌�가능한 a는 5, 6의 2개, 
가능한 b는 1, 2, 3, y, 10의 10개이다.

24 
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본문 pp. 12~13

Ú, Û, Ü에서

f(x)=

(
\
{
\
9

0 

1
2

1

 

(x<1)

(x=1)

(x>1)

이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 오

른쪽 그림과 같다.� 답 ③

-1<xÉ1에서 f(x)= lim
n Ú`¦

3x2n+|x|

x2n+1
이므로

Ú	-1<x<1일 때,

	 lim
n Ú`¦

x2n=0이므로

	 f(x)= 3_0+|x|
0+1 =|x|

Û	x=1일 때,

	 lim
n Ú`¦

x2n=1이므로

	 f(1)= 3+1
1+1 =2

또한, f(x)= f(x+2)이므로 함수 y= f(x)의 그래프

는 다음 그림과 같다.

ㄱ.		f(3)= f(1)=2 (참)

ㄴ.		‌�원 xÛ`+yÛ`=2는 중심이 (0, 0)이고, 두 점 (1, 1), 

(-1, 1)을 지나므로 다음 그림과 같다.

		‌� 따라서 원 xÛ`+y Û`=2는 함수 y= f(x)의 그래프와 

만나지 않는다. (참)

ㄷ.		‌�원 xÛ`+yÛ`=k와 함수 y= f(x)의 그래프가 모두 y축

에 대하여 대칭이므로 서로 다른 네 점에서 만나려면 

x>0일 때 서로 다른 두 점에서 만나야 한다.

		‌� 위의 그림과 같이 원 xÛ`+yÛ`=k가 점 (1, 2), (3, 2), 

(5, 2), y, 즉 점 (2n-1, 2) (n은 자연수)를 지날 

때, 원 xÛ`+yÛ`=k와 함수 y= f(x)의 그래프는 서로 

다른 네 점에서 만난다.

28 

Ú	| x
2 -1|<1, 즉 0<x<4일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ x
2 -1}

2n
=0이므로

	 g(x)=
f(x)-0

1+0 =xÛ`+ax+b

Û	| x
2 -1|=1, 즉 x=0 또는 x=4일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ x
2 -1}

2n
=1이므로

	 g(x)=
f(x)-1

1+1 = xÛ`+ax+b-1
2

Ü	| x
2 -1|>1, 즉 x<0 또는 x>4일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ x
2 -1}

2n
=¦이므로

	 g(x)= lim
n Ú`¦

f(x)

{ x2 -1}
2n -1

1

{ x2 -1}
2n +1

 = 0-1
0+1 =-1

Ú, Û, Ü에서

g(x)=

(
\
{
\
9

xÛ`+ax+b 

xÛ`+ax+b-1
2  

-1

  

(0<x<4)

(x=0 또는 x=4)

(x<0 또는 x>4)

이때, 함수 g(x)는 모든 실수 x에서 연속이므로 x=0, 

x=4에서도 연속이어야 한다.

lim
x Ú`0-

g(x)= lim
x Ú`0+

g(x)=g(0)이어야 하므로

-1=b= b-1
2 에서 b=-1

lim
x Ú`4-

g(x)= lim
x Ú`4+

g(x)=g(4)이어야 하므로

16+4a+b=-1= 16+4a+b-1
2 에서

16+4a-1=-1, 4a=-16    ∴ a=-4

∴ ab=-4_(-1)=4� 답 ①

f(x)= lim
n Ú`¦

5+(3x)n

3n+(3x)n 에서

Ú	x<1일 때, 3x<3이므로

	 f(x)= lim
n Ú`¦

5
3n +{ 3

x

3 }
n

1+{ 3
x

3 }
n =0

Û	x=1일 때, 3x=3이므로

	 f(1)= lim
n Ú`¦

5+3n

3n+3n = lim
n Ú`¦

5
3n +1

1+1 = 1
2

Ü	x>1일 때, 3x>3이므로

	 f(x)= lim
n Ú`¦

5
(3x)n +1

{ 3
3x }

n

+1
=1

27 
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A n s w e r

∴ lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

a2k

a2n-1
= lim

n Ú`¦

3
4 (3n-1)

2_3n-1 `(∵ ㉠, ㉡)

	 = lim
n Ú`¦

3
4 {3-

1
3n-1 }

2

	 =

3
4 _(3-0)

2 = 9
8 � 답 

9
8

f(x)= 1
4 xÛ`, g(x)=4'x이므로

a2n= f(a2n-1)=
1
4 a2n-1Û`	 yy㉠

a2n+1=g(a2n)=4'¶a2n	 yy㉡

㉡에서 '¶a2n=
1
4 a2n+1

∴ a2n=
1
16 a2n+1Û`

이것을 ㉠에 대입하여 정리하면

1
16 a2n+1Û`=

1
4 a2n-1Û`, a2n+1Û`=4a2n-1Û`

∴ a2n+1=2a2n-1 또는 a2n+1=-2a2n-1

그런데 a1>0이고 an>0이므로

a2n+1=2a2n-1

즉, 수열 {a2n-1}은 첫째항이 a1=
1
'2

이고 공비가 2인 등

비수열이므로

a2n-1=
1
'2

_2n-1	 yy㉢

위의 식을 ㉠에 대입하여 정리하면

a2n‌�=
1
4 a2n-1Û`=

1
4 [

1
'2

_2n-1]2`	 

= 1
8 _4n-1

∴ 
n

Á
k=1

a2k‌�=
n

Á
k=1
{ 1

8 _4k-1}	  

= 1
8 _

1_(4n-1)
4-1

	 = 4n-1
24 	 yy㉣

∴ lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

a2k

a2n-1Û`
= lim

n Ú`¦

4n-1
24

{ 1
'2

_2n-1}2`
`(∵ ㉢, ㉣)

	 = lim
n Ú`¦

4n-1
12_4n-1

	 = lim
n Ú`¦

4- 1
4n-1

12

	 = 4-0
12 = 1

3 � 답 ③

31 

		 (2n-1)Û`+2Û`=k이고 kÉ100이므로

		 (2n-1)Û`+4É100, (2n-1)Û`É96

		 ∴ n=1, 2, 3, 4, 5

		 따라서 100 이하의 자연수 k의 개수는 5이다. (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

이차방정식 xÛ̀ -'¶anx+ 1
4 an+1-

1
n(n+1)

=0의 판별식

을 D라 하면 이 이차방정식이 중근을 가지므로

D=(-'¶an)Û`-4[ 1
4 an+1-

1
n(n+1)

]=0에서

an-an+1+
4

n(n+1)
=0, an+1=an+

4
n(n+1)

∴ an+1=an+4{ 1
n - 1

n+1 }

위의 식의 n 대신에 1, 2, 3, y, n-1을 차례대로 대입

하여 변끼리 더하면

	 aª=aÁ+4{1- 1
2 }

	 a£=aª+4{ 1
2 - 1

3 }

	 a¢=a£+4{ 1
3 - 1

4 }

	 ⋮

+	 an=an-1+4{ 1
n-1 - 1

n }

	 an‌�=aÁ+4{1- 1
n }=20+4{1- 1

n }`(∵ aÁ=20)	

=24- 4
n

∴ lim
n Ú`¦

an= lim
n Ú`¦

{24- 4
n }=24� 답 24

anan+1=3n의 n 대신에 n+1을 대입하면

an+1an+2=3n+1

an+1an+2

anan+1
= 3n+1

3n , 
an+2

an
=3

∴ an+2=3an

수열 {a2n-1}은 첫째항이 a1=2이고 공비가 3인 등비수

열이므로

a2n-1=2_3n-1	 yy㉠

한편, anan+1=3n에 n=1을 대입하면

a1a2=3, 2a2=3    ∴ a2=
3
2

수열 {a2n}은 첫째항이 a2=
3
2 이고 공비가 3인 등비수열

이므로

n

Á
k=1

a2k=

3
2 (3n-1)

3-1 = 3
4 (3n-1)	 yy㉡

29 

30 
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본문 pp. 13~14

직선 x=n이 두 곡선 y='Ä5x+4, y='Ä2x-1과 만나는 

점이 각각 An, Bn이므로

An(n, 'Ä5n+4), Bn(n, 'Ä2n-1)

두 선분 OAn, OBn의 길이가 각각 an, bn이므로

an="ÃnÛ`+5n+4, bn="ÃnÛ`+2n-1

∴ lim
n Ú`¦

12
an-bn

 = lim
n Ú`¦

12
"ÃnÛ`+5n+4-"ÃnÛ`+2n-1

 = lim
n Ú`¦

12("ÃnÛ`+5n+4+"ÃnÛ`+2n-1)
(nÛ`+5n+4)-(nÛ`+2n-1)

 = lim
n Ú`¦

12("ÃnÛ`+5n+4+"ÃnÛ`+2n-1)
3n+5

 = lim
n Ú`¦

12{®É1+ 5
n + 4

nÛ`
+®É1+ 2

n - 1
nÛ`
 }

3+ 5
n

 =
12_('1+'1)

3 =8� 답 ③

원 Cn은 x축에 접하므로 반지름의 길이는 3n이다.

원 Cn의 중심을 Gn(4n, 3n)이라 하면

OÕGnÓ="Ã(4n)Û`+(3n)Û`="Ã25nÛ`=5n

위의 그림과 같이 직선 OGn과 원 Cn이 만나는 두 점을 

각각 A, B라 하면 선분 OP의 길이는

OBÓÉOPÓÉOÕAÓ

OÕAÓ=OÕGnÓ+3n=8n, OBÓ=OÕGnÓ-3n=2n이므로

2nÉOPÓÉ8n

선분 OP의 길이가 자연수이므로

OPÓ=2n, 2n+1, 2n+2, y, 8n

이때, OPÓ=2n 또는 OPÓ=8n이려면 점 P는 점 B 또는 

점 A이어야 하므로 이때의 점 P의 개수는 각각 1이다.

또한, OPÓ=2n+1, 2n+2, y, 8n-1이려면 점 P는 지

름 AB를 기준으로 위쪽과 아래쪽에 각각 하나씩 존재해

야 하므로 이때의 점 P의 개수는 모두 2이다.

따라서 구하는 점 P의 개수는

an=1+1+2_(6n-1)=12n

∴ lim
n Ú`¦

1
nÛ`

n

Á
k=1

ak= lim
n Ú`¦

1
nÛ`

n

Á
k=1

12k

	 = lim
n Ú`¦

[ 1
nÛ`

_12_ n(n+1)
2 ]

	 = lim
n Ú`¦

6(n+1)
n

	 = lim
n Ú`¦

6{1+ 1
n }

1 =6� 답 6

33 

34 

원 Cn의 반지름의 길이

(6n-1)개

( | | [{ | | 9

sin`a=cos`b에서 sin`a=sin`{ p2 -b}� yy㉠

이때, sin`a=a라 하고 방

정식 sin`x=a의 가장 작은 

근을 h라 하면

x=‌�h, p-h, 2p+h,	 

3p-h, y
이므로 음이 아닌 정수 m에 대하여 x=mp+(-1)mh
라 할 수 있다.

즉, ㉠에서 
p
2 -b=kp+(-1)ka (단, k는 정수)

� yy㉡

Ú	k=2k' (k'은 정수)일 때,

	 ㉡에서 
p
2 -b=2k'p+a

	 ∴ a= p2 -b-2k'p

	 cos`a‌�=cos`{ p2 -b-2k'p}	  

=cos`{ p2 -b}	  

=sin`b
	 조건을 만족시키므로

	 a+b= p2 -2k'p

Û	k=2k'-1 (k'은 정수)일 때,

	 ㉡에서 
p
2 -b=(2k'-1)p-a

	 ∴ a‌�=(2k'-1)p+b- p2 	  

=2k'p+b- 3
2 p

	 cos`a‌�=cos`{2k'p+b- 3
2 p}	  

=cos`{b- 3
2 p}	  

=-sin`a
	 cos`a=sin`b를 만족시키지 않으므로 모순이다.

Ú, Û에서 a+b= p2 -2k'p (k'은 정수)이므로 이 값

을 작은 것부터 순서대로 나열하면

a+b= p2 , 
p
2 +2p, p2 +4p, p2 +6p, y

즉, 수열 {an}은 첫째항이 
p
2 , 공차가 2p인 등차수열이

므로

an=
p
2 +2p(n-1)=2pn- 3

2 p

∴ lim
n Ú`¦

an

n = lim
n Ú`¦

2pn- 3
2 p

n

	 = lim
n Ú`¦

2p- 3p
2n

1 =2p� 답 2p

32 
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A n s w e r

해결단계

➊ 단계 두 곡선 y=-'¶nx, y= 1
n xÛ`의 위치 관계를 파악한다.

➋ 단계 an의 값의 범위를 n을 이용하여 나타낸다.

➌ 단계 80 lim
n Ú`¦

an

4nÛ`+2n+1
의 값을 구한다.

함수 y=-'¶nx의 그래프를 x축에 대하여 대칭이동한

후, 직선 y=x에 대하여 대칭이동하면

-x=-'¶ny에서 x='¶ny

xÛ`=ny    ∴ y= 1
n xÛ`

즉, 두 곡선 y=-'¶nx, y= 1
n xÛ̀ 과 직선 x=n으로 둘러

싸인 도형은 다음 그림의 어두운 부분과 같고, 곡선

y= 1
n xÛ̀ `(x¾0)과 y축, 직선 y=n으로 둘러싸인 도형

과 곡선 y=-'¶nx와 x축, 직선 x=n으로 둘러싸인 도

형은 합동이다.

(단, 경계선 포함)

위의 그림에서 O(0, 0), A(n, 0), B(n, n), C(0, n)이

라 하면 구하는 점의 개수는 정사각형 OABC의 둘레 및 

내부에 포함되고 x좌표와 y좌표가 모두 정수인 점의 개

수에서 y축 위의 점의 개수를 빼고 곡선 y= 1
n xÛ` 위의 점

의 개수를 더하면 된다.

정사각형 OABC의 둘레 및 내부에 포함되면서 x좌표와 

y좌표가 모두 정수인 점의 개수는 (n+1)Û`

이 중에서 y축 위의 점의 개수는 n+1

이때, 곡선 y= 1
n xÛ` 위의 점 중에서 x좌표와 y좌표가 모

두 정수인 점의 개수를 bn이라 하면

2ÉbnÉn+1이므로

(n+1)Û`-(n+1)+2ÉanÉ(n+1)Û`-(n+1)+n+1

nÛ`+n+2ÉanÉnÛ`+2n+1

nÛ`+n+2
4nÛ`+2n+1

É an

4nÛ`+2n+1
É nÛ`+2n+1

4nÛ`+2n+1

∴ lim
n Ú`¦

nÛ`+n+2
4nÛ`+2n+1

É lim
n Ú`¦

an

4nÛ`+2n+1

� É lim
n Ú`¦

nÛ`+2n+1
4nÛ`+2n+1

이때, lim
n Ú`¦

nÛ`+n+2
4nÛ`+2n+1

= lim
n Ú`¦

1+ 1
n + 2

nÛ`

4+ 2
n + 1

nÛ`

= 1
4 ,

lim
n Ú`¦

nÛ`+2n+1
4nÛ`+2n+1

= lim
n Ú`¦

1+ 2
n + 1

nÛ`

4+ 2
n + 1

nÛ`

= 1
4 이므로

36 점 A(2n, n)을 지나고 x축과 y축에 동시에 접하는 원의 

반지름의 길이를 r라 하면 원의 방정식은

(x-r)Û`+(y-r)Û`=rÛ`

이 원이 점 A(2n, n)을 지나므로

(2n-r)Û`+(n-r)Û`=rÛ`

4nÛ`-4nr+rÛ`+nÛ`-2nr+rÛ`=rÛ`

rÛ`-6nr+5nÛ`=0, (r-5n)(r-n)=0

∴ r=5n 또는 r=n

∴ C1: (x-n)Û`+(y-n)Û`=nÛ`,

 C2: (x-5n)Û`+(y-5n)Û`=25nÛ`

두 원 C1, C2가 각각 직선 y=x에 대하여 대칭이므로 두 

원 CÁ, Cª가 만나는 두 점 A, B는 서로 직선 y=x에 대

하여 대칭이어야 한다.

즉, B(n, 2n)

한편, 원 C2 위의 한 점 P에 

대하여 삼각형 APB의 넓

이가 최대이려면 삼각형

APB의 밑변을 ABÓ라 할 때 

높이가 최대이어야 하므로 

ABÓ의 중점 H에 대하여 직

선 HP가 원 C2의 중심을 지나야 한다.

이때, 원 Cª의 위의 두 점 A, B에 대하여 ABÓ의 수직이등

분선이 원 Cª의 중심을 지나므로 삼각형 APB의 넓이가 

최대가 되도록 하는 직선 HP는 ABÓ의 수직이등분선이다.

직선 AB의 방정식은

y-2n= 2n-n
n-2n (x-n)

y-2n=-(x-n)

∴ x+y-3n=0

직선 x+y-3n=0과 원 C2의 중심 (5n, 5n) 사이의 거

리는

|5n+5n-3n|

"Ã1Û`+1Û`
= 7n
'2 =

7'2
2 n

이므로 HPÓÉ 7'2
2 n+5n={ 7'2

2 +5}n

ABÓ‌�="Ã(2n-n)Û`+(n-2n)Û`	  

="�2nÛ`='2 n

∴ Sn‌�=
1
2 _'2 n_{ 7'2

2 +5}n	  

=
7+5'2

2 nÛ`

∴ lim
n Ú`¦

Sn

2nÛ`-3n
= lim

n Ú`¦

7+5'2
2 nÛ`

2nÛ`-3n

	 = lim
n Ú`¦

7+5'2
2

2- 3
n

	 =
7+5'2

4 � 답 ②
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원 C2의 반지름의 길이
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본문 pp. 14~15

1
4É lim

n Ú`¦

an

4nÛ`+2n+1
É 1

4

따라서 lim
n Ú`¦

an

4nÛ`+2n+1
= 1

4 이므로

80 lim
n Ú`¦

an

4nÛ`+2n+1
=80_ 1

4 =20� 답 20

곡선 y= 1
n xÛ` 위의 점 중에서 x좌표와

y좌표가 모두 정수인 점의 개수 bn은 n이 

소수일 때, 즉 조건을 만족시키는 점이 

(0, 0), (n, n)일 때가 최소이고, 오른쪽 

그림과 같이 0ÉxÉn인 모든 정수 x에 

대하여 1
n xÛ`의 값이 모두 정수일 때가 최

대이다.

따라서 2ÉbnÉn+1이다.

blacklabel 특강 풀이첨삭

01 47	 02 23	 03 
9
4 	 04 21	 05 ⑤

06 25	 07 -
'6
2

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 15

해결단계

➊ 단계 조건 ㈐를 조건 ㈏를 이용하여 정리한다.

➋ 단계
➊단계에서 정리한 식이 성립하도록 하는 p, q, r 사이의 관

계식을 구한다.

➌ 단계 조건 ㈎에 맞는 순서쌍 (p, q, r)의 개수를 구한다.

조건 ㈐에서 lim
n Ú`¦

(pn+2)(qn+r)an=45이므로

lim
n Ú`¦

[(4n-7)an_
(pn+2)(qn+r)

4n-7 ]=45

lim
n Ú`¦

(4n-7)an_ lim
n Ú`¦

(pn+2)(qn+r)
4n-7 =45

5 lim
n Ú`¦

(pn+2)(qn+r)
4n-7 =45 (∵ 조건 ㈏)

lim
n Ú`¦

(pn+2)(qn+r)
4n-7 =9

∴ lim
n Ú`¦

pqnÛ`+(pr+2q)n+2r
4n-7 =9

이때, pq+0이면 위의 수열은 발산하므로

pq=0	 yy㉠

lim
n Ú`¦

pqnÛ`+(pr+2q)n+2r
4n-7 ‌�= lim

n Ú`¦

(pr+2q)n+2r
4n-7 	

= lim
n Ú`¦

pr+2q+ 2r
n

4- 7
n

	

=
pr+2q

4 =9

∴ pr+2q=36	 yy㉡

㉠에서 p=0 또는 q=0이므로

Ú	p=0일 때,

	 ㉡에서 2q=36    ∴ q=18

	‌� 조건 ㈎에 의하여 r는 집합 {x|0ÉxÉ40, x는 정수}

01 

의 원소이고, p, q, r는 서로 다른 세 정수이므로 가능

한 순서쌍 (p, q, r)의 개수는

	 41-2=39

Û	q=0일 때,

	 ㉡에서 pr=36=2Û`_3Û`

	 이것을 만족시키는 순서쌍 (p, r)의 개수는

	 (2+1)_(2+1)-1=9-1=8

Ú, Û에서 구하는 순서쌍 (p, q, r)의 개수는

39+8=47� 답 47

해결단계

➊ 단계 an+1-an의 값의 범위를 부등식으로 나타낸다. 

➋ 단계
n 대신에 1, 2, 3, y, n-1을 차례대로 대입하여 변끼리 

더한다.

➌ 단계
극한값의 대소 관계를 이용하여 lim

n Ú`¦
an의 값의 범위를 구

한 후, 최댓값 M을 구하여 4M의 값을 구한다.

|an+1-an|É
1

n(n+2)
에서 

- 1
n(n+2)

Éan+1-anÉ
1

n(n+2)

- 1
2 {

1
n - 1

n+2 }Éan+1-anÉ
1
2 {

1
n - 1

n+2 }

위의 식의 n 대신에 1, 2, 3, y, n-1을 차례대로 대입

하여 변끼리 더하면

- 1
2 {1-

1
3 }Éaª-aÁÉ 1

2 {1-
1
3 }

- 1
2 {

1
2 - 1

4 }Éa£-aªÉ 1
2 {

1
2 - 1

4 }

- 1
2 {

1
3 - 1

5 }Éa¢-a£É 1
2 {

1
3 - 1

5 }

	 ⋮

	 - 1
2 {

1
n-2 - 1

n }Éan-1-an-2É
1
2 {

1
n-2 - 1

n }

	 - 1
2 {

1
n-1 - 1

n+1 }

+		 Éan-an-1É
1
2 {

1
n-1 - 1

n+1 }

	 - 1
2 {1+

1
2 - 1

n - 1
n+1 }Éan-aÁ

� É 1
2 {1+

1
2 - 1

n - 1
n+1 }

17
4 + 1

2 {
1
n + 1

n+1 }ÉanÉ
23
4 - 1

2 {
1
n + 1

n+1 }

� (∵ aÁ=5)

이때, lim
n Ú`¦

[ 17
4 + 1

2 {
1
n + 1

n+1 }]=
17
4 ,

lim
n Ú`¦

[ 23
4 - 1

2 {
1
n + 1

n+1 }]=
23
4 이므로

17
4 É lim

n Ú`¦
anÉ

23
4

따라서 lim
n Ú`¦

an의 최댓값은 M= 23
4 이므로

4M=4_ 23
4 =23� 답 23

r=0 또는 r=18인 경우는 제외한다.

(p, r)가 (6, 6)인
경우는 제외한다.

02 

책1.indb   17 20. 6. 5.   오후 3:13



018  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

an+1=pan+q (p+1, q+0) 꼴로 정의된 수열의 극한

an+1=pan+q를 an+1-a=p(an-a)	 yy㉠

꼴로 변형하면 수열 {an-a}는 첫째항이 a1-a이고 공비가 p인 등

비수열이므로

an-a=(a1-a)pn-1    ∴ an=(a1-a)pn-1+a
이때, |p|<1이면

lim
n Ú`¦

an= lim
n Ú`¦

{(a1-a)pn-1+a}=a

이므로 수열 {an}의 극한값이 존재하고, 그 값은 a이다.

한편, 수열 {an}의 극한값 a가 존재하면

lim
n Ú`¦

an+1= lim
n Ú`¦

an=a이므로 an+1=pan+q에서

lim
n Ú`¦

an+1= lim
n Ú`¦

(pan+q)    ∴ a=pa+q	 yy㉡

㉠에서 q=-pa+a이므로 ㉡과 같다.

따라서 an+1=pan+q 꼴로 정의된 수열 {an}의 극한은 |p|<1일 

때 존재하며 그 극한값은 수열의 귀납적 정의 an+1=pan+q의 양변

에 극한을 취하여 구하면 된다.

blacklabel 특강 참고 

해결단계

➊ 단계
|f(x)|<1, f(x)=-1, f(x)=1, |f(x)|>1로 범위

를 나누어 함수 g(x)를 구한다.

➋ 단계
함수 g(x)가 x=2, x=5에서만 불연속이기 위한 함수 

f(x)의 조건을 찾는다.

➌ 단계 함수 f(x)를 구한 후, f(7)의 값을 구한다.

Ú	|f(x)|<1일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ f(x)}2n= lim
n Ú`¦

{ f(x)}2n+1=0이므로

	 g(x)= 0-1
0+1 =-1

Û	 f(x)=-1일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ f(x)}2n=1, lim
n Ú`¦

{ f(x)}2n+1=-1이므로

	 g(x)= -1-1
1+1 =-1

Ü	 f(x)=1일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ f(x)}2n= lim
n Ú`¦

{ f(x)}2n+1=1이므로

	 g(x)= 1-1
1+1 =0

Ý	|f(x)|>1일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ f(x)}2n= lim
n Ú`¦

{ f(x)}2n+1=¦이므로

	 g(x)= lim
n Ú`¦

f(x)- 1
{ f(x)}2n

1+ 1
{ f(x)}2n

= f(x)

Ú~Ý에서

g(x)=

(
\
{
\
9

-1

-1

0

f(x)

`

(|f(x)|<1)

( f(x)=-1)

( f(x)=1)

(|f(x)|>1)

삼차함수 f(x)가 모든 실수 x에 대하여 연속이므로 함수 

g(x)는 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=1의 교점의 

x좌표에서 불연속이다.

이때, 함수 g(x)가 x=2, x=5에서만 불연속이므로 방

정식 f(x)=1, 즉 f(x)-1=0의 실근은 2 또는 5이어

야 한다. 즉,

04 

해결단계

➊ 단계
n회 반복한 후 그릇 B에 담긴 물의 양을 bn`L이라 할 때, 

an+1, bn+1, an, bn 사이의 관계식을 구한다.

➋ 단계
➊단계의 관계식과 두 그릇에 담긴 물의 총 양이 3`L임을 

이용하여 an+1과 an 사이의 관계식을 구한다.

➌ 단계 수열 {an}의 일반항을 구한 후, lim
n Ú`¦

an의 값을 구한다.

처음 3`L의 물을 그릇 A에 1`L, 그릇 B에 2`L로 나누어 

담았으므로 이때의 두 그릇 A, B에 담긴 물의 양을 각각 

a0`L, b0`L이라 하면

a0=1, b0=2

그릇 A의 물 중에서 
1
3 의 물을 퍼내어 그릇 B에 붓고, 

다시 그릇 B의 물 중에서 
1
2 의 물을 퍼내어 그릇 A에 붓

는 시행을 반복하므로 n회 반복한 후 그릇 A, B에 담긴 

물의 양을 각각 an`L, bn`L라 하면

a1=
2
3 + 1

2 _{2+ 1
3 }=

11
6 ,

b1=
1
2 _{2+ 1

3 }=
7
6

(
\
{
\
9

an+1=an-
1
3 an+

1
2 {bn+

1
3 an}

bn+1=
1
2 {bn+

1
3 an}

∴ 

(
\
{
\
9

an+1=
5
6 an+

1
2 bn    yy㉠

bn+1=
1
6 an+

1
2 bn

두 그릇 A, B에 담긴 물의 총 양은 3`L로 일정하므로

an+bn=3에서 bn=3-an

위의 식을 ㉠에 대입하여 정리하면

an+1=
5
6 an+

1
2 (3-an)

∴ an+1=
1
3 an+

3
2 	 yy㉡

an+1-a=p(an-a)라 하면 an+1=pan-pa+a
위의 식이 ㉡과 같으므로

p= 1
3 , -pa+a= 3

2

- 1
3 a+a=

3
2 , 

2
3 a=

3
2     ∴ a= 9

4

∴ an+1-
9
4 = 1

3 {an-
9
4 }

수열 [an-
9
4 ]는 첫째항이 a1-

9
4 = 11

6 - 9
4 =- 5

12 이

고 공비가 
1
3 인 등비수열이므로

an-
9
4 =- 5

12 {
1
3 }

n-1

∴ an=- 5
12 {

1
3 }

n-1
+ 9

4

∴ lim
n Ú`¦

an‌�= lim
n Ú`¦

[- 5
12 {

1
3 }

n-1
+ 9

4 ]	  

= 9
4 � 답 

9
4

03 
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본문 p. 15

ㄷ.		lim
n Ú`¦

f(2n-1)=a이면

		 lim
n Ú`¦

f(2n)

		 = lim
n Ú`¦

2n

Á
k=1

(-1)k-1ak

		 = lim
n Ú`¦

[
2n-1

Á
k=1

(-1)k-1ak+(-1)2n-1a2n]

		 = lim
n Ú`¦

f(2n-1)- lim
n Ú`¦

a2n

		 =a-0 (∵ 조건 ㈏)

		 =a (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

해결단계

➊ 단계 삼각형 OPnQn의 세 변의 길이를 각각 n에 대하여 나타낸다.

➋ 단계
삼각형의 내심과 외심의 성질을 이용하여 an과 bn을 각각 n
에 대하여 나타낸다.

➌ 단계 lim
n Ú`¦

anbn의 값을 구한 후, 100L의 값을 구한다.

주어진 조건에 의하여

Pn(n, 0), Qn{
1
n , 
'3
n }

OÕPnÓ=pn, OÕQnÓ=qn, PÕnQnÓ=rn이라 하면

pn=n

qn=¾Ð{ 1
n }2`+{

'3
n }2`=®É

4
nÛ`

= 2
n

rn‌�=¾Ð{n- 1
n }2`+{0-

'3
n }2`

=¾ÐnÛ`-2+ 1
nÛ`

+ 3
nÛ`

=¾Ð nÝ`-2nÛ`+4
nÛ`

=
"ÃnÝ`-2nÛ`+4

n

한편, 삼각형 OPnQn의 내접원의 중심에서 x축까지의 거

리 an은 내접원의 반지름의 길이와 같으므로 삼각형

OPnQn의 넓이를 Sn이라 하면

Sn=
1
2 _n_

'3
n = 1

2 (pn+qn+rn)_an

∴ an=
'3

pn+qn+rn

=
'3

n+ 2
n +

"ÃnÝ`-2nÛ`+4
n

=
'3n

nÛ`+2+"ÃnÝ`-2nÛ`+4
	 yy㉠

06 

f(x)-1=(x-2)Û`(x-5) 또는

f(x)-1=(x-2)(x-5)Û`이어야 하므로

f(x)=(x-2)Û`(x-5)+1 또는

f(x)=(x-2)(x-5)Û`+1

①	f(x)=(x-2)Û`(x-5)+1일 때,

	 f(3)=-1이므로 g(3)=-1

	 g(3)>0이어야 하므로 모순이다.

②	f(x)=(x-2)(x-5)Û`+1일 때,

	 f(3)=5이므로 g(3)=5

	 g(3)>0을 만족시킨다.

①, ②에서 f(x)=(x-2)(x-5)Û`+1이므로

f(7)=5_2Û`+1=21� 답 21

임의의 삼차함수 y= f(x)의 그래프를 이용하여 함수 y=g(x)의 그

래프를 그리면 위의 그림과 같다. 이때, 함수 g(x)는 함수 y= f(x)
의 그래프와 직선 y=1의 교점의 x좌표에서만 불연속이므로 조건에 

의하여 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=1의 교점의 x좌표는 2, 5
이어야 한다.

blacklabel 특강 풀이첨삭

해결단계

➊ 단계 조건 ㈎를 이용하여 ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➋ 단계
f(2n-1)과 f(2n+1)의 대소 관계를 파악한 후, ㄴ의 참, 

거짓을 판별한다.

➌ 단계
수열의 기본 성질과 조건 ㈏를 이용하여 ㄷ의 참, 거짓을 판

별한다.

f(n)=
n

Á
k=1

(-1)k-1ak

ㄱ.		조건 ㈎의 an<an+1<0에서

		 an-an+1<0    yy㉠

		 a1- f(2n)

	 =aÁ-
2n

Á
k=1

(-1)k-1ak

		 =a1-(a1-a2+a3-a4+y-a2n)

		 =a1-a1+a2-a3+a4-y+a2n

		 =(a2-a3)+(a4-a5)+y+(a2n-2-a2n-1)+a2n

		 <0 (∵ ㉠, an<0이므로 a2n<0)

		 ∴ a1< f(2n) (참)

ㄴ.		f(2n+1)- f(2n-1)

		 =
2n+1

Á
k=1

(-1)k-1ak-
2n-1

Á
k=1

(-1)k-1ak

		 =(-1)2n-1a2n+(-1)2n+1-1a2n+1

		 =-a2n+a2n+1>0 (∵ ㉠)

		‌� 즉, f(2n+1)> f(2n-1)이므로 f(2n-1)은 증가

함수이다. (참)

05 
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020  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

해결단계

➊ 단계
x=an이 주어진 방정식의 근임을 이용하여 an에 대한 관계

식을 세운다.

➋ 단계
➊단계에서 구한 식을 

1
n =

10anÛ`-15
anÜ`+7

로 정리한 후, 수열 

{an}의 극한값을 구한다.

x=an은 방정식 xÜ`-10nxÛ`+15n+7=0의 근이므로

anÜ`-10nanÛ`+15n+7=0

n(10anÛ`-15)=anÜ`+7

∴ 
1
n =

10anÛ`-15
anÜ`+7

이때, lim
n Ú`¦

1
n =0이고 수열 {an}이 수렴하므로

lim
n Ú`¦

10anÛ`-15
anÜ`+7

=
10{ lim

n Ú`¦
an}Û`-15

{ lim
n Ú`¦

an}Ü`+7
=0

10{ lim
n Ú`¦

an}Û`-15=0, { lim
n Ú`¦

an}Û`=
3
2

∴ lim
n Ú`¦

an=Ñ®
3
2 =Ñ '62

그런데 an은 주어진 방정식의 가장 작은 해이므로

lim
n Ú`¦

an=-
'6
2 � 답 -

'6
2

xÜ`-10nxÛ`+15n+7=0에서 xÜ`+7=n(10xÛ`-15)

∴ n= xÜ`+7
10xÛ`-15

f(x)= xÜ`+7
10xÛ`-15

이라 하면 방정식 xÜ`-10nxÛ`+15n+7=0의 해

는 곡선 y= f(x)와 직선 y=n의 교점의 x좌표이다.

이때, 10xÛ`-15+0, 즉 10{x+
'6
2 }{x-

'6
2 }+0에서 x+Ñ

'6
2

이므로 곡선 y= f(x)는 두 직선 x=-
'6
2  또는 x=

'6
2 을 점근선

으로 갖고, lim
x Ú`-¦

f(x)=-¦, lim
x Ú`-

'6
2 -

f(x)=¦,

lim
x Ú`-

'6
2 +

f(x)=-¦, lim
x Ú`

'6
2 -

f(x)=-¦,

lim
x Ú`

'6
2 +

f(x)=¦,

lim
x Ú`¦

f(x)=¦이므로 함수 y=f(x)

의 그래프의 개형은 오른쪽 그림과 같다.

따라서 n Ú`¦일 때, 곡선 y=f(x)
와 직선 y=n의 교점의 x좌표 중 가장 

작은 해인 an은 -
'6
2 으로 수렴한다.

blacklabel 특강 참고

1 4	 2 50	 3 ⑤	 4 ④

이것이 수능	 p. 16

07 

삼각형 OPnQn의 외접원의 중심을 Cn(xn, yn)이라 하면 

점 Cn은 선분 OPn의 수직이등분선 위에 있으므로

xn=
n
2 이다.

OÕCnÓ=QÕnCnÓ에서 OÕCnÓ Û`=QÕnCnÓ Û`이므로

{ n
2 }2`+ynÛ`={

n
2 - 1

n }2`+{yn-
'3
n }2`

nÛ`
4 +ynÛ`=

nÛ`
4 -1+ 1

nÛ`
+ynÛ`-

2'3
n yn+

3
nÛ`

2'3
n yn=

4
nÛ`

-1, 
2'3
n yn=

4-nÛ`
nÛ`

∴ yn=
4-nÛ`
2'3n

bn=|yn|이므로 n¾2일 때

bn=
nÛ`-4
2'3n

	 yy㉡

㉠, ㉡에서

L= lim
n Ú`¦

anbn

= lim
n Ú`¦

{ '3n
nÛ`+2+"ÃnÝ`-2nÛ`+4

_ nÛ`-4
2'3n

}

= lim
n Ú`¦

nÛ`-4
2(nÛ`+2+"ÃnÝ`-2nÛ`+4)

= lim
n Ú`¦

1- 4
nÛ`

2{1+ 2
nÛ`

+®É1- 2
nÛ`

+ 4
nÝ`
 }

= 1
2_(1+'1) = 1

4

∴ 100L=100_ 1
4 =25� 답 25

삼각형의 내심

⑴	‌�원 I가 삼각형 ABC의 세 변에 모두 

접할 때, 이 원 I를 삼각형 ABC의 내

접원이라 하고 내접원의 중심 I를 내

심이라 한다.

⑵	‌�삼각형 ABC의 내접원의 반지름의 

길이를 r라 하면

	     △ABC= 1
2 r(ABÓ+BCÓ+ACÓ)

삼각형의 외심

⑴	‌�삼각형 ABC의 모든 꼭짓점이 원 O 

위에 있을 때, 이 원 O를 삼각형 ABC
의 외접원이라 하고 외접원의 중심 O
를 외심이라 한다.

⑵	①	‌�삼각형의 세 변의 수직이등분선은 

한 점(외심)에서 만난다.

	 ②	‌�삼각형의 외심에서 세 꼭짓점에 이

르는 거리는 모두 같다.

		  ⇨ OAÓ=OBÓ=OCÓ=(외접원의 반지름의 길이)

내심

내접원

외심

외접원

blacklabel 특강 필수 개념
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본문 pp. 15~16

Ú, Û에서

Sn+1-Sn‌�=(2nÛ`+2n)+(2nÛ`+4n+1)	 

=4nÛ`+6n+1

∴ lim
n Ú`¦

Sn+1-Sn

nÛ`
= lim

n Ú`¦

4nÛ`+6n+1
nÛ`

	 = lim
n Ú`¦

4+ 6
n + 1

nÛ`
1

	 =4� 답 4

해결단계

➊ 단계

점 Pn(n, nÛ`)에서의 접선 ln의 방정식을 구한 후, 접선 ln

이 x축과 만나는 점을 Xn이라 하고 두 점 Xn, Yn의 좌표를 

각각 구한다.

➋ 단계

원 밖의 한 점에서 원에 접선을 그으면 원 밖의 한 점에서 

두 접점까지의 거리는 서로 같음을 이용하여 두 선분 

YnRn, OQn의 길이를 각각 구한다.

➌ 단계 lim
n Ú`¦

OÕQnÓ
YÕnRnÓ

의 값을 구한 후, 100a의 값을 구한다.

y=xÛ`에서 y '=2x

점 Pn(n, nÛ`)에서의 접선의 기울기가 2n이므로 접선 ln

의 방정식은

y-nÛ`=2n(x-n)    ∴ y=2nx-nÛ`

직선 ln이 x축과 만나는 점을 Xn이라 하면 y축과 만나는 

점은 Yn이므로

Xn{
n
2 , 0}, Yn(0, -nÛ`)

한편, 원 밖의 한 점에서 원에 접선을 그으면 원 밖의 한 

점과 두 접점 사이의 거리는 서로 같으므로

YÕnRnÓ=YÕnPnÓ, XÕnPnÓ=XÕnQnÓ

∴ YÕnRnÓ‌�=YÕnPnÓ	  

="Ã(n-0)Û`+{nÛ`-(-nÛ`)}Û`	  

="Ã4nÝ`+nÛ`,

OÕQnÓ‌�=OÕXnÓ+XÕnQnÓ=OÕXnÓ+XÕnPnÓ	  

= n
2 +®É{n- n

2 }2`+(nÛ`-0)Û`	  

= n
2 +¾ÐnÝ`+ nÛ`

4

∴ lim
n Ú`¦

OÕQnÓ
YÕnRnÓ

= lim
n Ú`¦

n
2 +¾ÐnÝ`+ nÛ`

4
"Ã4nÝ`+nÛ`

	 = lim
n Ú`¦

1
2n +®É1+ 1

4nÛ`

®É4+ 1
nÛ`

	 =
'1
'4

= 1
2

따라서 a= 1
2 이므로

100a=100_ 1
2 =50� 답 50

2 

해결단계

➊ 단계

조건 ㈎, ㈏에서 정사각형의 내부는 두 곡선 y=xÛ̀ , y= 1
2 xÛ̀

과 직선 x=2n-1로 둘러싸인 영역의 내부와 만나야 함을 

파악한다.

➋ 단계

Sn+1-Sn은 두 곡선 y=xÛ̀ , y= 1
2 xÛ̀ 과 두 직선 x=2n-1, 

x=2n+1로 둘러싸인 영역의 내부 또는 직선 x=2n-1과 

내부가 만나는 정사각형의 개수와 같음을 파악한다.

➌ 단계
2n-1Éx<2n, 2nÉx<2n+1로 나누어 Sn+1-Sn을 

구한 후, lim
n Ú`¦

Sn+1-Sn

nÛ`
의 값을 구한다.

조건 ㈏에 의하여 정사각형의 내부는 두 곡선 y=xÛ̀ ,

y=1
2 xÛ̀ 과 직선 x=2n-1로 둘러싸인 영역의 내부와 만

나야 한다.

이때, Sn+1은 두 곡선 y=xÛ̀ , y= 1
2 xÛ̀ 과 직선 x=2n+1

로 둘러싸인 영역의 내부와 내부가 만나는 정사각형의 개

수이므로 Sn+1-Sn은 두 곡선 y=xÛ̀ , y= 1
2 xÛ̀ 과 두 직선 

x=2n-1, x=2n+1로 둘러싸인 영역의 내부 또는 직

선 x=2n-1과 내부가 만나는 정사각형의 개수와 같다.

� yy㉠

f(x)=xÛ`, g(x)= 1
2 xÛ`이라 하면

Ú	2n-1Éx<2n일 때,

	 f(2n)=(2n)Û`=4nÛ`,

	 g(2n-1)= 1
2 (2n-1)Û`=2nÛ`-2n+ 1

2

	‌� 이때, 조건 ㈎에서 정사각형의 

꼭짓점의 x좌표, y좌표는 모두 

정수이고 정사각형의 한 변의 

길이는 1이므로 ㉠을 만족시키

는 정사각형의 개수는

	 4nÛ`-(2nÛ`-2n)=2nÛ`+2n

Û	2nÉx<2n+1일 때,

	 f(2n+1)=(2n+1)Û`=4nÛ`+4n+1,

	 g(2n)= 1
2 (2n)Û`=2nÛ`

	‌� 이때, 조건 ㈎에서 정사각형의 

꼭짓점의 x좌표, y좌표는 모두 

정수이고 정사각형의 한 변의 

길이는 1이므로 ㉠을 만족시키

는 정사각형의 개수는

	 (4nÛ`+4n+1)-2nÛ`

	 =2nÛ`+4n+1

1 
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A n s w e r

해결단계

➊ 단계
| x-1

k |<1, | x-1
k |=1, | x-1

k |>1로 범위를 나누어 

함수 f(x)를 구한다.

➋ 단계
함수 g(x)가 실수 전체의 집합에서 연속이려면

( f½ f)(k)=0을 만족시켜야 함을 파악한다.

➌ 단계
k와 1-k의 대소 관계에 따라 ➋단계를 만족시키는 k의 값

을 구한 후, (g½ f)(k)의 값을 구한다.

f(x)= lim
n Ú`¦

{ x-1
k }

2n
-1

{ x-1
k }

2n
+1

`(k>0)에서

Ú	| x-1
k |<1, 즉 1-k<x<k+1일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ x-1
k }

2n
=0이므로

	 f(x)= 0-1
0+1 =-1

Û	| x-1
k |=1, 즉 x=1-k 또는 x=k+1일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ x-1
k }

2n
=1이므로

	 f(x)= 1-1
1+1 =0

Ü	| x-1
k |>1, 즉 x<1-k 또는 x>k+1일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ x-1
k }

2n
=¦이므로

	 f(x)= lim
n Ú`¦

1-{ k
x-1 }

2n

1+{ k
x-1 }

2n = 1-0
1+0 =1

Ú, Û, Ü에서

f(x)=

(
\
{
\
9

-1

0

1

 

(1-k<x<k+1)

(x=1-k 또는 x=k+1)

(x<1-k 또는 x>k+1)

이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

한편, 함수 g(x)가 실수 전체의 집합에서 연속이므로

x=k에서 연속이다.

즉, lim
x Ú`k

g(x)=g(k)에서

lim
x Ú`k

(x-k)Û`=( f½ f)(k)

이때, lim
x Ú`k

(x-k)Û`=0이므로 ( f½ f)(k)=0

①	k<1-k, 즉 k< 1
2 일 때,

	 f(k)=1이므로 ( f½ f)(k)= f( f(k))= f(1)

	 이때, 1-k<1, 1+k>1이므로 f(1)=-1

	 ∴ ( f½ f)(k)= f(1)=-1

	 그런데 ( f½ f)(k)=0이어야 하므로 모순이다.

②	k=1-k, 즉 k= 1
2 일 때,

	 f(k)=0이므로 ( f½ f)(k)= f( f(k))= f(0)=1

	 그런데 ( f½ f)(k)=0이어야 하므로 모순이다.

3 ③	k>1-k, 즉 k> 1
2 일 때,

	 f(k)=-1이므로 ( f½ f)(k)= f( f(k))= f(-1)

	 1-k< 1
2 , 1+k> 3

2 이므로 f(-1)=0이려면

	 1-k=-1    ∴ k=2

①, ②, ③에서 k=2이므로

(g½ f)(k)‌�=(g½ f)(2)=g( f(2))	  

=g(-1)	  

=(-1-2)Û`=9� 답 ⑤

해결단계

➊ 단계
k
10 <1, k

10 =1, k
10 >1로 범위를 나누어 수열 {ak}를 구

한다.

➋ 단계
20
Á
k=1

ak의 값을 구한다.

ak= lim
n Ú`¦

2_{ k
10 }

2n+1
+{ k

10 }
n

{ k
10 }

2n
+{ k

10 }
n

+1
에서

Ú	
k
10 <1, 즉 k<10일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ k
10 }

2n+1
= lim

n Ú`¦
{ k
10 }

2n
= lim

n Ú`¦
{ k
10 }

n

=0

	 이므로

	 ak=
2_0+0
0+0+1 =0

Û	
k
10 =1, 즉 k=10일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ k
10 }

2n+1
= lim

n Ú`¦
{ k
10 }

2n
= lim

n Ú`¦
{ k

10 }
n

=1

	 이므로

	 a10=
2_1+1
1+1+1 =1

Ü	
k
10 >1, 즉 k>10일 때,

	 lim
n Ú`¦

{ k
10 }

2n+1
= lim

n Ú`¦
{ k
10 }

2n
= lim

n Ú`¦
{ k

10 }
n

=¦

	 이므로

	 ak= lim
n Ú`¦

2_ k
10 +{ 10

k }
n

1+{ 10
k }

n

+{ 10
k }

2n = k
5

Ú, Û, Ü에서

20

Á
k=1

ak‌�=
9

Á
k=1

ak+a10+
20

Á
k=11

ak	  

=9_0+1+
20

Á
k=11

k
5 	  

=1+ 1
5 {

20

Á
k=1

k-
10

Á
k=1

k}	  

=1+ 1
5 _{ 20_21

2 - 10_11
2 }	  

=1+31=32� 답 ④

4 
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Ⅰ. 수열의 극한 | 023

본문 pp. 16~18

급수02

01 ③	 02 -1	 03 ③	 04 15	 05 ⑤	

06 ②	 07 ③	 08 - 1
3 	 09 ①	 10 ①	

11 37	 12 ⑤	 13 ⑤	 14 ①

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 pp. 18 ~ 19

주어진 급수의 제 n 항까지의 부분합을 Sn이라 하면

Sn‌�={
3
2 - 4

3 }+{
4
3 - 5

4 }+{
5
4 - 6

5 }	 	

� +y+{ n+2
n+1 - n+3

n+2 }	

= 3
2 - n+3

n+2

∴ lim
n Ú`¦

Sn‌�= lim
n Ú`¦

{;2#;- n+3
n+2 }	 ‌

= 3
2 -1= 1

2

따라서 주어진 급수의 합은 
1
2 이다.� 답 ③

주어진 급수의 제 n 항을 an이라 하면

an‌�=logª`[1- 1
(n+1)Û`

]	 ‌

=logª`
(n+1)Û`-1

(n+1)Û`
	  

=logª` nÛ`+2n
(n+1)Û`

	  

=logª`{ n
n+1 _ n+2

n+1 }

이때, 주어진 급수의 제 n 항까지의 부분합을 Sn이라 하면

Sn‌�=
n

Á
k=1

ak	  

=
n

Á
k=1

logª`{ k
k+1 _ k+2

k+1 }	  

=logª`{ 1
2 _ 3

2 }+logª`{ 2
3 _ 4

3 }+logª`{ 3
4 _ 5

4 }	‌

� +y+logª`{ n
n+1 _ n+2

n+1 }	

=logª`[{ 1
2 _ 3

2 }_{
2
3 _ 4

3 }_{
3
4 _ 5

4 }_y	  

� _{ n
n+1 _ n+2

n+1 }]	

=logª` n+2
2(n+1)

∴ lim
n Ú`¦

Sn‌�= lim
n Ú`¦

logª` n+2
2(n+1)

	  

=logª`[ lim
n Ú`¦

n+2
2(n+1)

]	  

=logª` 12 =-1

따라서 주어진 급수의 합은 -1이다.� 답 -1

01 

02 

an+1=
n+2

n an의 n 대신에 1, 2, 3, y, n-1을 차례대

로 대입하여 변끼리 곱하면

	 a2=
3
1 a1

	 a3=
4
2 a2

	 a4=
5
3 a3

	      y

_	 an=
n+1
n-1 an-1

	 an‌�=
3
1 _ 4

2 _ 5
3 _y_ n

n-2 _ n+1
n-1 a1	  

=
n(n+1)

2 _2 (∵ a1=2)	  

=n(n+1)    yy㉠

이때, an+1=
n+2

n an의 양변을 anan+1로 나누면

1
an

= n+2
n _ 1

an+1

∴ 
n
an

= n+2
an+1

	 yy㉡

급수 
¦
Á
n=1
{ n+1

an+1
- n

an
}의 제 n 항까지의 부분합을 Sn이라 

하면

Sn‌�=
n

Á
k=1
{ k+1

ak+1
- k

ak
}	  

=
n

Á
k=1
{ k+1

ak+1
- k+2

ak+1
} (∵ ㉡)

=-
n

Á
k=1

1
ak+1

=-
n

Á
k=1

1
(k+1)(k+2)

 (∵ ㉠)

=-
n

Á
k=1
{ 1

k+1 - 1
k+2 }

=-[{ 1
2 - 1

3 }+{
1
3 - 1

4 }+{
1
4 - 1

5 }	  

� +y+{ 1
n+1 - 1

n+2 }]	

=- 1
2 + 1

n+2

∴ lim
n Ú`¦

Sn‌�= lim
n Ú`¦

{- 1
2 + 1

n+2 }	 ‌

=- 1
2 � 답 ③

다른풀이

급수 
¦
Á
n=1
{ n+1

an+1
- n

an
}의 제 n 항까지의 부분합을 Sn이라 

하면

Sn‌�=
n

Á
k=1
{ k+1

ak+1
- k

ak
}	  

=
n

Á
k=1
[ k+1
(k+1)(k+2)

- k
k(k+1)

] (∵ ㉠)	  

=
n

Á
k=1
{ 1
k+2 - 1

k+1 }	  

03 
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A n s w e r

	 =
(n+1)'n-n'Än+1

n(n+1)

	 =
'n
n -

'Än+1
n+1

	 = 1
'n

- 1
'Än+1

	‌� 이때, 급수 
¦
Á
n=1

1
(n+1)'n+n'Än+1

의 제 n 항까지

의 부분합을 Sn이라 하면

	 Sn‌�=
n

Á
k=1

ak	  

=
n

Á
k=1
{ 1
'k

- 1
'Äk+1

}	  

={ 1
'1

- 1
'2
}+{ 1

'2
- 1
'3
}+{ 1

'3
- 1
'4
}	  

� +y+{ 1
'n

- 1
'Än+1

}	

=1- 1
'Än+1

	 ∴ lim
n Ú`¦

Sn= lim
n Ú`¦

{1- 1
'Än+1

}=1

	‌� 즉, 급수 
¦
Á
n=1

1
(n+1)'n+n'Än+1

 은 수렴한다.

따라서 수렴하는 급수는 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ⑤

ㄱ.	
¦
Á
n=1

an=a에서 급수 
¦
Á
n=1

an이 수렴하므로 lim
n Ú`¦

an=0

	 이고, lim
n Ú`¦

bn=b이므로 

	 lim
n Ú`¦

anbn= lim
n Ú`¦

an_ lim
n Ú`¦

bn

	 =0_b=0 (참)

ㄴ.	‌�급수 
¦
Á
n=1

an이 수렴하므로 lim
n Ú`¦

an=0	  

이때, lim
n Ú`¦

1
an
+0이므로 급수 

¦
Á
n=1

1
an

은 발산한다.  

� (참)

ㄷ.	‌�
¦
Á
n=1

an=a, 
¦
Á
n=1

bn=b에서 두 급수 
¦
Á
n=1

an, 
¦
Á
n=1

bn이 각

각 수렴하므로	  

lim
n Ú`¦

an= lim
n Ú`¦

bn=0 (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

이차방정식 xÛ`-2nx+nÛ`-1=0에서 두 근의 곱이 an이

므로 근과 계수의 관계에 의하여

an=n2-1

급수 
¦
Á
n=2

2
an

의 제 n 항까지의 부분합을 Sn이라 하면

Sn‌�=
n

Á
k=2

2
ak

	 

=
n

Á
k=2

2
k2-1

	 

06 

1
0  꼴이므로 발산

07 

={ 13 - 1
2 }+{

1
4 - 1

3 }+{
1
5 - 1

4 }	  

� +y+{ 1
n+2 - 1

n+1 }	

=- 1
2 + 1

n+2

∴ lim
n Ú`¦

Sn‌�= lim
n Ú`¦

{- 1
2 + 1

n+2 }	 ‌

=- 1
2

¦
Á
n=1
{ an

n -3}=30에서 급수 
¦
Á
n=1
{ an

n -3}이 수렴하므로

lim
n Ú`¦

{ an

n -3}=0    ∴ lim
n Ú`¦

an

n =3    yy㉠

또한, 
¦
Á
n=1
{ bn

nÛ`
-5}=100에서 급수 

¦
Á
n=1
{ bn

nÛ`
-5}가 수렴

하므로

lim
n Ú`¦

{ bn

nÛ`
-5}=0    ∴ lim

n Ú`¦

bn

nÛ`
=5    yy㉡

∴ ‌�lim
n Ú`¦

2nÛ`+nan+2bn

5nÛ`+2nan-2bn
	  

= lim
n Ú`¦

2+
an

n +2_
bn

nÛ`

5+2_
an

n -2_
bn

nÛ`

	  

= 2+3+2_5
5+2_3-2_5 `(∵ ㉠, ㉡)	  

=15� 답 15

ㄱ.	 lim
n Ú`¦

n
n+1=1+0이므로 급수 

¦
Á
n=1

n
n+1 은 발산한다.

ㄴ.	‌�급수 
¦
Á
n=1

2
n(n+1)

의 제 n 항까지의 부분합을 Sn이라 

하면

	 Sn‌�=
n

Á
k=1

2
k(k+1)

	 

=
n

Á
k=1

2{ 1
k - 1

k+1 }	  

=2[{ 1
1 - 1

2 }+{
1
2 - 1

3 }+{
1
3 - 1

4 }	  

� +y+{ 1
n - 1

n+1 }]	

=2{1- 1
n+1 }

	 ∴ lim
n Ú`¦

Sn= lim
n Ú`¦

2{1- 1
n+1 }=2

	‌� 즉, 급수 
¦
Á
n=1

2
n(n+1)

는 수렴한다.

ㄷ.	‌�급수 
¦
Á
n=1

1
(n+1)'n+n'Än+1

의 제 n 항을 an이라	

하면

	 an‌�=
1

(n+1)'n+n'Än+1

	 =
(n+1)'n-n'Än+1
(n+1)2n-n2(n+1)

04 

05 
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본문 pp. 18~19

=
n

Á
k=2

2
(k-1)(k+1)

	 

=
n

Á
k=2
{ 1
k-1 - 1

k+1 }	  

={ 1
1 - 1

3 }+{
1
2 - 1

4 }+{
1
3 - 1

5 }+{
1
4 - 1

6 }	  

� +y+{ 1
n-2 - 1

n }+{
1

n-1 - 1
n+1 }	

=1+ 1
2 - 1

n - 1
n+1

∴ 
¦
Á
n=2

2
an

‌�= lim
n Ú`¦

Sn	  

= lim
n Ú`¦

{1+ 1
2 - 1

n - 1
n+1 }	 ‌

=1+ 1
2 = 3

2 � 답 ③

¦
Á
n=1

rn`cos`
(n+1)

2 p

=r`cos`p+r2`cos` 32 p+r3`cos`2p+r4`cos` 52 p+y

=-r+r3-r5+y

= -r
1-(-r2)

 (∵ -1<r<1에서 -1<-rÛ`É0)

= -r
1+r2 =

3
10

-10r=3(1+r2), 3r2+10r+3=0

(3r+1)(r+3)=0

∴ r=- 1
3  (∵ -1<r<1)� 답 - 1

3

등비수열 {an}의 첫째항을 a, 공비를 r`(-1<r<1)라 

하면 
¦
Á
n=1

an=1에서 

a
1-r =1	 yy㉠

수열 {anÛ`}은 첫째항이 aÛ`, 공비가 rÛ`인 등비수열이므로

¦
Á
n=1

anÛ`=3에서

aÛ`
1-rÛ`

=3, aÛ`
(1+r)(1-r)

=3

a
1+r _ a

1-r =3

∴ 
a

1+r =3`(∵ ㉠)	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a= 3
2 , r=- 1

2

따라서 수열 {anÜ`}은 첫째항이 aÜ`= 27
8 , 공비가 rÜ`=- 1

8

인 등비수열이므로 

¦
Á
n=1

anÜ`=

27
8

1-{- 1
8 }

=3� 답 ①

08 

09 

등비수열 [{ 2r-1
3 }

n

]이 수렴하므로

-1< 2r-1
3 É1, -3<2r-1É3

-2<2rÉ4    ∴ -1<rÉ2    yy㉠

ㄱ.	등비급수 
¦
Á
n=1
{ 1-r

2 }
2n-1

의 공비는 { 1-r
2 }

2
이다.

	 ㉠에서 -2É-r<1, -1É1-r<2

	 - 1
2É

1-r
2 <1    ∴ 0É{ 1-r

2 }
2
<1

	 즉, 등비급수 
¦
Á
n=1
{ 1-r

2 }
2n-1

은 수렴한다.

ㄴ.	‌�등비급수 
¦
Á
n=1
{ 1+r

3 }
n

의 공비는 
1+r

3 이다.

	‌� ㉠에서 0<1+rÉ3이므로 0< 1+r
3 É1

	‌� 즉, 등비급수 
¦
Á
n=1
{ 1+r

3 }
n

은 항상 수렴한다고 할 수 

없다.

ㄷ.	‌�등비급수 
¦
Á
n=1
{ 1
1+r }

n

의 공비는 
1

1+r 이다.	  

㉠에서 0<1+rÉ3이므로 
1

1+r¾
1
3 	  

즉, 등비급수 
¦
Á
n=1
{ 1
1+r }

n

은 항상 수렴한다고 할 수 

없다.

따라서 항상 수렴하는 급수는 ㄱ뿐이다.� 답 ①

사각형 PnQn+1Qn+2Pn+1의 네 꼭짓점은 Pn(n, 3n), 

Qn+1(n+1, 0), Qn+2(n+2, 0), Pn+1(n+1, 3n+1)이

므로 두 점 Pn+1, Qn+1의 x좌표는 

같다.

오른쪽 그림에서 

an‌�=△PnQn+1Pn+1	 ` 

� +△Pn+1Qn+1Qn+2	

= 1
2 _1_3n+1+ 1

2 _1_3n+1	

=3n+1

∴ 
¦
Á
n=1

1
an

=
¦
Á
n=1

` 1
3n+1 =

1
9

1- 1
3

= 1
6

따라서 p=6, q=1이므로

pÛ`+qÛ`=6Û`+1Û`=37� 답 37

0.0H60H7=0.0607607607y이므로

a1=0, a2=6, a3=0, a4=7, a5=6, a6=0, a7=7, y

∴ 
¦
Á
n=1

an

5n ‌�=
a1

5 +
a2

52 +
a3

53 +
a4

54 +
a5

55 +
a6

56 +
a7

57 +y	

= 6
52 + 7

54 + 6
55 +

7
57 +

6
58 +

7
510 +y	  

10 

11 

12 
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A n s w e r

위의 그림과 같이 원 A1의 중심을 O, 원 AÁ과 정사각형 

BÁ의 한 교점을 P, 중심 O에서 점 P를 포함한 정사각형 

B1의 한 변에 내린 수선의 발을 H라 하자.

△OPH는 직각이등변삼각형이고 OPÓ=1이므로

PHÓ=OHÓ= 1
'2

정사각형 B1의 한 변의 길이는 2PHÓ='2이므로

S1=p_12-('2)2=p-2

원 Aª의 반지름의 길이가 OHÓ= 1
'2

이므로 두 원 A1, A2

의 반지름의 길이의 비는 1`:` 1
'2

, 즉 '2`:`1이고 넓이의 

비는 2`:`1이다.

또한, 두 원 AÁ, Aª에 각각 내접한 두 정사각형 BÁ, Bª

의 넓이의 비도 2`:`1이다.

따라서 수열 {Sn}은 첫째항이 p-2이고, 공비가 
1
2 인 등

비수열이므로

¦
Á
n=1

Sn=
p-2

1- 1
2

=2p-4� 답 ①

다른풀이

원 An의 반지름의 길이를 rn이라 하면 원 An에 내접하는 

정사각형 Bn의 대각선의 길이가 2rn이므로 정사각형 Bn

의 한 변의 길이는 '2rn이다.

즉, 정사각형 Bn에 내접하는 원 An+1의 지름의 길이가 

'2rn이므로 반지름의 길이는 
'2
2  rn이다.

∴ rn+1=
'2
2  rn

따라서 r1=1, rn+1=
'2
2  rn이므로 수열 {rn}은

rn={
'2
2 }

n-1

∴ ‌�An=p_rnÛ`=p_[{
'2
2 }

n-1
]2= p

2n-1 ,	  

Bn=('2rn)Û`=2_[{ '22 }
n-1
]2= 2

2n-1

∴ 
¦
Á
n=1

Sn‌�=
¦
Á
n=1

(An-Bn)	  

=
¦
Á
n=1
{ p

2n-1 -
2

2n-1 }� ‌

=
¦
Á
n=1

p-2
2n-1 	   

= p-2

1- 1
2

=2p-4

14 =6_{ 1
52 + 1

55 +
1
58 +y}	  

� +7_{ 1
54 +

1
57 +

1
510 +y}	

=6_

1
25

1- 1
125

+7_

1
625

1- 1
125

	  

=6_ 5
124 +7_ 1

620 	  

= 157
620 � 답 ⑤

PÕ0P1Ó=4, PÕnPÓn+1Ó=
1
2  PÕn-1ÓPnÓ이므로

PÕn-1ÓPnÓ=4_{ 1
2 }

n-1
`(n=1, 2, 3, y)

이때, 점 Pn이 한없이 가까워지는 점의 좌표를 (x, y)라 

하면

x‌�=PÕ0P1Ó+PÕ2P3Ó+PÕ4P5Ó +y	  

=4+4_{ 1
2 }

2
+4_{ 12 }

4
+y	 

= 4

1- 1
4

= 16
3 ,

y‌�=PÕ1P2Ó+PÕ3P4Ó+PÕ5P6Ó+y	  

=4_ 1
2 +4_{ 1

2 }
3
+4_{ 12 }

5
+y	  

= 2

1- 1
4

= 8
3

따라서 점 Pn이 한없이 가까워지는 점의 좌표는 { 163 , 
8
3 }

이다.� 답 ⑤

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

n이 짝수일때의 점 Pn을 이은 직선과 n이 홀수일때의 점 Pn을 이은 

직선을 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다.

㉠

㉡

두 점 P¼(0, 0), Pª(4, 2)를 지나는 직선의 방정식은

y= 1
2 x	 yy㉠

두 점 PÁ(4, 0), P£(5, 2)를 지나는 직선의 방정식은

y=2x-8	 yy㉡

점 Pn은 두 직선 ㉠, ㉡의 위를 번갈아 가면서 위치하므로 점 Pn이 한

없이 가까워지는 점은 두 직선 ㉠, ㉡의 교점이다.

따라서 ㉠, ㉡을 연립하여 풀면

x= 16
3 , y= 8

3

따라서 구하는 점의 좌표는 { 16
3 , 8

3 }이다.

13 
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본문 pp. 19~20

01 2 02 ① 03 ① 04 1
2 05 5

6

06 3 07 1
2 08 6 09 ⑤ 10 ⑤

11 -57 12 -A-2B-1 13 ⑤ 14 ③

15 ④ 16 11 17 1
2 18

'1�0+1
9 19 ④

20 ③ 21 ⑤ 22 ⑤ 23 3 24 ②

25 5
2 26 82 27 3p 28 5 29 9

30 ③ 31 ③

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 20~24

a1=1, a2=2이고 an+2=an+1+an이므로 수열 {an}의 

각 항을 차례대로 나열하면

1, 2, 3, 5, 8, y
∴ lim

n Ú`¦
an=¦

한편, an+2=an+1+an에서 an=an+2-an+1이므로

¦
Á
n=1

an

an+1an+2

=
¦
Á
n=1

an+2-an+1

an+1an+2
=

¦
Á
n=1
{ 1
an+1

- 1
an+2
}

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1
{ 1

ak+1
- 1

ak+2
}

= lim
n Ú`¦

[{ 1
a2

- 1
a3
}+{ 1

a3
- 1

a4
}+{ 1

a4
- 1

a5
}

� +y+{ 1
an+1

- 1
an+2
}]

= lim
n Ú`¦

{ 1
a2

- 1
an+2

1
¦  꼴이므로 0으로 수렴

}

= 1
a2

 {∵ lim
n Ú`¦

an= lim
n Ú`¦

an+2=¦}

= 1
2 `(∵ a2=2)

따라서 A= 1
2 이므로 4A=4_ 1

2 =2� 답 2

주어진 세 급수 A, B, C의 제 n 항까지의 부분합을 각각 

Sn, Tn, Rn이라 하면

Ú	A=1- 1
2 + 1

2 - 1
3 + 1

3 - 1
4 + 1

4 - 1
5 +y에서

	 S2n-1=1, S2n=1- 1
n+1

	 ∴ lim
n Ú`¦

S2n-1= lim
n Ú`¦

S2n=1

	 따라서 주어진 급수가 1에 수렴하므로 A=1

Û B={1-1
2 }+{

1
2 - 1

3 }+{
1
3 - 1

4 }+{
1
4 -1

5 }+y

	 에서 Tn=1- 1
n+1

	 ∴ lim
n Ú`¦

Tn=1

	 따라서 주어진 급수가 1에 수렴하므로 B=1

01 

02 

Ü C={1+ 1
2 }-{

1
2 + 1

3 }+{
1
3 + 1

4 }-{
1
4 +1

5 }+y

	 에서 R2n-1=1+ 1
2n , R2n=1- 1

2n+1

	 ∴ lim
n Ú`¦

R2n-1= lim
n Ú`¦

R2n=1

	 따라서 주어진 급수가 1에 수렴하므로 C=1

Ú, Û, Ü에서 A=B=C=1� 답 ①

항의 부호가 교대로 변하는 급수

항의 부호가 교대로 변하는 급수는 홀수 번째까지의 부분합 S2n-1과 	

짝수 번째까지의 부분합 S2n의 극한값을 구하여

⑴ lim
n Ú`¦

S2n-1= lim
n Ú`¦

S2n=S이면 주어진 급수는 S에 수렴한다.

⑵ lim
n Ú`¦

S2n-1+ lim
n Ú`¦

S2n이면 주어진 급수는 발산한다.

blacklabel 특강 풀이첨삭

Sn=
n(3n+1)

2 이므로

Ú	n¾2일 때, 

	 an‌�=Sn-Sn-1	  

=
n(3n+1)

2 -
(n-1)(3n-2)

2 	  

= 3nÛ`+n-3nÛ`+5n-2
2 =3n-1

Û	n=1일 때, 

	 a1=S1=
1_(3+1)

2 =2

Ú, Û에서 an=3n-1`(단, n=1, 2, 3, y)

∴ ‌�
¦
Á
n=1

1
anan+1

	  

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
akak+1

	  

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
(3k-1)(3k+2)

	  

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
3 {

1
3k-1 - 1

3k+2 }	  

= lim
n Ú`¦

1
3 [{

1
2 - 1

5 }+{
1
5 - 1

8 }+{
1
8-

1
11 }�

 +y+{ 1
3n-1 - 1

3n+2 }] 

= lim
n Ú`¦

1
3 {

1
2 - 1

3n+2 }

	 = 1
3 _ 1

2 = 1
6 � 답 ①

an=
1+(-1)n

2n-1 , bn=
3

2n+3 이므로 두 수열 {an}, 

{bn}의 각 항을 차례대로 나열하면 다음과 같다.

{an}：	0, 23 , 0, 27 , 0, 2
11 , y 

{bn}：‌� 
3
5 , 

3
7 , 

3
9 , 

3
11 , 

3
13 , 

3
15 , y

03 

04 
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A n s w e r

∴ 
¦
Á
n=1

n
anSn

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

k
akSk

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

k

(k+1)_ 1
2 k(k+3)

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

2
(k+1)(k+3)

	  

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1
{ 1

k+1 - 1
k+3 }	  

= lim
n Ú`¦

[{ 12 - 1
4 }+{

1
3 - 1

5 }+{
1
4 - 1

6 }	 ‌

� +y+{ 1
n - 1

n+2 }+{
1

n+1 - 1
n+3 }]	

= lim
n Ú`¦

{ 12 + 1
3 - 1

n+2 - 1
n+3 }

	 = 1
2 + 1

3 = 5
6 � 답 

5
6

첫째항이 a, 공차가 d`(d+0)인 등차수열 {an}의 첫째항부터 제 n 항

까지의 합을 Sn이라 하면

    an=a+d(n-1), Sn=
n{2a+(n-1)d}

2
즉, an은 n에 대한 일차식이고 그 합 Sn은 상수항이 0인 n에 대한 이

차식이다.

따라서 위의 문항에서 Sn은 첫째항부터 등차수열을 이루는 수열의 합

이므로 Sn=An2+Bn (A, B는 상수, A+0)으로 나타낼 수 있다.

blacklabel 특강 해결실마리

해결단계

➊ 단계 주어진 식을 수열 [ 1
an-2 ]에 대한 식으로 변형한다.

➋ 단계
수열 [ 1

an-2 ]의 일반항을 구한 후, 급수

¦
Á
n=1

(an-2)(an+1-2)의 값을 구한다.

➌ 단계 p, q의 값을 각각 구한 후, p+q의 값을 구한다.

an+1-2‌�=
an-2

-an+3 	  

=
an-2

-(an-2)+1
이므로

1
an+1-2 ‌�=

-(an-2)+1
an-2 	  

=-1+ 1
an-2

∴ 
1

an+1-2 - 1
an-2 =-1

즉, 수열 [ 1
an-2 ]은 첫째항이 

1
a1-2= 1

3
2 -2

=-2이

고 공차가 -1인 등차수열이므로

1
an-2 ‌�=-2+(-1)(n-1)	  

=-n-1=-(n+1)

06 

이때, 수열 {anbn}의 각 항을 차례대로 나열하면 다음과 

같다.

{anbn}：‌�0, 2_3
3_7 , 0, 2_3

7_11 , 0, 2_3
11_15 , y

∴ ‌�
¦
Á
n=1

anbn	  

=0+ 2_3
3_7 +0+ 2_3

7_11 +0+ 2_3
11_15 +y	  

=6 lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
(4k-1)(4k+3)

	  

=6 lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
4 {

1
4k-1 - 1

4k+3 }	  

= 3
2 lim

n Ú`¦
[{ 1

3 - 1
7 }+{

1
7 - 1

11 }+{
1
11 - 1

15 }	  

� +y+{ 1
4n-1 - 1

4n+3 }]	

= 3
2 lim

n Ú`¦
{ 1

3 - 1
4n+3 }	  

= 3
2 _ 1

3 = 1
2 � 답 

1
2

단계 채점 기준 배점

㈎ 수열 {anbn}의 각 항을 차례대로 나열한 경우 30%

㈏

¦
Á
n=1

anbn의 부분합을 부분분수 분해를 이용하여 간

단하게 나타낸 경우
40%

㈐
¦
Á
n=1

anbn의 값을 구한 경우 30%

Sn=An2+Bn (A, B는 상수, A+0)이라 하면

조건 ㈎에서

lim
n Ú`¦

Sn

n2+1
‌�= lim

n Ú`¦

An2+Bn
n2+1

	 

= lim
n Ú`¦

A+B
n

1+ 1
n2

=A= 1
2

조건 ㈏에서

lim
n Ú`¦

("Ãn2+2Bn-n)‌�= lim
n Ú`¦

2Bn
"Ãn2+2Bn+n

	  

= lim
n Ú`¦

2B

®É1+ 2B
n +1

= 2B
2 = 3

2  

∴ B= 3
2

즉, Sn=
1
2 n2+ 3

2 n이므로

Ú	n¾2일 때,

	 an‌�=Sn-Sn-1	  

= 1
2 n2+ 3

2 n-[ 1
2 (n-1)2+ 3

2 (n-1)]	  

=n+1

Û	n=1일 때,

	 a1=S1=
1
2 + 3

2 =2

Ú, Û에서 an=n+1 (단, n=1, 2, 3, y)

05 
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본문 pp. 20~21

∴ an-2=- 1
n+1     yy㉠

∴ 
¦
Á
n=1

(an-2)(an+1-2)

 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

(ak-2)(ak+1-2)

 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1
{- 1

k+1 }{-
1

k+2 } (∵ ㉠)

 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
(k+1)(k+2)

 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1
{ 1

k+1 - 1
k+2 }

 = lim
n Ú`¦

[{ 1
2 - 1

3 }+{
1
3 - 1

4 }+{
1
4 - 1

5 }

� +y+{ 1
n+1 - 1

n+2 }]

 = lim
n Ú`¦

{ 1
2 - 1

n+2 }=
1
2

따라서 p=2, q=1이므로

p+q=2+1=3� 답 3

12+22+32+y+n2‌�=
n

Á
k=1

k2	  

=
n(n+1)(2n+1)

6 ,

2+6+12+y+n(n+1)

=
n

Á
k=1

k(k+1)

=
n

Á
k=1

(k2+k)

=
n(n+1)(2n+1)

6 +
n(n+1)

2

=
n(n+1)(n+2)

3

이므로

12+22+32+y+n2

2+6+12+y+n(n+1)
‌�=

n(n+1)(2n+1)
6

n(n+1)(n+2)
3

	

= 2n+1
2n+4

∴	
¦
Á
n=1
[ an

4n2 -
12+22+32+y+n2

2+6+12+y+n(n+1)
]

	 =
¦
Á
n=1
{ an

4n2 -
2n+1
2n+4 }=3

이때, 위의 급수가 수렴하므로

lim
n Ú`¦

{ an

4n2 -
2n+1
2n+4 }=0

∴ lim
n Ú`¦

an

4n2 = lim
n Ú`¦

2n+1
2n+4 =1

∴ lim
n Ú`¦

8n2-an

4n2+an
‌�= lim

n Ú`¦

2-
an

4n2

1+
an

4n2

	  

= 2-1
1+1 = 1

2 � 답 
1
2

07 

조건 ㈎의 2n3+1<(12+22+3Û`+y+n2)an에서

2n3+1<
n(n+1)(2n+1)

6 an

∴ an>
6(2n3+1)

n(n+1)(2n+1)
	 yy㉠

또한, 조건 ㈏의 
1
2 an+bn<3에서

1
2 an<3-bn    ∴ an<6-2bn	 yy㉡

㉠, ㉡에서 
6(2n3+1)

n(n+1)(2n+1)
<an<6-2bn이므로

lim
n Ú`¦

6(2n3+1)
n(n+1)(2n+1)

É lim
n Ú`¦

anÉ lim
n Ú`¦

(6-2bn)

이때,

lim
n Ú`¦

6(2n3+1)
n(n+1)(2n+1)

= lim
n Ú`¦

6{2+ 1
n3 }

{1+ 1
n }{2+

1
n }

=6

조건 ㈐에서 급수 
¦
Á
n=1

bn이 수렴하므로 lim
n Ú`¦

bn=0

즉, lim
n Ú`¦

(6-2bn)=6-2_0=6

따라서 6É lim
n Ú`¦

anÉ6이므로

lim
n Ú`¦

an=6� 답 6

¦
Á
n=1

(an+1)=
¦
Á
n=1

bn=2에서 두 급수 
¦
Á
n=1

(an+1),

¦
Á
n=1

bn이 각각 수렴하므로

lim
n Ú`¦

(an+1)=0, lim
n Ú`¦

bn=0

∴ lim
n Ú`¦

an=-1, lim
n Ú`¦

bn=0    yy㉠

ㄱ.	㉠에 의하여 lim
n Ú`¦

an< lim
n Ú`¦

bn (참)

ㄴ.	‌�㉠에서	  

lim
n Ú`¦

(an+bn)= lim
n Ú`¦

an+ lim
n Ú`¦

bn

		  =-1+0=-1+0

	 이므로 급수 
¦
Á
n=1

(an+bn)은 발산한다. (참)

ㄷ.	‌�수열 {an}의 첫째항부터 제 n 항까지의 합이 Sn이므로

	
¦
Á
n=1

(an+1)‌�= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

(ak+1)	  

= lim
n Ú`¦

(Sn+n)=2

	 ∴ lim
n Ú`¦

(Sn-2an+n)= lim
n Ú`¦

(Sn+n)-2 lim
n Ú`¦

an

=2-2_(-1) (∵ ㉠)	

=4 (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

ㄱ.	‌�
¦
Á
n=1

(2an+bn)=p, 
¦
Á
n=1

(an-2bn)=q`(p, q는 상수)

라 하고 2an+bn=cn, an-2bn=dn으로 놓으면

08 

09 

10 
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A n s w e r

= lim
n Ú`¦

{2Û`(a2-a1)+3Û`(a3-a2)+4Û`(a4-a3)

� +y+(n+1)Û`(an+1-an)}

= lim
n Ú`¦

[-{4a1+5a2+7a3+y+(2n+1)an}

� +(n+1)Û`an+1]

= lim
n Ú`¦

[-a1-{3a1+5a2+7a3+y+(2n+1)an}]

� + lim
n Ú`¦

(n+1)Û`an+1

= lim
n Ú`¦

[-a1-
n

Á
k=1

(2k+1)ak]	 

� {∵ lim
n Ú`¦

nÛ`an= lim
n Ú`¦

(n+1)Û`an+1=0}

=-a1-
¦
Á
n=1

(2n+1)an	  

=-a1-2
¦
Á
n=1

nan-
¦
Á
n=1

an

=-A-2B-1`(∵ a1=1)� 답 -A-2B-1

1+p+p2+y+pn=
pn+1-1
p-1 이므로

¦
Á
n=1

1+p+p2+y+pn

7n

= 1
p-1

¦
Á
n=1

pn+1-1
7n

= 1
p-1

¦
Á
n=1
[p_{ p7 }

n

-{ 1
7 }

n

]

= 1
p-1  »

pÛ`
7

1-
p
7

-

1
7

1- 1
7

¼`{∵ 
1
7 <

p
7 <1}

= 1
p-1 {

p2

7-p - 1
6 }

= 1
p-1 _

6p2+p-7
6(7-p)

=
(6p+7)(p-1)
6(p-1)(7-p)

=
6p+7

6(7-p)
=2

즉, 12(7-p)=6p+7에서 84-12p=6p+7

18p=77    ∴ p= 77
18

∴ 36p=36_ 77
18 =154� 답 ⑤

S=
¦
Á
n=1
{ 1
4 }

n-1
= 1

1- 1
4

= 4
3 ,

Sn=
n

Á
k=1
{ 1
4 }

k-1
=

1-{ 14 }
n

1- 1
4

= 4
3 [1-{

1
4 }

n

]이므로

|S-Sn|=|
4
3 - 4

3 [1-{
1
4 }

n

]|= 4
3 {

1
4 }

n

이때, |S-Sn|<
1

768 이므로 
4
3 {

1
4 }

n

< 1
768 에서

1
3_4n-1 <

1
3_28 , 3_4n-1`>3_28

13 

14 

	
¦
Á
n=1

(2an+bn)=
¦
Á
n=1

cn=p,

	
¦
Á
n=1

(an-2bn)=
¦
Á
n=1

dn=q

	 이때, an=
2cn+dn

5 , bn=
cn-2dn

5 이므로

	
¦
Á
n=1

an‌�=
¦
Á
n=1

2cn+dn

5 = 2
5

¦
Á
n=1

cn+
1
5

¦
Á
n=1

dn	  

= 2
5 p+ 1

5 q 

	
¦
Á
n=1

bn‌�=
¦
Á
n=1

cn-2dn

5 = 1
5

¦
Á
n=1

cn-
2
5

¦
Á
n=1

dn	  

= 1
5 p- 2

5 q 

	 따라서 두 급수 
¦
Á
n=1

an, 
¦
Á
n=1

bn은 모두 수렴한다. (참)

ㄴ.	a-b‌�=
¦
Á
n=1

an-
¦
Á
n=1

bn=
¦
Á
n=1

(an-bn)	  

=lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

(ak-bk)>0`(∵ an>bn)

	 ∴ a>b (참)

ㄷ.	
¦
Á
n=1

an‌�=
¦
Á
n=1

(a2n-1+a2n)	  

=
¦
Á
n=1

a2n-1+
¦
Á
n=1

a2n	  

=a+b (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

조건 ㈎에서 2an+bn=
6

4n2-1
이므로

¦
Á
n=1

(2an+bn)

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

(2ak+bk)

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

6
4k2-1

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

6
(2k-1)(2k+1)

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

3{ 1
2k-1 - 1

2k+1 }

= lim
n Ú`¦

3[{ 1
1 - 1

3 }+{
1
3 - 1

5 }+{
1
5 - 1

7 }

� +y+{ 1
2n-1 - 1

2n+1 }]

= lim
n Ú`¦

3{1- 1
2n+1 }=3

∴ 
¦
Á
n=1

bn‌�=
¦
Á
n=1

{(2an+bn)-2an}	  

=
¦
Á
n=1

(2an+bn)-2
¦
Á
n=1

an	 

=3-2_30=-57� 답 -57

¦
Á
n=1

(n+1)Û`(an+1-an)

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

(k+1)Û`(ak+1-ak)

11 

12 
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본문 pp. 21~22

4n-1>44, n-1>4    ∴ n>5

따라서 구하는 자연수 n의 최솟값은 6이다.� 답 ③

주어진 급수의 제 n 항을 an이라 하면

an‌�=
6
7n + 6

7n+1 +
6

7n+2 +y+ 6
72n-1 	  

=

6
7n [1-{ 1

7 }
n

]

1- 1
7

	  

={ 1
7 }

n-1
- 1

7 _{ 1
49 }

n-1

따라서 주어진 급수의 합은

¦
Á
n=1

an‌�=
¦
Á
n=1
[{ 1

7 }
n-1

- 1
7 _{ 1

49 }
n-1
]	  

= 1

1- 1
7

-

1
7

1- 1
49

	  

= 7
6 - 7

48 = 49
48 � 답 ④

a1+10a2+102a3+y+10n-1an=9n+1	 yy㉠

㉠의 n 대신에 n-1을 대입하면

a1+10a2+102a3+y+10n-2an-1=9(n-1)+1

	 (n¾2) yy㉡

㉠-㉡을 하면

10n-1an=9    ∴ an=9_{ 1
10 }

n-1
`(n¾2)

㉠에 n=1을 대입하면 a1=10

∴ 
¦
Á
n=1

an=a1+
¦
Á
n=2

an

=10+
¦
Á
n=2

9_{ 1
10 }

n-1

=10+

9
10

1- 1
10

=10+1=11� 답 11

두 등비수열 {an}, {bn}은 첫째항이 모두 1이고, 공비가 

각각 
1
2 , r이므로 일반항은

an={
1
2 }

n-1
, bn=rn-1

Tn‌�=
¦
Á
k=1

ak+
¦
Á
k=2

bk+
¦
Á
k=3

ak+
¦
Á
k=4

bk	  

� +y+
¦
Á

k=2n-1
ak+

¦
Á

k=2n
bk	

=
n

Á
s=1
{

¦
Á

k=2s-1
ak+

¦
Á
k=2s

bk}	  

=
n

Á
s=1
[

¦
Á

k=2s-1
{ 1

2 }
k-1

+
¦
Á
k=2s

rk-1]	  

15 

16 

17 

=
n

Á
s=1

(
{
[9

{ 1
2 }

2s-2

1- 1
2

+ r2s-1

1-r

)
}
0
	  

=
n

Á
s=1
[{ 1

2 }
2s-3

+ r2s-1

1-r ]

lim
n Ú`¦

Tn=4이므로

lim
n Ú`¦

n

Á
s=1
[{ 12 }

2s-3
+ r2s-1

1-r ]

= 2

1- 1
4

+ 1
1-r _ r

1-r2

= 8
3 + r

(1-r)(1-r2)
=4

r
(1-r)(1-r2)

= 4
3 , 3r=4(1-r)(1-r2)

4r3-4r2-7r+4=0, {r- 1
2 }(4r

2-2r-8)=0

2{r- 1
2 }(2rÛ`-r-4)=0

∴ r= 1
2  또는 r=

1Ñ'3�3
4

그런데 -1<r<1이므로 구하는 r의 값은 
1
2 이다.

� 답 
1
2

조건 ㈐의 logan`x+logan+1`x=log`x에서

log`x
log`an

+
log`x

log`an+1
=log`x

x+1에서 log`x+0이므로 양변을 log`x로 나누면

1
log`an

+ 1
log`an+1

=1, 1
log`an+1

=1- 1
log`an

1
log`an+1

=
log`an-1

log`an

∴ log`an+1=
log`an

log`an-1

a1=
1
10 에서 log`a1=log` 1

10 =-1이므로

log`a2=
log`a1

log`a1-1 = -1
-1-1 = 1

2

∴ a2=10;2!;='1�0

log`a3=
log`a2

log`a2-1 =

1
2

1
2 -1

=-1

∴ a3=10-1= 1
10

  y

같은 방법으로 계산하면 자연수 n에 대하여

a2n-1=
1
10 , a2n='1�0

이므로

bn=a1a2a3ya2n-1a2n

={ 1
10 _'1�0}

n

={ '1�010 }
n

18 
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A n s w e r

등비수열 {an}의 첫째항을 a, 공비를 r라 하고 등비수열 

{bn}의 첫째항을 b, 공비를 s라 하면

an=arn-1, bn=bsn-1`(단, abrs+0)    yy㉠

ㄱ.	등비급수 
¦
Á
n=1

an이 수렴하면 -1<r<1, r+0

	‌� ㉠에서 a2n=ar2n-1이므로 급수 
¦
Á
n=1

a2n, 즉	  

¦
Á
n=1

ar2n-1은 공비가 rÛ`인 등비급수이다.	  

이때, 0<rÛ`<1이므로 급수 
¦
Á
n=1

a2n은 수렴한다. (참)

ㄴ.	‌�두 등비급수 
¦
Á
n=1

an, 
¦
Á
n=1

bn이 모두 수렴하면

	 -1<r<1, r+0이고 -1<s<1, s+0

	‌� ㉠에서 anbn=arn-1_bsn-1=ab(rs)n-1이므로 급수 

	‌�
¦
Á
n=1

anbn, 즉 
¦
Á
n=1

ab(rs)n-1은 공비가 rs인 등비급수이다.	

이때, -1<rs<1, rs+0이므로 급수 
¦
Á
n=1

anbn은 수

렴한다. (참)

ㄷ.	‌�급수 
¦
Á
n=1

anbn이 수렴할 때, 두 등비급수 
¦
Á
n=1

an, 
¦
Á
n=1

bn

이 모두 발산한다고 가정하면 |r|¾1, |s|¾1

	‌� 이때, |rs|=|r||s|¾1이므로 급수 
¦
Á
n=1

anbn은 발산

하게 되어 수렴한다는 조건에 모순이다. 

	‌� 따라서 급수 
¦
Á
n=1

anbn이 수렴하면 두 등비급수 
¦
Á
n=1

an, 

¦
Á
n=1

bn 중에서 적어도 하나는 수렴한다. (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

다른풀이

ㄷ. ‌�주어진 명제의 대우는 ‘두 등비급수 
¦
Á
n=1

an, 
¦
Á
n=1

bn이 

모두 발산하면 급수 
¦
Á
n=1

anbn은 발산한다.’이다.	  

두 등비급수 
¦
Á
n=1

an, 
¦
Á
n=1

bn이 모두 발산하면 |r|¾1, 

|s|¾1이므로 |rs|=|r||s|¾1이고, ㄴ에서 급수 

¦
Á
n=1

anbn은 공비가 rs인 등비급수이므로 급수 
¦
Á
n=1

anbn

은 발산한다.	  

따라서 대우가 참이면 명제도 참이므로 주어진 명제

는 참이다. (참) 

X={1, 2, 3, y, n}이라 하자.

집합 X를 공집합이 아닌 2개의 서로소인 부분집합으로 

나누려면 집합 X에서 원소를 뽑아 부분집합으로 만들고, 

남은 원소를 또 하나의 부분집합으로 만들면 된다.

21 

22 

∴ 
¦
Á
n=1

bn

‌�

=
¦
Á
n=1
{ '1�010 }

n

	 =

'1�0
10

1-
'1�0
10

	 =
'1�0

10-'1�0
=
'1�0+1

9 � 답 
'1�0+1

9

등비급수 
¦
Á
n=1

1
(r-1)n+1 의 첫째항은 

1
(r-1)Û`

, 공비는 

1
r-1 이므로 이 등비급수가 수렴하기 위해서는

-1< 1
r-1 <0 또는 0< 1

r-1 <1    yy㉠

이어야 한다.

Ú	r>1일 때,

r-1>0이므로 ㉠의 부등식의 각 변에 r-1을 곱하면	

-r+1<1<0 또는 0<1<r-1	  

r>0 또는 r>2    ∴ r>2

Û	r<1일 때,

r-1<0이므로 ㉠의 부등식의 각 변에 r-1을 곱하면	

-r+1>1>0 또는 0>1>r-1	  

r<0 또는 r<2    ∴ r<0

Ú, Û에서 주어진 등비급수는 r<0 또는 r>2일 때에만 

수렴한다.

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ④

등비급수 

x(1+x)+x(1+x)Û`+x(1+x)Ü`+y
의 첫째항은 x(1+x), 공비는 1+x이고, 이 급수가 수

렴하므로 

x(1+x)=0 또는 -1<1+x<1

그런데 x+-1, 0이므로

-1<1+x<1, 1+x+0

∴ -2<x<-1 또는 -1<x<0

f(x)‌�=x(1+x)+x(1+x)Û`+x(1+x)Ü`+y	  

=
x(1+x)

1-(1+x)
	  

=-x-1`(단, -2<x<-1, -1<x<0)

함수 y= f(x)의 그래프가 오른

쪽 그림과 같으므로 이 그래프 위

의 점 P의 자취의 길이는 두 점 	

(-2, 1)과 (0, -1) 사이의 거

리와 같다.

따라서 구하는 점 P의 자취의 길이는

"Ã(-2-0)Û`+(1+1)Û`=2'2� 답 ③

19 
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집합 X에서 원소를 1, 2, 3, y, (n-1)개씩 뽑아 각각 

부분집합으로 만들면 그 개수는

nC1+nC2+nC3+y+nCn-1

=nC0+nC1+nC2+y+nCn-(nC0+nCn)

=2n-2    yy㉠

이때, 집합 X={1, 2, 3, y, n}에서 원소 1을 뽑으면 

서로소인 두 부분집합은 {1}, {2, 3, 4, y, n}이고, 원

소 2, 3, 4, y, n을 뽑으면 서로소인 두 부분집합은 {1}, 

{2, 3, 4, y, n}이므로 서로 같다.

즉, ㉠에서 중복되는 경우가 2가지씩 존재하므로 집합 

X를 서로소인 두 부분집합으로 나누는 방법의 수는

an=
2n-2

2 =2n-1-1

∴ 
¦
Á
n=2

an

5n ‌�=
¦
Á
n=2

2n-1-1
5n 	  

=
¦
Á
n=1
[ 1
2 _{ 25 }

n

-{ 1
5 }

n

]`{∵ 
21-1-1

51 =0}	

=

1
5

1- 2
5

-

1
5

1- 1
5

	  

= 1
3 - 1

4 = 1
12 � 답 ⑤

다른풀이

X={1, 2, 3, y, n}이라 하자.

집합 X를 서로소인 두 부분집합으로 나누므로 집합 X의 

각 원소는 두 부분집합 중에서 하나에 반드시 포함되어야 

한다.

집합 X의 각 원소가 두 부분집합 중에서 한 집합에 포함

되는 경우의 수는 2n

이때, 집합 X의 모든 원소가 한 부분집합에 모두 포함되

는 경우 2가지를 제외해야 한다.

또한, 두 부분집합이 {1}, {2, 3, 4, y, n}인 경우와

{2, 3, 4, y, n}, {1}인 경우는 같으므로 2가지씩 중복

된다.

따라서 집합 X를 나누는 방법의 수는

an=
2n-2

2 =2n-1-1

정육각형 A1A2A3A4A5A6에서 

두 점 A1, A2는 반지름의 길이

가 6인 원 위의 점이므로 

OÕA1 Ó=OÕA2Ó=AÕ1A2 Ó=6

이때, 정삼각형 OA1A2의 꼭짓

점 A2에서 변 OA1에 내린 수선의 발을 H라 하면 선분 

23 

A2H는 변 OA1을 이등분하므로

(점 A2의 x좌표)=3

(점 A3의 x좌표)=(점 A2의 x좌표)-6이므로

(점 A3의 x좌표)=3-6=-3 

같은 방법으로 나머지 점의 x좌표를 구하면 

(점 A4의 x좌표)=-6

(점 A5의 x좌표)=-3,

(점 A6의 x좌표)=3

즉, 수열 {an}은 6, 3, -3, -6, -3, 3이 이 순서대로 

반복된다.

∴ ‌�
¦
Á
n=1

an

2n 	  

={ 6
21 + 3

22 + -3
23 + -6

24 + -3
25 + 3

26 }	 

� +{ 6
27 + 3

28 +
-3
29 + -6

210 + -3
211 + 3

212 }+y	

={ 6
21 + 3

22 + -3
23 + -6

24 + -3
25 + 3

26 }	 

� _{1+ 1
26 +

1
212 +y}	

={3+ 3
4 - 3

8 - 3
8 - 3

32 + 3
64 }_

1

1- 1
64

 = 189
64 _ 64

63 =3� 답 3

다른풀이

점 An의 x좌표가 an이므로

a1=6, a2=3, a3=-3

또한, 모든 자연수 n에 대하여 두 점 An, An+3은 원점에 

대하여 대칭이므로

an=-an+3

∴ 
¦
Á
n=1

an

2n ‌�={ a1

2 +
a2

22 +
a3

23 }+{
a4

24 +
a5

25 +
a6

26 }	  

� +{ a7

27 +
a8

28 +
a9

29 }+y	

={ a1

2 +
a2

22 +
a3

23 }+{-
a1

24 -
a2

25 -
a3

26 }	  

� +{ a1

27 +
a2

28 +
a3

29 }+y	

=a1{
1
2 - 1

24 +
1
27 -y}	  

+a2{
1
22 -

1
25 +

1
28 -y}	�   

+a3{
1
23 -

1
26 +

1
29 -y}	

=6_

1
2

1-{- 1
8 }

+3_

1
4

1-{- 1
8 }

	  

� -3_

1
8

1-{- 1
8 }

	

= 8
3 + 2

3 - 1
3 = 9

3 =3
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∴	
¦
Á
n=1

1
an

	 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
ak

	 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
k(k+2)

	 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
2 {

1
k - 1

k+2 }

	 = lim
n Ú`¦

1
2 [{

1
1 - 1

3 }+{
1
2 - 1

4 }+{
1
3 - 1

5 }

� +y+{ 1
n-1 - 1

n+1 }+{
1
n - 1

n+2 }]

	 = lim
n Ú`¦

1
2 {1+

1
2 - 1

n+1 - 1
n+2 }

	 = 1
2 _ 3

2 = 3
4 � 답 ②

다른풀이

x2-1<a<x2+2x에서 xÛ`-1<a, a<xÛ`+2x

x2-1<a에서 x2<a+1

∴ -'Äa+1<x<'Äa+1	 yy㉤

a<x2+2x에서 x2+2x+1>a+1

(x+1)2>a+1

x+1<-'Äa+1 또는 x+1>'Äa+1

∴ x<-1-'Äa+1 또는 x>-1+'Äa+1	 yy㉥

㉤, ㉥에서 -1+'Äa+1<x<'Äa+1

-1+'Äa+1, 'Äa+1의 차가 1이므로 위의 부등호를 만

족시키는 자연수 x의 값이 존재하지 않으려면

'Äa+1이 자연수이어야 한다.

즉, 'Äa+1=k에서 a+1=k2

∴ a=k2-1 (단, k는 2 이상의 자연수)

∴	
¦
Á
n=1

1
an

	 =
¦
Á
k=2

1
k2-1

	 =
¦
Á
k=2

1
(k-1)(k+1)

	 =
¦
Á
k=2

1
2 {

1
k-1 - 1

k+1 }

	 = lim
n Ú`¦

1
2 [{

1
1 - 1

3 }+{
1
2 - 1

4 }+{
1
3 - 1

5 }

� +y+{ 1
n-2 - 1

n }+{
1

n-1 - 1
n+1 }]

	 = lim
n Ú`¦

1
2 {1+

1
2 - 1

n - 1
n+1 }=

3
4

수열 {an}의 각 항의 분모는 1 또는 2의 배수 또는 5의 

배수이므로 수열 {an}을 차례대로 나열하면 다음과 같다.

{an}：‌�1, 1
2 , 

1
22 , 

1
5 , 

1
23 , 

1
2_5 , 

1
24 , 

1
22_5

, 
1
52 , 

1
25 , 

1
23_5

, 
1

2_52 , 
1
26 , 

1
24_5

, 
1

22_52 , y

25 

두 함수 y=x2+2x, y=x2-1의 그래프는 다음 그림과 

같다.

x=1일 때, 12-1=0, 12+2_1=3이므로 a=1 또는 

a=2이면 1<A이다.

즉, A+á이므로 1, 2는 수열 {an}의 첫째항이 될 수 없다.

그런데 a=3이면 부등식 x2-1<a<x2+2x에서

x2-1<3<x2+2x

x2-1<3에서 x2<4

∴ -2<x<2	 yy㉠

x2+2x>3에서 xÛ`+2x-3>0

(x+3)(x-1)>0

∴ x<-3 또는 x>1	 yy㉡

㉠, ㉡에서 1<x<2이므로 부등식을 만족시키는 자연수

x는 존재하지 않는다.

즉, A=á이므로 aÁ=3

x=2일 때, 22-1=3, 22+2_2=8이므로 a의 값이 4, 

5, 6, 7 중 하나이면 2<A이다.

즉, A+á이므로 4, 5, 6, 7은 수열 {an}의 두 번째 항이 

될 수 없다.

그런데 a=8이면 부등식 x2-1<a<x2+2x에서

x2-1<8<x2+2x

x2-1<8에서 x2<9

∴ -3<x<3	 yy㉢

x2+2x>8에서 xÛ`+2x-8>0

(x+4)(x-2)>0

∴ x<-4 또는 x>2	 yy㉣

㉢, ㉣에서 2<x<3이므로 부등식을 만족시키는 자연수

x는 존재하지 않는다.

즉, A=á이므로 a2=8

x=3일 때, 32-1=8, 32+2_3=15이므로 a의 값이 9, 

10, 11, 12, 13, 14 중 하나이면 3<A이다.

즉, A+á이므로 9, 10, 11, 12, 13, 14는 수열 {an}의 

세 번째 항이 될 수 없다.

그런데 a=15이면 부등식 x2-1<15<x2+2x를 만족

시키는 자연수 x가 존재하지 않으므로 a3=15이다.

y

같은 방법으로 계산하면 집합 A를 공집합이 되도록 하는 

자연수 a는 k2+2k (k는 자연수)이어야 한다.

즉, n번째로 나열된 수 an은

an=n2+2n

24 
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본문 p. 23

∴	
¦
Á
n=1

an

	 =1+ 1
2 + 1

22 + 1
5 + 1

23 +
1

2_5 + 1
24 +

1
22_5

	 + 1
52 +

1
25 +

1
23_5

+ 1
2_52 	  

	‌�  + 1
26 +

1
24_5

+ 1
22_52 +y		

=[1+ 1
5 +{ 1

5 }2`+y]+
1
2 [1+

1
5 +{ 1

5 }2`+y]	�  

� + 1
22 [1+ 1

5 +{ 1
5 }2̀ +y]+y	

=[1+ 1
2 +{ 1

2 }2`+y][1+
1
5 +{ 1

5 }2`+y]	  

= 1

1- 1
2

_ 1

1- 1
5

	 =2_ 5
4 = 5

2 � 답 
5
2

다른풀이

1
x 이 정수나 유한소수로 나타내어지려면 x가 1이거나 x

의 소인수가 2 또는 5이어야 하므로	  

x=2k_5l`(k, l은 음이 아닌 정수)이라 하면

1
x = 1

2k_5l

∴ 
¦
Á
n=1

an=
¦
Á
k=0

¦
Á
l=0

1
2k_5l =

¦
Á
k=0
{ 1
2k

¦
Á
l=0

1
5l }

	 =
¦
Á
k=0»

1
2k _ 1

1- 1
5

¼= 5
4

¦
Á
k=0

1
2k

	 = 5
4 _ 1

1- 1
2

= 5
4 _2= 5

2

777n을 5로 나눈 나머지는 777n의 일의 자리의 수를 5로 

나눈 나머지와 같으므로 수열 {an}을 차례대로 나열하면

2, 4, 3, 1, 2, 4, 3, 1, y

∴ an=

(
\
{
\
9

2  (n=4k-3)

4  (n=4k-2)

3  (n=4k-1)

1  (n=4k)

`(단, k는 자연수)

∴ ‌�30
¦
Á
n=1

a2n

{3+(-1)n}n 	  

=30{ a2

21 +
a4

42 +
a6

23 +
a8

44 +y}	  

=30{ 4
21 +

1
42 +

4
23 +

1
44 +y}	  

=30{2+ 1
42 +

1
2 + 1

44 +y}	  

=30[{2+ 1
2 + 1

8 +y}+{ 1
42 + 1

44 +
1
46 +y}]	  

=30» 2

1- 1
4

+

1
16

1- 1
16

¼=30{ 8
3 + 1

15 }	  

=30_ 41
15 =82� 답 82

26 

원 OÁ의 중심을 OÁ, 반지름의 길이를 r라 하자.

∠OÁAÁCª= p6 이므로 △OÁAÁCª에서 AÕÁOÁÓ=2r

AÕÁAªÓ=AÕÁOÁÓ+OÕÁAªÓ에서 6=2r+r

6=3r    ∴ r=2

∴ SÁ‌�=(부채꼴 BÁAÁCÁ의 넓이)-(원 OÁ의 넓이)	 

= 1
2 _6Û`_ p3 -p_2Û`	  

=2p

점 OÁ에서 선분 AªCª에 내린 수선의 발을 H라 하면

OÕÁAÓªÓ=OÕÁCªÓ에서 △OÁCªAª는 이등변삼각형이고,

∠OÁAªCª= p6 이므로 AÕªHÓ='3

∴ AÕªCªÓ=2'3
두 부채꼴 BÁAÁCÁ, BªAªCª의 반지름의 길이가 각각 6, 

2'3이므로 닮음비는 3`:`'3이고 넓이의 비는

3Û``:`('3)Û`, 즉 1`:` 13 이다.

즉, 그림 Rn에 새로 색칠한 부분의 넓이와 그림 Rn+1에 

새로 색칠한 부분의 넓이의 비도 1`:` 13 이므로

Sn‌�=SÁ+ 1
3 SÁ+{ 1

3 }2`SÁ+y+{ 1
3 }

n-1
SÁ

따라서 수열 {Sn}은 첫째항이 SÁ=2p, 공비가 
1
3 인 등비

수열의 첫째항부터 제 n 항까지의 합이므로

lim
n Ú`¦

Sn=
2p

1- 1
3

=3p� 답 3p

27 

28 
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오른쪽 그림과 같이 원 CÁ의 중

심을 OÁ이라 하면 △RPO1은

∠RPO1=30ù, ∠PRO1=90ù인 

직각삼각형이므로

RÕO1 Ó‌�=PRÓ`tan`30ù	  

=6'3_ 1
'3

=6

즉, 원 C1의 반지름의 길이는 6이다.

다음 그림과 같이 n번째에 그려진 원 Cn과 (n+1)번째

에 그려진 원 Cn+1의 중심을 각각 On, On+1, 반지름의 

길이를 각각 rn, rn+1이라 하고, 원 Cn과 선분 PQ의 접

점을 Qn, 점 On+1에서 선분 OnQn에 내린 수선의 발을 

Hn이라 하자.

직각삼각형 OnOn+1Hn에서

OÕnOÓn+1Ó=rn+rn+1, OÕnÕHnÓ=rn-rn+1

이때, ∠OnOn+1Hn=30ù이므로

OÕnÕHnÓ=OÕnOÓn+1Ó`sin`30ù에서

rn-rn+1=
1
2 (rn+rn+1), 

1
2  rn=

3
2  rn+1

∴ rn+1=
1
3 rn

따라서 수열 {rn}은 첫째항이 6, 공비가 
1
3 인 등비수열이

므로 구하는 원 CÁ, Cª, C£, y의 반지름의 길이의 합은

¦
Á
n=1

rn=
6

1- 1
3

=9� 답 9

오른쪽 그림 T1에서 큰 원의 중심을 

O, 색칠된 세 원의 중심을 각각 A, B, 

C라 하자.

이때, 색칠된 원의 반지름의 길이를 r

라 하면 ABÓ=BCÓ=CAÓ=2r이므로 

△ABC는 한 변의 길이가 2r인 정삼각형이고, 무게중심

은 점 O이다.

정삼각형 ABC의 높이는 
'3
2 _2r='3r이므로

OÕAÓ= 2
3 _'3r= 2'3

3 r

OÕAÓ+r=1이므로 
2'3
3  r+r=1  

∴ r= 3
2'3+3

=2'3-3

∴ S1=3p_(2'3-3)Û`=(63-36'3)p 

29 

30 

호 BÁDÁ 위의 한 점을 꼭짓점으로 하고 두 변이 각각 두 

선분 AÁBÁ, AÁDÁ 위에 있는 정사각형의 한 변의 길이를 

r라 하고, 이 정사각형이 호 BÁDÁ과 만나는 점을 P라 하

면 AÕÁCÁÓ=AÕÁPÓ+PÕCÁÓ에서

2'2='2r+2, '2r=2'2-2

∴ r=2-'2
그림 RÁ에서 색칠된 부분의 넓이는 정사각형 AÁBÁCÁDÁ

의 넓이에서 사분원 BÁCÁDÁ의 넓이와 선분 AÁP를 대각

선으로 하는 정사각형의 넓이를 빼면 되므로

SÁ‌�=2Û`- 1
4 _p_2Û`-(2-'2)Û`	  

=4'2-p-2

꼭짓점 Aª에서 선분 BÁCÁ에 내린 수선의 발을 H라 하고, 

정사각형 AªBªCªDª의 한 변의 길이를 x라 하면

△AªHBª, △CªBªCÁ은 모두 빗변의 길이가 x인 직각이

등변삼각형이므로

AÕªHÓ=HÕBªÓ=BÕªCÁÓ= x
'2

HÕCÁÓ='2x, AÕªCÁÓ=2이므로 △AªHCÁ에서

2Û`={ x
'2 }2`+('2x)Û`, 52 xÛ`=4

xÛ`= 8
5     ∴ x=

2'1�0
5  (∵ x>0)

두 정사각형 AÁBÁCÁDÁ, AªBªCªDª의 한 변의 길이가 각

각 2, 
2'1�0

5 이므로 닮음비는 2`:`
2'1�0

5 , 즉 1`:`
'1�0
5 이고 

넓이의 비는 1Û``:`{ '1�05 }2, 즉 1`:` 25 이다.

즉, 그림 Rn에 새로 색칠한 부분의 넓이와 그림 Rn+1에 

새로 색칠한 부분의 넓이의 비도 1`:` 25 이므로

Sn=SÁ+ 2
5 SÁ+{ 2

5 }2`SÁ+y+{ 2
5 }

n-1
SÁ

수열 {Sn}은 첫째항이 SÁ=4'2-p-2이고 공비가 
2
5 인 

등비수열의 첫째항부터 제 n 항까지의 합이므로

lim
n Ú`¦

Sn=
4'2-p-2

1- 2
5

	 = 20
3 '2-

5
3 p-

10
3

따라서 a= 20
3 , b=- 5

3 , c=- 10
3 이므로

3(a+b+c)‌�=3_{ 20
3 - 5

3 - 10
3 }	 ‌

=3_ 5
3 =5� 답 5
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본문 pp. 23~25

한편, 그림 T1에서 큰 원과 작은 원의 반지름의 길이의 

비가 1：(2'3-3)이므로 그림 TÁ에서 새로 그려진 원과 

그림 Tª에서 새로 그려진 원의 반지름의 길이의 비도

1：(2'3-3)이고 넓이의 비는 1：(2'3-3)Û`이다.

또한, 그림 Tª에서 그림 TÁ에 색칠한 3개의 원 내부에 각

각 3개의 작은 원을 그리고 그 내부의 색은 지웠으므로 

그림 Tª에 색칠되어 있는 부분의 넓이는

S2‌�=S1-S1_(2'3-3)Û`_3	  

=S1-(63-36'3)S1

S3=S1-(63-36'3)S1+(63-36'3)Û`S1 	

   `⋮

∴ Sn=S1{1-(63-36'3)+(63-36'3)Û`	  

� -y+(-63+36'3)n-1}

즉, 수열 {Sn}은 첫째항이 (63-36'3)p, 공비가 	

-63+36'3인 등비수열의 첫째항부터 제 n 항까지의 합

이므로

lim
n Ú`¦

Sn‌�=
(63-36'3)p

1-(-63+36'3)
=

63-36'3
64-36'3

p 

따라서 a=63, b=64이므로

a+b=63+64=127� 답 ③

그림 R1에서 색칠되어 있는 부분의 넓

이가 S1이므로 S1은 오른쪽 그림과 같

이 정사각형 ABCD의 내부와 원 C2의 

외부의 공통부분의 넓이와 같다.

△FEC가 직각이등변삼각형이고,

FCÓ=CEÓ=1이므로 FEÓ='2
선분 AD의 중점을 G라 하면 S1은 직사각형 ABEG의 

넓이와 직각삼각형 EFG의 넓이의 합에서 부채꼴 EFG

의 넓이를 뺀 값과 같으므로

S1‌�=2_1+ 1
2 _('2)2- 1

2 _('2)2_ p2 	 

=3- p2
그림 R2에서 △FQR가 직각삼각형

이고 FRÓ=FEÓ='2이므로 정사각형 

PQRS의 한 변의 길이를 a라 하면

QRÓ=a, FQÓ= 1
2 a

△FQR에서

a2+{ 1
2 a}

2
=('2)2, 

5
4 a2=2

a2= 8
5     ∴ a=

2'1�0
5 `(∵ a>0)

∴ QRÓ=
2'1�0

5

31 

두 정사각형 ABCD, PQRS의 한 변의 길이가 각각 	

2, 
2'1�0

5 이므로 닮음비는 2`:`
2'1�0

5 , 즉 1`:`
'1�0
5 이고 넓

이의 비는 1Û̀ `:`{ '1�05 }2, 즉 1`:` 25 이다.

따라서 그림 RÁ에 색칠되어 있는 도형과 그림 Rª에서 새

로 색칠된 도형의 넓이의 비도 1`:` 25 이므로

S2=S1+
2
5 S1

S3=S1+
2
5 S1+{

2
5 }

2
S1

    y

Sn=S1[1+
2
5 +{ 2

5 }
2
+y+{ 2

5 }
n-1
]

즉, 수열 {Sn}은 첫째항이 S1=3- p2 , 공비가 
2
5 인 등비

수열의 첫째항부터 제 n 항까지의 합이므로

lim
n Ú`¦

Sn‌�=
3- p2
1- 2

5

	  

= 5
3 {3-

p
2 }=

30-5p
6 � 답 ③

01 ㄹ, ㄱ, ㄴ, ㄷ	 02 ①	 03 7	 04 1	

05 
'2
3 	 06 

3
4 	 07 157

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 25

해결단계

➊ 단계
ㄱ, ㄴ은 급수의 부분합을 구한 후, 부분합의 극한값을 구하

여 합을 구한다.

➋ 단계 ㄷ, ㄹ은 등비급수의 합 공식을 이용하여 합을 구한다.

➌ 단계
구한 극한값의 대소 관계를 비교하여 급수의 합이 큰 것부

터 순서대로 나열한다.

ㄱ.	
¦
Á
n=1

'Än+1-'n
"Ãn2+n

	 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

'Äk+1-'k
"Ãk2+k

	 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1
{ 'Äk+1
"Ãk2+k

-
'k
"Ãk2+k

}

	 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1
{ 1
'k

- 1
'Äk+1

}

	 = lim
n Ú`¦

[{ 1
'1

- 1
'2
}+{ 1

'2
- 1
'3
}+{ 1

'3
- 1
'4
}

� +y+{ 1
'n

- 1
'Än+1

}]

	 = lim
n Ú`¦

{1- 1
'Än+1

}=1

01 
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A n s w e r

ㄷ.	(반례) {an}：-1, 1, - 1
2 , 

1
2 , - 1

3 , 
1
3 , y

	‌� 이라 하고 수열 {an}의 첫째항부터 제 n 항까지의 합

을 Sn이라 하면

	 S2n=0, S2n-1=- 1
n

	‌� 이때, lim
n Ú`¦

S2n=lim
n Ú`¦

S2n-1=0, 즉 lim
n Ú`¦

Sn=0이므로

	 급수 
¦
Á
n=1

an은 수렴하지만

	
¦
Á
n=1

a2n=1+ 1
2 + 1

3 +y

	 은 발산한다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ뿐이다.� 답 ①

급수 
¦
Á
n=1

1
n  의 발산의 증명

급수 
¦
Á
n=1

1
n 의 각 항을 1

2k  (k는 자연수)과 대소 비교를 해 보면

1> 1
2 , 1

2 = 1
2 , 1

3 > 1
2Û`

, 14 = 1
2Û`

, 15 > 1
2Ü`

, 1
6 > 1

2Ü`
, 1

7 > 1
2Ü`

,	  

1
8 = 1

2Ü`
, y이므로

¦
Á
n=1

1
n �=1+ 1

2 +{ 1
3+

1
4 }+{

1
5 + 1

6 + 1
7 + 1

8 }+y	  

> 1
2 + 1

2 +{ 1
2Û`

+ 1
2Û`
}+{ 1

2Ü`
+ 1

2Ü`
+ 1

2Ü`
+ 1

2Ü`
}+y	  

= 1
2 + 1

2 + 1
2Û`

+ 4
2Ü`

+y	  

= 1
2 + 1

2 + 1
2 + 1

2 +y=
¦
Á
n=1

1
2

이때, 
¦
Á
n=1

1
n 이 발산하므로 

¦
Á
n=1

1
n 도 발산한다.

blacklabel 특강 참고

해결단계

➊ 단계
부분합을 이용하여 급수 

¦
Á
n=1

(an+an+1+an+2)를 Sn과 an

에 대한 식으로 나타낸다.

➋ 단계
급수

¦
Á
n=1

an이 수렴하고 
¦
Á
n=1

an= lim
n Ú`¦

Sn임을 이용하여 급

수 
¦
Á
n=1

(an+an+1+an+2)의 값을 구한다.

급수 
¦
Á
n=1

(an+an+1+an+2)의 첫째항부터 제 n 항까지의 

부분합을 Tn이라 하면

Tn‌�=
n

Á
k=1

(ak+ak+1+ak+2)	  

=(a1+a2+a3)+(a2+a3+a4)+(a3+a4+a5)	  

� +y+(an+an+1+an+2)	

=a1+2a2+3(a3+a4+a5+y+an)+2an+1+an+2	

=3(a1+a2+a3+y+an)+2an+1+an+2-2a1-a2	

=3Sn+2an+1+an+2-2a1-a2	 yy㉠

한편,

¦
Á
n=1

an‌�= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

ak	  

= lim
n Ú`¦

Sn

= lim
n Ú`¦

8n2-5n-1
2n2-1

03 

ㄴ.	
¦
Á
n=1

1
2n(2n+2)

	 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

1
2k(2k+2)

	 = 1
4 lim

n Ú`¦

n

Á
k=1

1
k(k+1)

	 = 1
4 lim

n Ú`¦

n

Á
k=1
{ 1
k - 1

k+1 }

	 = 1
4 lim

n Ú`¦
[{ 1

1 - 1
2 }+{

1
2 - 1

3 }+{
1
3 - 1

4 }

� +y+{ 1
n - 1

n+1 }]

	 = 1
4 lim

n Ú`¦
{1- 1

n+1 }

	 = 1
4 _1= 1

4

ㄷ.	
¦
Á
n=1
{ 2

5n - 1
4n }‌�=

2
5

1- 1
5

-

1
4

1- 1
4

	  

= 1
2 - 1

3 = 1
6

ㄹ.	
¦
Á
n=1

(2n+1-1){ 1
3 }

n

‌�=
¦
Á
n=1
[2_{ 2

3 }
n

-{ 1
3 }

n

]	  

=

4
3

1- 2
3

-

1
3

1- 1
3

	 

=4- 1
2 = 7

2

따라서 급수의 합을 큰 것부터 순서대로 나열하면

ㄹ, ㄱ, ㄴ, ㄷ이다.� 답 ㄹ, ㄱ, ㄴ, ㄷ

해결단계

➊ 단계
급수의 합은 부분합의 극한값과 같음을 이용하여 ㄱ의 참, 

거짓을 판별한다.

➋ 단계 반례를 찾아 ㄴ, ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

ㄱ.	 lim
n Ú`¦

an=a`(a는 상수)라 하면

	
¦
Á
n=1

(an+1-an)

	 = lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

(ak+1-ak)

	 = lim
n Ú`¦

{(a2-a1)+(a3-a2)+(a4-a3)

� +y+(an+1-an)}

	 = lim
n Ú`¦

(-a1+an+1)

	 =-a1+ lim
n Ú`¦

an+1

	 =-a1+a (∵ lim
n Ú`¦

an+1= lim
n Ú`¦

an=a) (참)

ㄴ.	(반례) {an}：1, 0, 1, 0, y, {bn}：0, 1, 0, 1, y

	‌� 이라 하면 anbn=0에서 
¦
Á
n=1

anbn=0이므로 급수

	‌�
¦
Á
n=1

anbn은 수렴하지만 두 수열 {an}, {bn}은 모두 발

산한다. (거짓)

02 
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본문 p. 25

= lim
n Ú`¦

8- 5
n - 1

n2

2- 1
n2

=4	 yy㉡

급수 
¦
Á
n=1

an이 수렴하므로 lim
n Ú`¦

an=0	 yy㉢

또한, Sn=
8n2-5n-1

2n2-1
에서

S1=a1=
8-5-1

2-1 =2

S2=a1+a2=
8_22-5_2-1

2_22-1
= 21

7 =3

∴	a1=2, a2=1	 yy㉣

∴	
¦
Á
n=1

(an+an+1+an+2)

	 = lim
n Ú`¦

Tn

	 = lim
n Ú`¦

(3Sn+2an+1+an+2-2a1-a2)`(∵ ㉠)

	 =3_4+2_0+0-2_2-1`(∵ ㉡, ㉢, ㉣)

	 =7� 답 7

해결단계

➊ 단계 주어진 식을 이용하여 수열 {an}의 일반항을 구한다.

➋ 단계
부분분수를 이용하여 수열 {an}의 일반항을 변형한 후, 급

수 
¦
Á
n=1

an의 값을 구한다.

an+1=
n+1

n(n+2)
an에서 

an+1

n+1 = 1
n+2 _

an

n

an

n =bn으로 놓으면

bn+1=
1

n+2 bn

위의 식의 n 대신에 1, 2, 3, y, n-1을 대입하여 변끼

리 곱하면

	 b2=
1
3  b1

	 b3=
1
4  b2

	 b4=
1
5  b3

	      y

_	 bn=
1

n+1  bn-1

	 bn‌�=
1
3 _ 1

4 _ 1
5 _y_ 1

n+1 _b1	  

= 1
1_2_3_y_(n+1)

 {∵ b1=
a1

1 = 1
2 }	

= 1
(n+1)!

 (단, n!=1_2_3_y_n)

an

n =bn이므로

an‌�=nbn=
n

(n+1)!
	  

=
(n+1)-1
(n+1)!

	  

= 1
n! - 1

(n+1)!

lim
n Ú`¦

an+1= lim
n Ú`¦

an+2= lim
n Ú`¦

an=0

04 

∴ 
¦
Á
n=1

an‌�= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

ak	 

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1
[ 1
k! - 1

(k+1)!
]	  

= lim
n Ú`¦[{ 1

1! - 1
2! }+{

1
2! - 1

3! }+{
1
3!- 1

4! }	

� +y+[ 1
n! - 1

(n+1)!
]]	

= lim
n Ú`¦

[1- 1
(n+1)!

]	  

=1� 답 1

해결단계

➊ 단계
부채꼴 APn-1Pn의 중심각의 크기를 hn이라 할 때, 두 수열 

{ln}, {hn}이 모두 공비가 r인 등비수열임을 파악한다.

➋ 단계
두 점 A, P2를 지나는 직선이 x축과 만나는 점의 x좌표가 

'3이고, 
¦
Á
n=1

ln=
3
7 p임을 이용하여 r의 값을 구한다.

부채꼴 APn-1Pn의 중심각의 크기를 hn이라 하면 부채꼴 

APn-1Pn의 넓이 Sn은

Sn=
1
2 _12_hn=

1
2 hn

조건 ㈏에서 Sn+1=rSn이므로

1
2 hn+1=r_ 1

2 hn

∴ hn+1=rhn

즉, 수열 {hn}은 공비가 r인 등비수열이다.

이때, 호 Pn-1Pn의 길이 ln은

ln=1_hn=hn

즉, 수열 {ln}도 공비가 r인 등비수열이고,

조건 ㈐에서 
¦
Á
n=1

ln=
3
7 p이므로 0<r<1

∴ 
¦
Á
n=1

ln‌�=
l1

1-r 	  

=
h1

1-r = 3
7 p

∴ h1=
3
7 p(1-r)    yy㉠

한편, 위의 그림과 같이 두 점 A, P2를 지나는 직선이 x

축과 만나는 점을 B라 하면 점 B의 x좌표가 '3이므로

△AOB에서 OÕAÓ`:`OBÓ=1`:`'3

∴ ∠BAO= p3

즉, h1+h2=
p
3 이므로

05 
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A n s w e r

h1+rh1=h1(1+r)= p3
위의 식에 ㉠을 대입하여 풀면

3
7 p(1-r)(1+r)= p3 , 

3
7 (1-r2)= 1

3

1-r2= 7
9 , r2= 2

9

∴ r=
'2
3 `(∵ r>0)� 답 

'2
3

해결단계

➊ 단계 주어진 식을 수열 [ an

3n ]에 관한 식으로 변형한다.

➋ 단계
두 급수 

¦
Á
n=1

an+1

3n+1 , 
¦
Á
n=1

an+2

3n+2 를 급수 
¦
Á
n=1

an

3n 을 이용하여 

나타낸다.

➌ 단계
➊, ➋단계에서 구한 식을 이용하여 급수 

¦
Á
n=1

an

3n 의 값을 구

한다.

an+2=an+1+2an의 양변에 
1

3n+2 을 곱하면

an+2

3n+2 =
an+1

3n+2 +
2an

3n+2

∴ 
an+2

3n+2 = 1
3 _

an+1

3n+1 + 2
9 _

an

3n 	 yy㉠

급수 
¦
Á
n=1

an

3n 이 수렴하므로 lim
n Ú`¦

an

3n =0	 yy㉡

또한, 두 급수 
¦
Á
n=1

an+1

3n+1 , 
¦
Á
n=1

an+2

3n+2 도 수렴하므로

¦
Á
n=1

an+1

3n+1

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

ak+1

3k+1

= lim
n Ú`¦

{ a2

32 +
a3

33 +
a4

34 +y+
an+1

3n+1 }

= lim
n Ú`¦

[{ a1

3 +
a2

32 +
a3

33 +y+
an

3n }+
an+1

3n+1 -
a1

3 ]

=
¦
Á
n=1

an

3n + lim
n Ú`¦

an+1

3n+1 -
a1

3

=
¦
Á
n=1

an

3n - 1
3 `{∵ ㉡에서 lim

n Ú`¦

an+1

3n+1 =0, aÁ=1}

¦
Á
n=1

an+2

3n+2

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

ak+2

3k+2

= lim
n Ú`¦

{ a3

33 +
a4

34 +
a5

35 +y+
an+2

3n+2 }

= lim
n Ú`¦

[{ a1

3 +
a2

32 +
a3

33 +y+
an

3n }

� +
an+1

3n+1 +
an+2

3n+2 -
a1

3 -
a2

32 ]

=
¦
Á
n=1

an

3n + lim
n Ú`¦

{ an+1

3n+1 +
an+2

3n+2 }-
a1

3 -
a2

32

=
¦
Á
n=1

an

3n - 1
3 - 1

9

� {∵ ㉡에서 lim
n Ú`¦

an+1

3n+1 = lim
n Ú`¦

an+2

3n+2 =0, aÁ=1, aª=1}

=
¦
Á
n=1

an

3n - 4
9

06 

따라서 ㉠에서

¦
Á
n=1

an+2

3n+2 ‌�=
¦
Á
n=1
{ 1

3 _
an+1

3n+1 + 2
9 _

an

3n }	  

= 1
3

¦
Á
n=1

an+1

3n+1 + 2
9

¦
Á
n=1

an

3n

¦
Á
n=1

an

3n - 4
9 = 1

3 {
¦
Á
n=1

an

3n - 1
3 }+

2
9

¦
Á
n=1

an

3n

4
9

¦
Á
n=1

an

3n = 1
3

∴ 
¦
Á
n=1

an

3n = 1
3 _ 9

4 = 3
4 � 답 

3
4

해결단계

➊ 단계

원의 둘레를 (4n+2)등분한 점이 P1, P2, P3, y, P4n+2임

을 이용하여 PÕ1PÓ2nÓ+2Ó가 원의 지름임을 파악한 후,
2n
Á
k=1

PÕ1PÓk+1Ó
2
을 n에 대하여 나타낸다.

➋ 단계
원이 지름 PÕ1PÓ2n+2Ó에 대하여 대칭임을 이용하여 Sn을 구한 

후, 
¦
Á
n=1

30
SnSn+1

의 값을 구한다.

➌ 단계

¦
Á

m=1
[
¦
Á
n=1

30
SnSn+1

]
m-1

의 값을 구하여 p, q의 값을 구한 후, 

p+q의 값을 구한다.

원의 둘레를 (4n+2)등분하였으므로 선분 P1P2n+2는 원

의 지름이고, △P1P iP2n+2 (2ÉiÉ2n+1인 자연수)는 

선분 P1P2n+2가 빗변인 직각삼각형이다.

즉, PÕÁPiÓ
2
+PÕiPÓ2n+2Ó

2
=PÕÁPÓ2n+2Ó

2
=9	 yy㉠

또한, 1ÉkÉ2n+1인 자연수 k에 대하여

PÕ1PÓ1+kÓ=PÕ2n+2P2n+2-kÓ

이므로

PÕ1P2Ó
2
+PÕ1PÓ2n+1Ó

2‌�
=PÕ1P2Ó

2
+PÕ2PÓ2n+2Ó

2
	  

=PÕ1PÓ2n+2Ó
2
=9`(∵ ㉠)

PÕ1P3Ó
2
+PÕ1PÓ2nÓ

2‌�
=PÕ1P3Ó

2
+PÕ3PÓ2n+2Ó

2
	  

=PÕ1PÓ2n+2Ó
2
=9`(∵ ㉠)

    y

PÕ1PÓn+1Ó
2
+PÕ1PÓn+2Ó

2‌�
=PÕ1PÓn+1Ó

2
+PÕn+1PÓ2n+2Ó

2
	  

=PÕ1PÓ2n+2Ó
2
=9`(∵ ㉠)

∴ ‌�PÕ1P2Ó
2
+PÕ1P3Ó

2
+PÕ1P4Ó

2
+y+PÕ1PÓ2n+1Ó

2
	 

=9n

주어진 원은 선분 P1P2n+2에 대하여 대칭이므로

PÕ1PÓ2n+3Ó
2
+PÕ1PÓ2n+4Ó

2
+PÕ1PÓ2n+5Ó

2
+y+PÕ1PÓ4n+2Ó

2

=PÕ1PÓ2n+1Ó
2
+PÕ1PÓ2nÓ

2
+PÕ1PÓ2n-1Ó

2
+y+PÕ1P2Ó

2

=9n	 yy㉡
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본문 pp. 25~26

∴ Sn‌�=
4n+1

Á
i=1

PÕ1PÓi+1Ó
2
	  

=
2n

Á
i=1

PÕ1PÓi+1Ó
2
+PÕ1PÓ2n+2Ó

2
+

4n+1

Á
i=2n+2

PÕ1PÓi+1Ó
2
	  

=9n+9+9n`(∵ ㉠, ㉡)	  

=18n+9	  

=9(2n+1)

따라서

¦
Á
n=1

30
SnSn+1

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

30
SkSk+1

= lim
n Ú`¦

n

Á
k=1

30
81(2k+1)(2k+3)

= 5
27 lim

n Ú`¦

n

Á
k=1
{ 1
2k+1 - 1

2k+3 }

= 5
27 lim

n Ú`¦
[{ 1

3 - 1
5 }+{

1
5 - 1

7 }+{
1
7 - 1

9 }

� +y+{ 1
2n+1 - 1

2n+3 }]

= 5
27 lim

n Ú`¦
{ 1

3 - 1
2n+3 }

= 5
27 _ 1

3 = 5
81

이므로

¦
Á
m=1
[
¦
Á
n=1

30
SnSn+1

]
m-1‌�

=
¦
Á
m=1
{ 5
81 }

m-1
	  

= 1

1- 5
81

= 81
76

그러므로 p=76, q=81이므로

p+q=76+81=157� 답 157

1 ②	 2 ②	 3 ④

이것이 수능	 p. 26

해결단계

➊ 단계

2nan-2n+1

2n+1
=bn으로 놓고, 급수 

¦
Á
n=1

bn이 수렴함을 이용하

여 lim
n Ú`¦

bn의 값을 구한다.

➋ 단계
an을 bn에 대한 식으로 변형한 후, ➊단계에서 구한 값을 이

용하여 lim
n Ú`¦

an의 값을 구한다.

¦
Á
n=1

2nan-2n+1

2n+1
=1에서 급수 

¦
Á
n=1

2nan-2n+1

2n+1
이 수렴하

므로 lim
n Ú`¦

2nan-2n+1

2n+1
=0

이때, 
2nan-2n+1

2n+1
=bn으로 놓으면

lim
n Ú`¦

bn=0이고, an=
(2n+1)bn+2n+1

2n

1 

∴ lim
n Ú`¦

an‌�= lim
n Ú`¦

(2n+1)bn+2n+1

2n 	  

= lim
n Ú`¦

[{1+ 1
2n }bn+2]=2� 답 ②

다른풀이

주어진 급수 
¦
Á
n=1

2nan-2n+1

2n+1
이 수렴하므로

lim
n Ú`¦

2nan-2n+1

2n+1
=0

lim
n Ú`¦

2nan-2n+1

2n+1
‌�= lim

n Ú`¦

an-2

1+ 1
2n

			  = lim
n Ú`¦

(an-2)=0

∴ lim
n Ú`¦

an‌�=2

해결단계

➊ 단계
급수가 수렴하면 수열의 극한값이 0임을 이용하여

lim
n Ú`¦

an

n 의 값을 구한다.

➋ 단계 lim
n Ú`¦

5an-2n
an+2n+1 의 값을 구한다.

¦
Á
n=1
{ an

n - 2n
n+3 }=5에서 급수 

¦
Á
n=1
{ an

n - 2n
n+3 }이 수

렴하므로 lim
n Ú`¦

{ an

n - 2n
n+3 }=0

∴ lim
n Ú`¦

an

n = lim
n Ú`¦

2n
n+3 =2

∴ lim
n Ú`¦

5an-2n
an+2n+1 ‌�= lim

n Ú`¦

5an

n -2
an

n +2+ 1
n

	 

=
5_2-2
2+2+0 =2� 답 ②

해결단계

➊ 단계 선분 B2C1을 지름으로 하는 반원의 넓이를 구한다.

➋ 단계 그림 R1에 색칠되어 있는 부분의 넓이를 구한다.

➌ 단계
그림 Rn에서 새로 색칠되는 도형은 모두 닮음임을 이용하

여 넓이의 비를 구한다.

➍ 단계
수열 {Sn}이 등비수열의 합임을 파악한 후, ➌단계에서 구한 

넓이의 비를 이용하여 lim
n Ú`¦

Sn의 값을 구한다.

선분 B1C1, C1A1을 1`:`2로 내분하는 점이 각각 B2, C2

이므로 BÕ2C1Ó=2, CÕ1C2Ó=1

선분 B2C1을 지름으로 하는 반원의 넓이는

1
2 _p_{BÕ2C1Ó

2 }
2
= p2

다음 그림과 같이 두 선분 B2C1, B2C2의 중점을 각각 

M1, N1이라 하고, 선분 B2C2를 지름으로 하는 반원의 호

와 선분 B2C1의 교점을 D1이라 하자.

2 

3 
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Mò1C1Ó=CÕ1C2Ó=1, ∠C2C1M1=
p
3 에서 △C1C2M1은 정

삼각형이므로

∠C2M1C1=
p
3

∴ ∠B2M1C2=
2
3 p

△M1C2B2는 Mò1B2Ó=Mò1C2Ó=1인 이등변삼각형이므로

∠M1C2B2=∠M1B2C2=
p
6

△B2C1C2는 ∠C1C2B2=
p
2 인 직각삼각형이므로

BÕ2C2Ó
2‌�
=BÕ2C1Ó

2
-CÕ1C2Ó

2	  

=4-1=3

∴ BÕ2C2Ó='3
같은 방법으로 AÕ2B2Ó=CÕ2A2Ó='3이므로 △A2B2C2는 정

삼각형이다.    yy㉠

한편, NÕ1B2Ó=NÕ1D1Ó=
'3
2 , ∠B2N1D1=

2
3 p이므로

부채꼴 N1B2D1의 넓이는

1
2 _NÕ1B2Ó

2
_ 2

3 p=
1
2 _{ '32 }

2
_ 2

3 p=
p
4

또한, 삼각형 N1B2D1의 넓이는

1
2 _NÕ1B2Ó_NÕ1D1Ó_sin` 23 p

= 1
2 _
'3
2 _

'3
2 _

'3
2 =

3'3
16

∴ S1=‌�(선분 B2C1을 지름으로 하는 반원의 넓이)	

+(삼각형 N1B2D1의 넓이)	  

-(부채꼴 N1B2D1의 넓이)

= p2 +
3'3
16 - p4 =

4p+3'3
16

㉠에서 △A2B2C2는 한 변의 길이가 '3인 정삼각형이므

로 두 도형 △A1B1C1, △A2B2C2의 닮음비는

3`:`'3이고, 넓이의 비는 32`:`('3)2, 즉 3`:`1이다.

즉, 그림 R1에 색칠되어 있는 도형과 그림 R2에서 새로 

색칠된 도형의 넓이의 비도 3`:`1이므로 

S2=S1+
1
3 S1

S3=S1+
1
3 S1+{

1
3 }

2
S1

      y

Sn=S1[1+
1
3 +{ 1

3 }
2
+y+{ 1

3 }
n-1
]

즉, 수열 {Sn}은 첫째항이 S1=
4p+3'3

16 이고 공비가

1
3 인 등비수열의 합과 같으므로

lim
n Ú`¦

Sn‌�=

4p+3'3
16

1- 1
3

	 

=
12p+9'3

32 � 답 ④

미분법II

지수함수와 로그함수의 미분03

01 15	 02 3	 03 ②	 04 ②	 05 4

06 ④	 07 6	 08 ①	 09 ⑤	 10 ②

11 36	 12 ②	 13 ③	 14 ④	 15 ②	

16 e

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 pp. 29~30

lim
x`Ú ¦

2x+1-3x+1

2x-3x` ‌�=lim
x`Ú ¦

2_2x-3_3x

2x-3x 	 	

=lim
x`Ú ¦

2_{ 2
3 }

x

-3

{ 2
3 }

x

-1
	  

= 2_0-3
0-1 =3

∴ a=3

lim
x`Ú ¦

(4x+5x);[!;‌�=lim
x`Ú ¦ [5x[{ 4

5 }
x

+1]];[!;
	‌

=lim
x`Ú ¦

5x_;[!;[1+{ 4
5 }

x

]
;[!;
	 ‌

=lim
x`Ú ¦

5[1+{ 4
5 }

x

]
;[!;
=5(1+0)0=5

∴ b=5

∴ ab=3_5=15�  답 15

lim
x`Ú 0+

{loga`(x
3+2x2+3x)-loga`(3x

3+2x2+x)}

= lim
x`Ú 0+

loga`
x3+2x2+3x
3x3+2x2+x

= lim
x`Ú 0+

loga`
x2+2x+3
3x2+2x+1

=loga`{ lim
x`Ú 0+

x2+2x+3
3x2+2x+1

}

=loga`3=1

∴ a=3� 답 3

f(x)=2x-1, g(x)=2x+2이므로 

직선 x=t가 x축 및 두 곡선

y=f(x), y=g(x)와 각각 만나는 

점 P, Q, R는

P(t, 0), Q(t, 2t-1),

R(t, 2t+2)

∴ PQÓ=2t-1, PRÓ=2t+2

01 

02 

03 
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∴ lim
t`Ú ¦

PRÓ
PQÓ

‌�=lim
t`Ú ¦

2t+2
2t-1 	 	

=lim
t`Ú ¦
{ 2t

2t-1 +
2 

2t-1 }		

=lim
t`Ú ¦
{2+ 2 

2t-1 }	 	

=2+0=2�  답 ②

lim
x`Ú 0

(1+ax);bÁ[;=lim
x`Ú 0
[(1+ax);aÁ[;]

;bA;

	 =e;bA;=e4

∴ 
a
b =4

∴ lim
x`Ú 0

(1+b2x);ab![;=lim
x`Ú 0
[(1+b2x)

1
b2x]

;aB;

	 =e;aB;

	 =e;4!;=Ý'e� 답 ②

lim
x`Ú ¦
{1+ 4

x + 4
x2 }

ax

‌�=lim
x`Ú ¦
{1+ 4x+4

x2 }
ax

	  

=lim
x`Ú ¦
[{1+ 4x+4

x2 }
x2

4x+4]
a(4x+4)

x
	

=e4a=eb

따라서 4a=b이므로 
b
a =4� 답 4

다른풀이

lim
x`Ú ¦
{1+ 4

x + 4
x2 }

ax

=lim
x`Ú ¦
[{1+ 2

x }
2
]

ax

	 =lim
x`Ú ¦
[{1+ 2

x }
;2{;
]
4a

	 =e4a=eb

f(n)

=lim
x`Ú 0

x
ln`(1+x)+ln`(1+2x)+y+ln`(1+nx)

=lim
x`Ú 0

1
ln`(1+x)

x +
ln`(1+2x)

x +y+
ln`(1+nx)

x

=lim
x`Ú 0

1
ln`(1+x)

x +2_
ln`(1+2x)

2x +y+n_
ln`(1+nx)

nx

= 1
1+2+y+n = 2

n(n+1)

∴ 
¦
Á
n=1

f(n)‌�‌�=
¦
Á
n=1

2
n(n+1)

	  

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1

2
k(k+1)

	  

=2 lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1
{ 1
k - 1

k+1 }	  

=2 lim
n`Ú ¦
[{ 11 - 1

2 }+{
1
2 - 1

3 }	‌

� +{ 13 - 1
4 }+y+{ 1

n - 1
n+1 }]	

=2 lim
n`Ú ¦
{1- 1

n+1 }=2� 답 ④

04 

05 

06 

e5x-e3x-e2x+1

=e3x(e2x-1)-(e2x-1)

=(e3x-1)(e2x-1)

=(ex-1)(e2x+ex+1)(ex+1)(ex-1)

=(ex-1)2(ex+1)(e2x+ex+1)

∴ ‌�lim
x`Ú 0

e5x-e3x-e2x+1
x2 	  

=lim
x`Ú 0

(ex-1)2(ex+1)(e2x+ex+1)
x2 	  

=lim
x`Ú 0
{ ex-1

x }
2
_lim

x`Ú 0
(ex+1)(e2x+ex+1)	  

=12_2_3=6� 답 6

lim
x`Ú 3

'Äx+a-b
log3`(x-2)

= ln`3
4 에서 극한값이 존재하고,

x`Ú 3일 때 (분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 3

('Äx+a-b)=0이어야 하므로

'Ä3+a-b=0    ∴ b='Ä3+a   yy㉠

㉠을 주어진 식에 대입하면

lim
x`Ú 3

'Äx+a-'Ä3+a
log3`(x-2)

=lim
x`Ú 3

('Äx+a-'Ä3+a )('Äx+a+'Ä3+a )
log3`(x-2)('Äx+a+'Ä3+a )

=lim
x`Ú 3

x-3
log3`(x-2)('Äx+a+'Ä3+a )

x-3=t로 놓으면 x`Ú 3일 때, t`Ú 0이므로

lim
t`Ú 0
[ t
log3`(t+1)

_ 1
'Ät+3+a+'Ä3+a

]

=lim
t`Ú 0

t
log3`(t+1)

_lim
t`Ú 0

1
'Ät+3+a+'Ä3+a

=ln`3_ 1
2'Ä3+a

= ln`3
2'Ä3+a

즉, 
ln`3

2'Ä3+a
= ln`3

4 이므로 2'Ä3+a=4

'Ä3+a=2

위의 식의 양변을 제곱하면

3+a=4    ∴ a=1

이것을 ㉠에 대입하면 b='Ä3+1=2

∴ a+b=1+2=3� 답 ①

lim
x`Ú 0

7x 
2x+1-a

= b
2`ln`2+0에서 극한값이 존재하고, 

x`Ú 0일 때 (분자)`Ú 0이므로 (분모)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 0

(2x+1-a)=0이어야 하므로

21-a=0    ∴ a=2

이것을 주어진 식에 대입하면

lim
x`Ú 0

7x 
2x+1-2

‌�=lim
x`Ú 0

7x
2(2x-1)

	 =lim
x`Ú 0

7

2_ 2x-1
x

= 7
2 lim

x`Ú 0

1
2x-1

x

	 = 7
2`ln`2

07 

08 

09 

본문 pp. 26~30
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즉, 
7

2`ln`2 = b
2`ln`2 이므로  b=7 

∴ a+b=2+7=9�  답 ⑤

삼각형 PAB의 넓이는

S(t)= 1
2 _ABÓ_ln`t= 1

2 (e-1)`ln`t

이므로

lim
t`Ú 1+

S(t)
t-1 ‌�= lim

t`Ú 1+

(e-1)`ln`t
2(t-1)

		

= e-1
2 lim

t`Ú 1+

ln`t
t-1

이때, t-1=s로 놓으면 t`Ú 1+일 때, s`Ú 0+이므로

lim
t`Ú 1+

S(t)
t-1 ‌�= e-1

2 lim
s`Ú 0+

ln`(1+s)
s 	  

= e-1
2 _1= e-1

2 �  답 ②

lim
x`Ú 0

f(x)
ln`(1+2x)

=3에서

lim
x`Ú 0

f(x)
ln`(1+2x)

‌�=lim
x`Ú 0
[ 2x
ln`(1+2x)

_
f(x)
2x ]	  

=lim
x`Ú 0

2x
ln`(1+2x)

_lim
x`Ú 0

f(x)
2x 	  

=1_lim
x`Ú 0

f(x)
2x =3

∴ lim
x`Ú 0

f(x)
x =6

∴ ‌�lim
x`Ú 0

f(x) f(x2)
exÜ`-1

	  

=lim
x`Ú 0
[ x3

exÜ`-1
_

f(x)
x _

f(x2)
x2 ]	  

=lim
x`Ú 0

x3

exÜ`-1
_lim

x`Ú 0

f(x)
x _lim

x`Ú 0

f(x2)
x2 	 

=1_6_6=36� 답 36

다른풀이

f(x)
ln`(1+2x)

=g(x)로 놓으면

lim
x`Ú 0

g(x)=3이고 f(x)=g(x)`ln`(1+2x)

∴ ‌�lim
x`Ú 0

f(x) f(x2)
exÜ`-1

	  

=lim
x`Ú 0

g(x)`ln`(1+2x)_g(x2)`ln`(1+2x2)
exÜ`-1

	  

=lim
x`Ú 0
[ x3

exÜ`-1
_

ln`(1+2x)
2x 	  

� _
ln`(1+2x2)

2x2 _4g(x)g(x2)]	

=1_1_1_4_3_3=36

10 

11 

x2=t로 놓으면
x`Ú 0일 때 t`Ú 0이므로

lim
x`Ú 0

f(x2)
x2 =lim

t`Ú 0

f(t)
t =6

x-1=t로 놓으면 x`Ú 1일 때, t`Ú 0이므로

lim
x`Ú 1

f(ln`x)-f(0)
x-1

=lim
t`Ú 0

f(ln`(t+1))-f(0)
t

=lim
t`Ú 0
[ f(ln`(t+1))-f(0)

ln`(t+1)-0
_

ln`(t+1)
t ]

=lim
t`Ú 0

f(ln`(t+1))-f(0)
ln`(t+1)-0

_lim
t`Ú 0

ln`(t+1)
t

=f '(0)_1=2 (∵ f '(0)=2)�  답 ②

다른풀이

f(ln`x)=g(x)로 놓으면 g(1)= f(0)이고,

g'(x)= f '(ln`x)_ 1
x

∴ lim
x`Ú 1

f(ln`x)-f(0)
x-1 ‌�=lim

x`Ú 1

g(x)-g(1)
x-1 	  

=g'(1)= f '(0)
1 =2

함수 f(x)=(ax+b)ex의 그래프가 점 (2, e2)을 지나

므로

f(2)=e2에서 (2a+b)e2=e2

∴ 2a+b=1   yy㉠

또한, f '(x)=aex+(ax+b)ex=(ax+a+b)ex이고,

곡선 y= f(x) 위의 점 (2, e2)에서의 접선의 기울기가 

4e2이므로

f '(2)=4e2에서 (3a+b)e2=4e2

∴ 3a+b=4   yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=3, b=-5

따라서 f '(x)=(3x-2)ex이므로

lim
h`Ú 0

f(3+2h)- f(3-h)
h

=lim
h`Ú 0
[2_ f(3+2h)- f(3)

2h +
f(3-h)- f(3)

-h ]

=3 f '(3)

=3_7e3=21e3� 답 ③

함수 f(x)=a`logb`x+c의 그래프가 두 점 (1, 3),

(2, 9)를 지나므로 f(1)=3, f(2)=9에서

c=3, a`logb`2+c=9

a`logb`2=6    ∴ a= 6
logb`2

=6`log2`b   yy㉠

f(x)=a`logb`x+c에서 f '(x)= a
x`ln`b 이므로

lim
x`Ú c

x2-c2

f(x)- f(c)
‌�=lim

x`Ú 3

x2-32

f(x)- f(3)
 (∵ c=3)	 

=lim
x`Ú 3
[ x-3

f(x)- f(3)
_(x+3)]	

= 6
f '(3)

	  

12 

13 

14 
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=6_ 3`ln`b
a 	  

= 18`ln`b
6`log2`b

 (∵ ㉠)	  

=
3`logb`2
logb`e

	  

=3`ln`2� 답 ④

f(x)=(x2+2ax+3)ex에서

f '(x)‌�=(2x+2a)ex+(x2+2ax+3)ex	 

={x2+2(a+1)x+2a+3}ex

ex>0이므로 방정식 f '(x)=0의 실근이 존재하려면 이

차방정식 x2+2(a+1)x+2a+3=0의 실근이 존재해야 

한다.

이차방정식 x2+2(a+1)x+2a+3=0의 판별식을 D라 

하면

D
4 =(a+1)2-(2a+3)¾0

a2¾2    ∴ a¾'2 (∵ a>0)

따라서 구하는 양수 a의 최솟값은 '2이다.� 답 ②

함수 f(x)=[`
ln`bx

ex-1-2ax
 
(0<x<1)

(x¾1)
가 x=1에서 미분

가능하려면 x=1에서 연속이어야 하므로

lim
x`Ú 1-

f(x)= lim
x`Ú 1+

f(x)=f(1)이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 1-

ln`bx=f(1)이어야 하므로 

ln`b=1-2a    yy㉠

한편, 함수 f(x)는 x=1에서 미분계수가 존재해야 하므로

f '(x)=
(
{
9

1
x

ex-1-2a
 
(0<x<1)

(x>1)

에서 lim
x`Ú 1-

f '(x)= lim
x`Ú 1+

f '(x)이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 1-

1
x = lim

x`Ú 1+
(ex-1-2a)에서

1-2a=1    ∴ a=0

이것을 ㉠에 대입하면

ln`b=1    ∴ b=e

∴ a+b=0+e=e� 답 e

01 ② 02 1
2 03 ln`2 04 ⑤ 05 ①

06 ① 07 ④ 08 ln`2
e 09 23 10 7

11 ④ 12 ② 13 1
2 14 4`ln`2 15

2'5
5

16 1
2 17 eÛ` 18 ② 19 ④ 20 ①

21 4 22 ② 23 2

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 31~33

15 

16 

f(2)=5이므로 a2+b=5   yy㉠

lim
x`Ú -¦

{ f(x)+4}= lim
x`Ú -¦

(ax+b+4)=0

에서 0<a<1이면 lim
x`Ú -¦

ax=¦이므로 위의 극한값이 존

재하지 않는다.

또한, a=1이면 1+b+4=0    ∴ b=-5

그런데 a=1, b=-5는 ㉠을 만족시키지 않는다.

즉, a>1이고 lim
x`Ú -¦

ax=0이므로

b+4=0    ∴ b=-4

이것을 ㉠에 대입하면

a2-4=5, a2=9    ∴ a=3 (∵ a>1)

따라서 f(x)=3x-4이므로

f(3)=33-4=23� 답 ②

-x=t로 놓으면 x`Ú -¦일 때, t`Ú ¦이므로

lim
x`Ú -¦

ex+x3-1
1+2x3 ‌�=lim

t`Ú ¦

e-t-t3-1
1-2t3 	 	

=lim
t`Ú ¦
{ e-t

1-2t3 -
t3+1
1-2t3 }	 ‌

=lim
t`Ú ¦
[ 1
`et(1-2t3)

+ t3+1
2t3-1

]

이때, lim
t`Ú ¦

et(1-2t3)=lim
t`Ú ¦

t3 et{ 1
t3 -2}=-¦이므로

lim
t`Ú ¦

1
et(1-2t3)

=0

∴ ‌�lim
x`Ú -¦

ex+x3-1
1+2x3 	  

=lim
t`Ú ¦
[ 1
et(1-2t3)

+ t3+1
2t3-1

]	 

=lim
t`Ú ¦

1
et(1-2t3)

+lim
t`Ú ¦

t3+1
2t3-1

	  

=0+ 1
2 = 1

2 �  답 
1
2

Ú	2aÇ-1Én<2aÇ일 때,

	 2aÇ-1Én의 양변에 밑이 2인 로그를 취하면

	 an-1Élog2`n    ∴ aÇÉlog2`n+1

	 n<2aÇ의 양변에 밑이 2인 로그를 취하면 

	 log2`n<aÇ
	 ∴ log2`n<aÇÉlog2`n+1    yy㉠

Û	ebÇ-1Én<ebÇ일 때,

	 ebÇ-1Én의 양변에 자연로그를 취하면

	 bÇ-1Éln`n    ∴ bÇÉln`n+1

	 n<ebÇ의 양변에 자연로그를 취하면

	 ln`n<bÇ
	 ∴ ln`n<bÇÉln`n+1	 yy㉡

㉠, ㉡에서

n=1일 때, 0<a1É1, 0<b1É1이므로 0<
b1

a1

n¾2일 때, log2`n¾1이므로

ln`n
log2`n+1 <

bÇ
aÇ < ln`n+1

log2`n

01 

02 

03 

본문 pp. 30~31

책1.indb   45 20. 6. 5.   오후 3:13



046  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

ㄱ.	0<x<1일 때,

	 bx>ax>0, logb`x>loga`x>0이므로

	 bx+logb`x>ax+loga`x>0

	 ∴ f(x)=
bx+logb`x
ax+loga`x

>1 (참)

ㄴ.	x`Ú ¦일 때, logb`x`Ú -¦, bx`Ú 0이므로

	 lim
x`Ú ¦

f(x)=lim
x`Ú ¦

bx+logb`x

b3x+ 1
3 `logb`x

 (∵ ㉠)

		  =lim
x`Ú ¦

bx

logb`x
+1

b3x

logb`x
+ 1

3

		  = 1
1
3

=3 (참)

ㄷ.	x`Ú 0+일 때, logb`x`Ú ¦, bx`Ú 1이므로

	 lim
x`Ú 0+

1
f(x)

= lim
x`Ú 0+

b3x+ 1
3 `logb`x

bx+logb`x
 (∵ ㉠)

		  = lim
x`Ú 0+

b3x

logb`x
+ 1

3
bx

logb`x
+1

=;3!; (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

|logb`k-loga`k|=2|loga`k|   yy㉠

0<k<1이면 0<loga`k<logb`k이므로

㉠에서 logb`k-loga`k=2`loga`k    ∴ logb`k=3`loga`k
k>1이면 logb`k<loga`k<0이므로

㉠에서 -(logb`k-loga`k)=-2`loga`k
∴ logb`k=3`loga`k
즉, ㉠을 정리하면 logb`k=3`loga`k이다.

blacklabel 특강 풀이첨삭

ㄱ.	-x=t로 놓으면 x`Ú 0일 때, t`Ú 0이므로

	 lim
x`Ú 0

(1-x)-;[!;=lim
t`Ú 0

(1+t);t!;=e

ㄴ.	x-2=t로 놓으면 x`Ú 2일 때, t`Ú 0이므로

	 lim
x`Ú 2
{ x2 }

1
x-2‌�=lim

t`Ú 0
{ t+2

2 }
;t!;
	  

=lim
t`Ú 0
{1+ t

2 }
;t!;
	 ‌

=lim
t`Ú 0
[{1+ t

2 }
;t@;
]
;2!;

		  =e;2!;='e
ㄷ.	1-x=t로 놓으면 x`Ú 1일 때, t`Ú 0이므로

	 lim
x`Ú 1

x
1

1-x‌�=lim
t`Ú 0

(1-t);t!;

		  =lim
t`Ú 0

{(1-t)-;t!;}-1

	 	 =e-1 (∵ ㄱ)= 1
e

따라서 극한값이 e인 것은 ㄱ뿐이다.�  답 ①

x=-t로 놓으면 x`Ú -¦일 때 t`Ú ¦이므로

lim
x`Ú -¦

{ x-a
x+a }

-x‌�

=lim
t`Ú ¦
{-t-a
-t+a }

t

	  

05 

06 

∴ lim
n`Ú ¦

ln`n
log2`n+1Élim

n`Ú ¦

bÇ
aÇÉlim

n`Ú ¦

ln`n+1
log2`n

이때,

lim
n`Ú ¦

ln`n
log2`n+1 ‌�=lim

n`Ú ¦

ln`n
log2`n

1+ 1
log2`n

	 	

=lim
n`Ú ¦

logn`2
logn`e

1+ 1
log2`n

	 	

=lim
n`Ú ¦

loge`2

1+ 1
log2`n

	 =loge`2=ln`2

lim
n`Ú ¦

ln`n+1
log2`n

‌�=lim
n`Ú ¦
{ ln`n
log2`n

+ 1
log2`n

}	‌

=lim
n`Ú ¦
{ logÇ`2
logÇ`e + 1

log2`n
}	 ‌

=lim
n`Ú ¦
{loge`2+

1
log2`n

}	 ‌

=loge`2=ln`2

즉, ln`2Élim
n`Ú ¦

bÇ
aÇÉln`2이므로

lim
n`Ú ¦

bÇ
aÇ =ln`2� 답 ln`2

단계 채점 기준 배점

㈎
2aÇ-1Én<2aÇ의 각 변에 밑이 2인 로그를 취하여 an

의 범위를 구한 경우
30%

㈏
ebÇ-1Én<ebÇ의 각 변에 자연로그를 취하여 bn의 범

위를 구한 경우
30%

㈐
bn의 범위를 an의 범위로 나눈 후, 각 변의 극한값을 

이용하여 답을 구한 경우
40%

두 함수 y=loga`x, y=logb`x의 그래프가 직선 x=k와 

만나는 점이 각각 A, B이고, 직선 x=k가 x축과 만나는 

점이 P이므로 A(k, loga`k), B(k, logb`k), P(k, 0)

ABÓ=2PAÓ에서

|logb`k-loga`k|=2|loga`k|

logb`k=3`loga`k, 
log`k
log`b =

3`log`k
log`a

log`a=3`log`b (∵ k+1에서 log`k+0)

∴ a=b3

∴ f(x)‌�=
bx+logb`x
ax+loga`x

	  

=
bx+logb`x
b3x+logbÜ``x

 (∵ a=bÜ`)

=
bx+logb`x

b3x+ 1
3 `logb`x

    yy㉠

n`Ú ¦일 때, 
log2`n`Ú ¦이므로 

lim
n`Ú ¦

1
log2`n

=0

04 
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본문 pp. 31~32

f(x)=ax2+bx+c (a, b, c는 상수, a+0)라 하면

f(1)=2이므로 a+b+c=2   yy㉠

f '(1)=lim
x`Ú 0

ln` f(x)
x + 1

2 에서 lim
x`Ú 0

ln` f(x)
x 의 값이 존

재하고, x`Ú 0일 때 (분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어

야 한다.

즉, lim
x`Ú 0

ln`(ax2+bx+c)=0이므로 ln`c=0

∴ c=1, f(x)=ax2+bx+1

또한, f '(x)=2ax+b이므로 f '(1)=2a+b

lim
x`Ú 0

ln` f(x)
x + 1

2

=lim
x`Ú 0

ln`(ax2+bx+1)
x + 1

2

=lim
x`Ú 0
[ ln`(1+ax2+bx)

ax2+bx
_(ax+b)]+ 1

2

=1_b+ 1
2 =b+ 1

2

이므로 f '(1)=lim
x`Ú 0

ln` f(x)
x + 1

2 에서

2a+b=b+ 1
2 , 2a= 1

2     ∴ a= 1
4

㉠에서 
1
4 +b+1=2    ∴ b= 3

4

따라서 f(x)= 1
4 x2+ 3

4 x+1이므로

f(8)= 1
4 _82+ 3

4 _8+1=16+6+1=23� 답 23

x-1=t로 놓으면 x`Ú 1일 때 t`Ú 0이므로

lim
x`Ú 1

xn-ex-1

ln`x

=lim
t`Ú 0

(t+1)n-et

ln`(1+t)

=lim
t`Ú 0
[ (t+1)n-et

t _ t
ln`(1+t)

]

=lim
t`Ú 0
[ (t+1)n-1+1-et

t _ t
ln`(1+t)

]

=lim
t`Ú 0 [[ (t+1)n-1

t - et-1
t ]_ t

ln`(1+t) ]
=lim

t`Ú 0 [ (t+1-1){(t+1)n-1+(t+1)n-2+y+1}
t

� _ t
ln`(1+t) ]-lim

t`Ú 0
[ et-1

t _ t
ln`(1+t)

]

=lim
t`Ú 0

{(t+1)n-1+(t+1)n-2+y+1}_lim
t`Ú 0

t
ln`(1+t)

� -lim
t`Ú 0

et-1
t _lim

t`Ú 0

t
ln`(1+t)

=n_1-1_1

=n-1

즉, n-1=6이므로 n=7� 답 7

09 

10 

=lim
t`Ú ¦
{ t+a
t-a }

t

	  

=lim
t`Ú ¦
{1+ 2a

t-a }
t

	  

=lim
t`Ú ¦
[{1+ 2a

t-a }
t-a
2a ]

2at
t-a

	  

=e2a

즉, e2a=e2이므로 2a=2

∴ a=1� 답 ①

원금 a를 연이율 
p
n , 1년마다의 복리로 n년 동안 예금할 

때, n년 후의 원리합계 f(n)은

f(n)=a{1+ p
n }n`

∴ lim
n`Ú ¦

f(n)
a =lim

n`Ú ¦

a{1+ p
n }

n

a

		  =lim
n`Ú ¦
{1+ p

n }n`	

	 	 =lim
n`Ú ¦
[{1+ p

n }
;pN;
]

p

		  =ep� 답 ④

e`ln`xÉ f(x)Éex-e

x<1일 때, e`ln`x<0, ex-e<0에서 f(x)<0이고,

2x-1-1<0이므로

2x-1-1
e`ln`x É

2x-1-1
f(x)

É 2x-1-1
ex-e

x>1일 때, e`ln`x>0, ex-e>0에서 f(x)>0이고,

2x-1-1>0이므로

2x-1-1
ex-e

É 2x-1-1
f(x)

É 2x-1-1
e`ln`x

이때, lim
x`Ú 1

2x-1-1
ex-e

, lim
x`Ú 1

2x-1-1
e`ln`x 에서

x-1=t로 놓으면 x`Ú 1일 때, t`Ú 0이므로

lim
x`Ú 1

2x-1-1
ex-e

‌�=lim
t`Ú 0

2t-1
et+1-e

	  

=lim
t`Ú 0
[ 2

t-1
t _ t

e(et-1)
]	  

=ln`2_ 1
e _1= ln`2

e ,

lim
x`Ú 1

2x-1-1
e`ln`x ‌�=lim

t`Ú 0

2t-1
e`ln`(t+1)

	  

=lim
t`Ú 0
[ 2

t-1
t _ t

e`ln`(t+1)
]	 

=ln`2_ 1
e _1= ln`2

e

즉, 
ln`2
e Élim

x`Ú 1

2x-1-1
f(x)

É ln`2
e 이므로

lim
x`Ú 1

2x-1-1
f(x)

= ln`2
e � 답 

ln`2
e

07 

08 
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A n s w e r

ㄷ.	lim
x`Ú ¦

g(x)
f(x)

=1이면

	 lim
x`Ú ¦

ln`[1+ 1
g(x)

]

ln`[1+ 1
f(x)

]

	 =lim
x`Ú ¦

ln`[1+ 1
g(x)

]

ln`[1+ 1
f(x)

]
_lim

x`Ú ¦

g(x)
f(x)

	 =lim
x`Ú ¦

ln`[1+ 1
g(x)

]

ln`[1+ 1
f(x)

]
_lim

x`Ú ¦

1
f(x)

1
g(x)

	 =lim
x`Ú ¦

ln`[1+ 1
g(x)

]

1
g(x)

_lim
x`Ú ¦

1
f(x)

ln`[1+ 1
f(x)

]

	 =1_1=1 (참)

따라서 옳은 것은 ㄷ뿐이다.�  답 ②

다른풀이

ㄱ.	(반례) f(x)=x2, g(x)=x라 하면

	 lim
x`Ú ¦

g(x)
f(x)

=lim
x`Ú ¦

x
xÛ`

=lim
x`Ú ¦

1
x =0이지만

	 lim
x`Ú ¦

eg(x)

ef(x) ‌�=lim
x`Ú ¦

ex-xÛ`=lim
x`Ú ¦
{ 1

e }
xÛ`-x

	 

=0+1 (거짓)

ㄴ.	(반례) f(x)=g(x)=x라 하면

	 lim
x`Ú ¦

g(x)
f(x)

=1이지만

	 lim
x`Ú ¦

ln`g(x)
ln` f(x)

=1+0 (거짓)

f(n)‌�=
n

Á
k=0

ln`{1+ 1
n+k }	 ‌

=
n

Á
k=0

ln`{ n+k+1
n+k }	 ‌

=ln` n+1
n +ln` n+2

n+1 +y+ln` 2n+1
2n 	 	

=ln`{ n+1
n _ n+2

n+1 _y_ 2n+1
2n }	‌

=ln` 2n+1
n

한편, lim
n`Ú ¦

n(2;n!;-1)=a에서 
1
n =t로 놓으면 n`Ú ¦일 

때, t`Ú 0+이므로

lim
n`Ú ¦

n(2;n!;-1)‌�= lim
t`Ú 0+

1
t (2t-1)	 	

= lim
t`Ú 0+

2t-1
t =ln`2

∴ a=ln`2

=1

13 

다른풀이

x-1=t로 놓으면 x`Ú 1일 때 t`Ú 0이므로

lim
x`Ú 1

xn-ex-1

ln`x =lim
t`Ú 0

(t+1)n-et

ln`(t+1)

이때, f(t)=(t+1)n-et이라 하면 f(0)=0이므로

lim
t`Ú 0

f(t)-f(0)
ln`(t+1)

‌�=lim
t`Ú 0
[ f(t)-f(0)

t _ t
ln`(t+1)

]	

= f '(0)_1= f '(0)=6

f '(t)=n(t+1)n-1-et에서 f '(0)=n-1이므로

n-1=6    ∴ n=7

f(x)=ex+x에서 x>0이면 f(x)>0이므로

ln`{ f(x) f(2x)}

=ln` f(x)+ln` f(2x)

=ln`(ex+x)+ln`(e2x+2x)

=ln`ex{1+ x
ex }+ln`e2x{1+ 2x

e2x }

=x+ln`{1+ x
ex }+2x+ln`{1+ 2x

e2x }

=3x+ln`{1+ x
ex }+ln`{1+ 2x

e2x }

∴ lim
x`Ú 0+

ln{ f(x) f(2x)}
x

 = lim
x`Ú 0+

3x+ln`{1+ x
ex }+ln`{1+ 2x

e2x }
x

 =3+ lim
x`Ú 0+

(
{
9

1
ex _

ln`{1+ x
ex

lim
x`Ú 0+

x
ex =0

}
x
ex

)
}
0

� + lim
x`Ú 0+

(
{
9

2
e2x _

ln`{1+ 2x
e2x

lim
x`Ú 0+

2x
e2x =0

}
2x
e2x

)
}
0

 =3+1_1+2_1=6� 답 ④

lim
x`Ú ¦

f(x)=¦, lim
x`Ú ¦

g(x)=¦일 때,

ㄱ.	lim
x`Ú ¦

g(x)
f(x)

=0이면

	 lim
x`Ú ¦

eg(x)

ef(x) ‌�=lim
x`Ú ¦

eg(x)- f(x)	  

=lim
x`Ú ¦

ef(x)[ g(x)
f(x)

-1]=0 (거짓)

ㄴ.	lim
x`Ú ¦

g(x)
f(x)

=1이면 

	 lim
x`Ú ¦

ln`g(x)
ln` f(x)

=lim
x`Ú ¦

ln`[ f(x)_
g(x)
f(x)

]

ln` f(x)

	 	 =lim
x`Ú ¦

ln` f(x)+ln`
g(x)
f(x)

ln` f(x)

		  =lim
x`Ú ¦

(
{
91+

ln`
g(x)
f(x)

ln` f(x)

)
}
0

	 	 =1+0=1  (거짓)

11 

12 

lim
x`Ú ¦

[ g(x)
f(x)

-1]=0-1=-1

lim
x`Ú ¦

g(x)
f(x)

=1이므로

lim
x`Ú ¦

`ln`
g(x)
f(x)

=0이고, 

lim
x`Ú ¦

f(x)=¦이므로

lim
x`Ú ¦

ln f(x)=¦이다.

0
¦  꼴 이므로
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본문 pp. 32~33

y=ex-1에서 ex=y+1

∴ x=ln`(y+1)

x와 y를 서로 바꾸면 y=ln`(x+1)

즉, 두 함수 y=ln`(x+1), y=ex-1은 서로 역함수 관

계이므로 두 함수의 그래프는 직선 y=x에 대하여 대칭

이고, 곡선 y=ln`(x+1) 위의 점 P와 곡선 y=ex-1 

위의 점 Q를 지나는 직선의 기울기가 -1이므로 두 점 

P, Q도 직선 y=x에 대하여 대칭이다.

또한, 세 점 O, P, Q를 지나는 원의 중심은 직선 y=x 

위에 있어야 한다.

원의 중심을 C(t, t)라 하면 P(a, ln`(a+1)), O(0, 0)

이므로 OCÓ
2
=PCÓ

2
에서

t2+t2=(t-a)2+{t-ln`(a+1)}2

2at+2t`ln`(a+1)=a2+{ln`(a+1)}2

2t{a+ln`(a+1)}=a2+{ln`(a+1)}2

∴ t=
a2+{ln`(a+1)}2

2{a+ln`(a+1)}

따라서 f(a)=
a2+{ln`(a+1)}2

2{a+ln`(a+1)}
이므로

lim
a`Ú 0+

f(a)
a ‌�= lim

a`Ú 0+

a2+{ln`(a+1)}2

2a{a+ln`(a+1)}
	  

= lim
a`Ú 0+

1+[ ln`(a+1)
a ]

2

2[1+ ln`(a+1)
a ]

	  

= 1+12

2_(1+1)
= 1

2 � 답 
1
2

점 Q의 좌표는 (1, loga`t)이므로

PQÓ=t-1, AQÓ=loga`t (∵ t>1)

이때, 선분 PQ를 반지름으로 하는 원의 넓이 S1은

S1=pPQÓ
2
=p(t-1)2

삼각형 APQ의 넓이 S2는

S2=
1
2  PQÓ_AQÓ= 1

2 (t-1)loga`t

∴ lim
t`Ú 1+

S1

S2
= lim

t`Ú 1+

p(t-1)2

1
2 (t-1)loga`t

	 = lim
t`Ú 1+

2p(t-1)
loga`t

16 

17 

∴ ‌�lim
n`Ú ¦

n{ f(n)-a}‌�=lim
n`Ú ¦

n{ln` 2n+1
n -ln`2}	 	

=lim
n`Ú ¦

n`ln` 2n+1
2n 	 	

= 1
2 lim

n`Ú ¦
2n`ln`{1+ 1

2n }	 	

= 1
2 lim

n`Ú ¦
ln`{1+ 1

2n }
2n
	 	

= 1
2 `ln`e= 1

2 � 답 
1
2

|log2`x-1|=[`
-(log2`x-1)

log2`x-1
 
(0<x<2)

(x¾2)

두 점 A, B의 x좌표를 각각 a, b`(a<b)라 하면

-(log2`a-1)=k에서 log2`a=1-k

∴ a=21-k    ∴ A(21-k, k)

log2`b-1=k에서 log2`b=1+k

∴ b=21+k    ∴ B(21+k, k)

따라서 f(k)=ABÓ=21+k-21-k이므로

lim
k`Ú 0+

f(k)
k

= lim
k`Ú 0+

21+k-21-k

k = lim
k`Ú 0+

2(2k-2-k)
k

= lim
k`Ú 0+

2(2k-1+1-2-k)
k

= lim
k`Ú 0+

2(2k-1)
k + lim

k`Ú 0+

2(2-k-1)
-k

=2`ln`2+2`ln`2=4`ln`2� 답 4`ln`2

점 A의 x좌표를 t (t>0)라 하면

A(t, e;2!;t), B(0, 1), C(t, 1)

∴ ‌�ABÓ=¿¹t2+(e;2!;t-1)2,	

BCÓ=t

점 A가 점 B에 한없이 가까워

지면 t`Ú 0+이므로 cos`B의 

극한값은

lim
t`Ú 0+

cos`B=lim
t`Ú 0+

BCÓ
ABÓ

	 =lim
t`Ú 0+

t

¿¹t2+(e;2!;t-1)2

	 =lim
t`Ú 0+

1

¾Ð1+{ e;2!;t-1
t
}2`

	 =lim
t`Ú 0+

1

¾Ð1+»
e;2!;t-1

1
2 t

_ 1
2 ¼

2

	 = 1

¾Ð1+{ 12 }
2`
= 1

¾ 5
4

	 = 2
'5

=
2'5
5 � 답 

2'5
5

14 

15 
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∴ ‌�lim
h`Ú 0

f(3+2h)-1
g(25+h)-2

	  

=lim
h`Ú 0

f(3+2h)- f(3)
g(25+h)-g(25)  (∵ ㉠, ㉢)	  

=lim
h`Ú 0

2_
f(3+2h)- f(3)

2h
g(25+h)-g(25)

h

	 

=
2 f '(3)
g'(25) 	  

= 2
ln`3 _ ln`5

2  (∵ ㉡, ㉣)	  

= ln`5
ln`3 =log3`5� 답 ②

f(x)g(x)+3ex f(x)-g(x)`ln`x-3ex`ln`x

= f(x){g(x)+3ex}-{g(x)+3ex}`ln`x

={ f(x)-ln`x}{g(x)+3ex}

∴ ‌�lim
x`Ú 1

f(x)g(x)+3ex f(x)-g(x)`ln`x-3ex`ln`x
(x-1)2 	

=lim
x`Ú 1

{ f(x)-ln`x}{g(x)+3ex}
(x-1)2 	  

=lim
x`Ú 1
[ f(x)-ln`x

x-1 _
g(x)+3ex

x-1 ]	 yy㉠

이때, f(x)-ln`x=h1(x), g(x)+3ex=h2(x)라 하면

h1(1)= f(1)-ln`1=0 (∵ ㈎ f(1)=0),

h2(1)=g(1)+3e=0 (∵ ㈏ g(1)=-3e)이므로

(주어진 식)

=lim
x`Ú 1

h1(x)-h1(1)
x-1 _lim

x`Ú 1

h2(x)-h2(1)
x-1  (∵ ㉠)

=h1'(1)h2'(1)	 yy㉡

h1(x)= f(x)-ln`x에서 h1'(x)= f '(x)- 1
x 이므로

hÁ'(1)‌�= f '(1)-1	  

=5-1 (∵ ㈎ f '(1)=5)=4

h2(x)=g(x)+3ex에서 h2'(x)=g'(x)+3ex이므로

h2'(1)‌�=g'(1)+3e	  

=1-3e+3e (∵ ㈏ g '(1)=1-3e)=1

따라서 ㉡에서 구하는 값은

4_1=4� 답 ④

함수 f(x)=ax의 그래프가 직선 y=x와 만나는 점의

x좌표가 b이므로 ab=b	 yy㉠

f(x)=ax에서 y=ax로 놓으면

x=loga`y

x와 y를 서로 바꾸면 y=loga`x

∴ f-1(x)=loga`x

∴ g(x)‌�=[`
f(x)

f-1(x)
 
(xÉb)

(x>b)
	  

=[`
ax

loga`x
 
(xÉb)

(x>b)

19 

20 

이때, t-1=x로 놓으면 t`Ú 1+일 때, x`Ú 0+이므로 

lim
t`Ú 1+

S1

S2
= lim

t`Ú 1+

2p(t-1)
loga`t

	 = lim
x`Ú 0+

2px
loga`(x+1)

	 =2p` lim
x`Ú 0+

1
loga`(x+1)

x
	 =2p`ln`a

즉, 2p`ln`a=4p이므로 ln`a=2

∴ a=e2� 답 e2

lim
x`Ú 3

f(x)-1
log3`x-1 =3에서 극한값이 존재하고, x`Ú 3일 때 

(분모)`Ú 0이므로

(분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 3

{ f(x)-1}=0에서 f(3)=1	 yy㉠

lim
x`Ú 3

f(x)-1
log3`x-1 ‌�=lim

x`Ú 3

f(x)- f(3)
log3`x-log3`3

 (∵ ㉠)	  

=lim
x`Ú 3
[ f(x)- f(3)

x-3 _ x-3
log3`x-log3`3

]

이때, log£`x=hÁ(x)라 하면 hÁ'(x)= 1
x`ln`3 이므로

lim
x`Ú 3

f(x)-1
log3`x-1

=lim
x`Ú 3

f(x)- f(3)
x-3 _lim

x`Ú 3

x-3
hÁ(x)-hÁ(3)

= f '(3)_ 1
hÁ'(3)

= f '(3)_3`ln`3=3

∴ f '(3)= 1
ln`3 	 yy㉡

lim
x`Ú 25

2-g(x)
2-log5`x

=50에서 x`Ú 25일 때 (분모)`Ú 0이므로 

(분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 25

{2-g(x)}=0에서 g(25)=2	 yy㉢

lim
x`Ú 25

2-g(x)
2-log5`x

=lim
x`Ú 25

g(x)-2
log5`x-2  (∵ ㉢)

=lim
x`Ú 25

g(x)-g(25)
log5`x-log5`25

=lim
x`Ú 25
[ g(x)-g(25)

x-25 _ x-25
log5`x-log5`25

]

이때, log°`x=hª(x)라 하면 hª'(x)= 1
x`ln`5 이므로

lim
x`Ú 25

2-g(x)
2-log°`x

=lim
x`Ú 25

g(x)-g(25)
x-25 _lim

x`Ú 25

x-25
hª(x)-hª(25)

=g'(25)_ 1
hª'(25)

=g'(25)_25`ln`5=50

∴ g'(25)= 2
ln`5 	 yy㉣

18 
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본문 p. 33

이때, x-1=t로 놓으면 x`Ú 1일 때, t`Ú 0이므로

(주어진 식)=2`lim
t`Ú 0

ln`(1+t)

e;2T;-1

=4`lim
t`Ú 0

(
{
9
ln`(1+t)

t _

t
2

e;2T;-1

)
}
0

=4_1_1=4

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 앞으로 배울 역함수의 미분법을 이용하여 쉽게 해결할 수 

있다.

(주어진 식)=lim
x`Ú 1

f(x-1)-f(0)`
(x-1)-0

g(x)-g(1)`
x-1

= f'(0)
g'(1)

g(x)는 함수 f(x)의 역함수이고, f(0)=1이므로 f '(0)= 1
g'(1)

이때, f(x)=2`ln`(x+1)+1에서 f '(x)= 2
x+1 이므로

(주어진 식)=
f'(0)
g'(1)

={ f '(0)}2=22=4

ㄱ.	‌�f(x)=x2이라 하면 함수 f(x)는 실수 전체의 집합

에서 미분가능하므로 평균값 정리에 의하여 

	
f(x)-f(1)

x-1 =f'(c)

	 인 c가 열린구간 (1, x)에 적어도 하나 존재한다.

	 이때, f '(x)=2x이므로

	
x2-1
x-1 =2c>2 (∵ 1<c<x) (참)

ㄴ.	‌�g(x)=ex이라 하면 함수 g(x)는 실수 전체의 집합

에서 미분가능하므로 평균값 정리에 의하여 

	 g(x)-g(2)
x-2 =g'(c)

	 인 c가 열린구간 (2, x)에 적어도 하나 존재한다.

	 이때, g'(x)=ex이므로

	 ex-e2

x-2 =ec>e2 (∵ 2<c<x) (참)

ㄷ. ‌�h(x)=ln`x라 하면 함수 h(x)는 x>0인 모든 실수 

x에서 미분가능하므로 평균값 정리에 의하여

	
h(x)-h(e)

x-e =h'(c)

	 인 c가 열린구간 (e, x)에 적어도 하나 존재한다.

	 이때, h'(x)= 1
x 이므로

	 ln`x-ln`e
x-e = ln`x-1

x-e = 1
c < 1

e

� {∵ e<c<x에서 
1
x < 1

c < 1
e } (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

평균값 정리

함수 f(x)가 닫힌구간 [a, b]에서 연속이고 열린구간 (a, b)에서 미

분가능하면 
f(b)-f(a)

b-a =f'(c)인 c가 열린구간 (a, b)에 적어도 

하나 존재한다.

blacklabel 특강 필수 개념

22 

함수 g(x)가 실수 전체의 집합에서 연속이므로

lim
x`Ú b-

g(x)= lim
x`Ú b+

g(x)=g(b)에서

ab=loga`b	 yy㉡

또한, g'(x)=
(
{
9
`
ax`ln`a

1
x`ln`a

 
(x<b)

(x>b)
에서 함수 g(x)가 실수 

전체의 집합에서 미분가능하므로

lim
x`Ú b-

g'(x)= lim
x`Ú b+

g'(x)

ab`ln`a= 1
b`ln`a 	 yy㉢

㉠을 ㉡, ㉢에 각각 대입하여 정리하면

b=loga`b에서 b= ln`b
ln`a     ∴ b`ln`a=ln`b

b`ln`a= 1
b`ln`a 에서 (b`ln`a)2=1

위의 두 식을 연립하여 풀면

(ln`b)2=1, ln`b=Ñ1

∴ b=e-1 또는 b=e

이때, b=e이면 ae=e (∵ ㉠)에서 a=e;e!;

그런데 e;e!;>1이므로 모순이다. (∵ 0<a<1)

즉, b=e-1이므로 ㉠에서 aeÑÚ`=e-1

∴ a=e-e

∴ ab=e-e_e-1=e-e-1� 답 ①

f(x)=2`ln`(x+1)+1에서

f '(x)= 2
x+1 	 yy㉠

또한, y=2`ln`(x+1)+1로 놓으면

ln`(x+1)= y-1
2 , x+1=e

y-1
2

∴ x=e
y-1

2 -1

x와 y를 서로 바꾸면 y=e
x-1

2 -1

즉, g(x)=e
x-1

2 -1이므로

g'(x)= 1
2 e

x-1
2 	 yy㉡

이때, x-1=t로 놓으면 x`Ú 1일 때, t`Ú 0이므로

lim
x`Ú 1

f(x-1)- f(0)
g(x)-g(1)

=lim
x`Ú 1
[ f(x-1)- f(0)

x-1 _ x-1
g(x)-g(1) ]

=lim
t`Ú 0

f(t)- f(0)
t _lim

x`Ú 1

x-1
g(x)-g(1)

=
f '(0)
g'(1) = 2

1
2

 (∵ ㉠, ㉡)=4� 답 4

다른풀이

f(x)=2`ln`(x+1)+1, g(x)=e
x-1

2 -1이므로

lim
x`Ú 1

f(x-1)-f(0)
g(x)-g(1) 

=lim
x`Ú 1

(2`ln`x+1)-1

(e
x-1

2 -1)-(1-1)

	 =lim
x`Ú 1

2`ln`x

e
x-1

2 -1

21 

책1.indb   51 20. 6. 5.   오후 3:14



052  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

lim
t`Ú 0

ag{ t
2 }-b

t =lim
t`Ú 0

ae;2T;-b
t =c   yy㉠

에서 극한값이 존재하고 t`Ú 0일 때, (분모)`Ú 0이므로 

(분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
t`Ú 0
{ae;2T;-b}=0에서 a-b=0

∴ a=b

이것을 ㉠에 대입하면

lim
t`Ú 0

a{e;2T;-1}
t =lim

t`Ú 0 »
a
2 _ e;2T;-1

t
2

¼

	 = a
2 _1= a

2

즉, 
a
2 =c에서 a=2c

∴ 
a+3b

2c ‌�= a+3a
a `(∵ b=a, 2c=a)	  

= 4a
a =4� 답 4

해결단계

➊ 단계
네 점 Pn, Qn, Rn, Sn의 좌표를 모두 구한 후, 두 함수 f(t)
와 g(t)를 각각 구한다.

➋ 단계 lim
t`Ú 0+

g(t)
f(t)

의 값을 구한다.

➌ 단계 lim
t`Ú 0+

g(t)
f(t)

>1이 되도록 하는 자연수 n의 최솟값을 구한다.

nt=n`ln`x에서 x=et이므로 Pn(e
t, nt)

nt=(n+1)`ln`x에서 x=e
n

n+1 t이므로

Qn
{e

n
n+1 t, nt}

(n+1)t=n`ln`x에서 x=e
n+1

n t이므로

Rn
{e

n+1
n t, (n+1)t}

(n+1)t=(n+1)`ln`x에서 x=et이므로

Sn(e
t, (n+1)t)

삼각형 APnQn과 사각형 PnRnSnQn의 넓이가 각각 

f(t), g(t)이므로

f(t)‌�= 1
2
{et-e

n
n+1 t}_nt	  

= nt
2
{et-e

n
n+1 t}

g(t)‌�= 1
2
[{e

n+1
n t-et}+{et-e

n
n+1 t}]_t	 

= t
2
{e

n+1
n t-e

n
n+1 t}

02 

해결단계

➊ 단계
lim

n`Ú ¦
n[ f{ 3n+5

n+2 }-f{ 3n+3
n+2 }]에서 

1
n+2 =t로 놓고 

식을 정리한다.

➋ 단계
f(x)=ex-3의 도함수를 이용하여 ❶단계에서 나온 식의 

값을 구한다. 

3n+5
n+2 =3- 1

n+2 , 
3n+3
n+2 =3- 3

n+2 에서

1
n+2 =t로 놓으면 n`Ú ¦일 때, t`Ú 0+이고

n= 1
t -2= 1-2t

t 이므로

lim
n`Ú ¦

n[ f{ 3n+5
n+2 }-f{ 3n+3

n+2 }]

= lim
t`Ú 0+ [ 1-2t

t _{ f(3-t)-f(3-3t)}]
= lim

t`Ú 0+
[(1-2t)_

f(3-t)-f(3)+f(3)-f(3-3t)
t ]

= lim
t`Ú 0+ [(1-2t)[ f(3-t)-f(3)

-t _(-1)

� +
f(3-3t)-f(3)

-3t _3]]
=1_{-f'(3)+3f '(3)}

� (∵ f(x)=ex-3에서 f '(x)=ex-3)

=2f '(3)

=2_e0=2_1=2� 답 2

01 4	 02 2	 03 21	 04 -eÛ`	 05 9	

06 
1
2 e	 07 5

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 34

해결단계

➊ 단계 lim
x`Ú ¦

f(x+t)를 정리한 후, 함수 g(t)를 구한다.

➋ 단계
lim
t`Ú 0

ag{ t
2 }-b

t =c가 성립하기 위한 조건을 찾아 a, b, c 

사이의 관계식을 구한 후, 
a+3b

2c 의 값을 구한다.

f(x)={ x
x-1 }

x

이므로

lim
x`Ú ¦

f(x+t)‌�=lim
x`Ú ¦
{ x+t
x+t-1 }

x+t

	  

=lim
x`Ú ¦
{1+ 1

x+t-1 }
x+t

	  

=lim
x`Ú ¦
[{1+ 1

x+t-1 }
x+t-1
]

x+t
x+t-1

	  

=e

∴ g(t)=lim
x`Ú ¦

{ f(x+t)}t

={lim
x`Ú ¦

f(x+t)}t=et

23 

01 
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본문 pp. 33~34

조건 ㈏에서

bn=lim
x`Ú 0

g'(x)
f '(x+1)

=lim
x`Ú 0

- 1
4 an x(x-1)(3x+8)ex

2(x+1)`ln`(x+1){ln`(x+1)+1}

=- 1
8 an lim

x`Ú 0 [ (x-1)(3x+8)ex

(x+1){ln`(x+1)+1}

� _ x
ln`(x+1) ]

=- 1
8 an_

-1_8_1
1_1 _1=an

㉡에서 수열 {an}의 일반항이 an=a1_{-
3
4 }

n-1
이므로

bn=a1_{-
3
4 }

n-1

¦
Á
n=1

bn=
8
7 에서 

a1

1-{- 3
4 }

= 4
7 a1=

8
7

∴ a1=2, an=2_{- 3
4 }

n-1

|an|<
1

100 에서 2_{ 3
4 }

n-1
< 1

100

위의 부등식의 양변에 밑이 10인 로그를 취하면

log`[2_{ 34 }
n-1
]<log` 1

100

log`2+(n-1)(log`3-2`log`2)<-2

0.3+(n-1)(0.48-0.6)<-2

0.12(n-1)>2.3, 0.12n>2.42

∴ n>20.1___

따라서 자연수 n의 최솟값은 21이다.� 답 21

해결단계

➊ 단계 주어진 부등식을 변형하여 함수 ex f(x)의 도함수를 구한다.

➋ 단계
➊단계에서 구한 함수 ex f(x)의 도함수를 적분하여 함수 

ex f(x)를 구한다.

➌ 단계
함수 f(x)를 구하여 도함수 f '(x)를 구한 후, f '(-2)의 

값을 구한다.

g(x)=ex f(x)라 하면

ex+h f(x+h)-ex f(x)ÉhÛ`에서

g(x+h)-g(x)ÉhÛ`    yy㉠

Ú	h<0일 때,

	 부등식 ㉠의 양변을 h로 나누면

	
g(x+h)-g(x)

h ¾h

	 lim
h`Ú 0-

g(x+h)-g(x)
h ¾ lim

h`Ú 0-
h

	 ∴ lim
h`Ú 0-

g(x+h)-g(x)
h ¾0

Û	h>0일 때,

	 부등식 ㉠의 양변을 h로 나누면

	
g(x+h)-g(x)

h Éh

	 lim
h`Ú 0+

g(x+h)-g(x)
h É lim

h`Ú 0+
h

04 

∴	 lim
t`Ú 0+

g(t)
f(t)

	 =lim
t`Ú 0+

t
2
{e

n+1
n t-e

n
n+1 t}

nt
2
{et-e

n
n+1 t}

	 = 1
n lim

t`Ú 0+

e
n

n+1 t[e
2n+1

n(n+1)
t-1]

e
n

n+1 t{e
1

n+1 t-1}

	 = 1
n lim

t`Ú 0+ à e
2n+1

n(n+1)
t-1

2n+1
n(n+1)

t
_

1
n+1 t

e
1

n+1 t-1
_ 2n+1

n ¡

	 = 1
n _1_1_ 2n+1

n = 2n+1
n2

이때, lim
t`Ú 0+

g(t)
f(t)

>1이어야 하므로

2n+1
n2 >1에서 2n+1>n2

n2-2n-1<0

∴ 1Én<1+'2=2.4___ (∵ n은 자연수)

따라서 자연수 n의 최댓값은 2이다.� 답 2

해결단계

➊ 단계
조건 ㈎를 이용하여 an+1과 an 사이의 관계식을 구한 후, 수

열 {an}의 일반항을 a1을 이용하여 나타낸다.

➋ 단계
bn=lim

x`Ú 0

g'(x)
f '(x+1)

의 극한값을 구한 후, 
¦
Á
n=1

bn=
8
7 을 이

용하여 a1의 값을 구한다.

➌ 단계
로그를 이용하여 |an|<

1
100 이 되도록 하는 자연수 n의 

최솟값을 구한다.

f(x)=x2(ln`x)2에서

f '(x)‌�=2x(ln`x)2+x2_2`ln`x_ 1
x 	  

=2x(ln`x)2+2x`ln`x	  

=2x`ln`x(ln`x+1)

또한, g(x)=(an+1x
3+anx

2)ex에서

g'(x)‌�=(3an+1x
2+2anx)ex+(an+1x

3+anx
2)ex	

={an+1x
3+(3an+1+an)x

2+2anx}ex� yy㉠

조건 ㈎에서 f '(1)=g'(1)이므로

0=(4an+1+3an)e, 4an+1+3an=0

∴ an+1=- 3
4 an� yy㉡

이것을 ㉠에 대입하여 정리하면

g'(x)‌�={- 3
4 anx

3- 5
4 anx

2+2anx}ex	  

=- 1
4 anx(x-1)(3x+8)ex

03 
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054  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

삼각형 PQR의 넓이가 S(a)이므로

S(a)‌�= 1
2 _PRÓ_PQÓ	  

= 1
2 _(a-a_2-n){log2`a-log2`(a-m)}	

= a
2 {1-

1
2n }_log2`

a
a-m

∴ lim
a`Ú ¦

S(a)‌�=lim
a`Ú ¦
[ a

2 {1-
1
2n }_log2`

a
a-m ]	  

= 1
2 {1-

1
2n } lim

a`Ú ¦
a`log2`{1+

m
a-m }

� yy㉠

이때, 
m

a-m =t로 놓으면 a`Ú ¦일 때 t`Ú 0+이고

a=
m(1+t)

t 이므로

lim
a`Ú ¦

S(a)

= 1
2 {1-

1
2n } lim

a`Ú ¦
a`log2`{1+

m
a-m }

= 1
2 {1-

1
2n } lim

t`Ú 0+
[m(1+t)

t _log2`(1+t)] (∵ ㉠)

= 1
2 {1-

1
2n } lim

t`Ú 0+
[m(1+t)_

log2`(1+t)
t ]

= 1
2 {1-

1
2n }_ m

ln`2

lim
a`Ú ¦

S(a)= 2
ln`2 이므로

1
2 {1-

1
2n }_ m

ln`2 = 2
ln`2

m{1- 1
2n }=4    ∴ m(2n-1)=2n+2

그런데 m, n이 모두 자연수이므로 m, 2n-1은 모두 2의 

거듭제곱이어야 한다.

이것을 만족시키는 자연수 m, n은 m=8, n=1뿐이므

로 m+n=9� 답 9

해결단계

➊ 단계
조건 ㈎, ㈏를 이용하여 0Éx<a에서의 함수 f(x)의 식을 

구한다.

➋ 단계
함수 f(x)가 실수 전체의 집합에서 연속이고 미분가능함

을 이용하여 a, b의 값을 각각 구한다.

➌ 단계 도함수 f '(x)를 구한 후, 
a
b f '(1)의 값을 구한다.

-aÉx<0일 때, f(x)=xÛ`ex

조건 ㈏에서 f(x+a)= f(x)+b이므로

x+a=t로 놓으면 x=t-a

-aÉt-a<0에서 0Ét<a

즉, 0Ét<a일 때,

f(t)‌�= f(t-a)+b	  

=(t-a)Û`et-a+b

06 

	 ∴ lim
h`Ú 0+

g(x+h)-g(x)
h É0

	‌� 함수 f(x)가 실수 전체의 집합에서 미분가능하므로 

함수 g(x)=ex f(x)도 실수 전체의 집합에서 미분가

능하다.

Ú, Û에서

0É lim
h`Ú 0-

g(x+h)-g(x)
h = lim

h`Ú 0+

g(x+h)-g(x)
h

� É0

∴ lim
h`Ú 0

g(x+h)-g(x)
h =0

즉, g '(x)=0이므로 g(x)=c (단, c는 상수)

그런데 g(0)= f(0)=1이므로 c=1

∴ g(x)=1

즉, ex f(x)=1이므로 f(x)=e-x

따라서 f '(x)=-e-x이므로

f '(-2)=-e2� 답 -e2

해결단계

➊ 단계
세 함수 f(x), g(x), h(x)를 m, n을 이용하여 나타낸 

후, 세 점 P, Q, R의 좌표를 a, m, n을 이용하여 나타낸다.

➋ 단계
삼각형 PQR의 넓이 S(a)를 구한 후, lim

a`Ú ¦
S(a)를 m, n

을 이용하여 나타낸다.

➌ 단계
lim
a`Ú ¦

S(a)= 2
ln`2 를 만족시키는 자연수 m, n의 값을 각

각 구한 후, m+n의 값을 구한다.

곡선 f(x)=log2`x를 x축의 방향으로 m만큼 평행이동

한 곡선이 y=g(x), 곡선 y= f(x)를 y축의 방향으로 n

만큼 평행이동한 곡선이 y=h(x)이므로

g(x)=log2`(x-m)

h(x)=log2`x+n

세 함수 y= f(x), y=g(x), y=h(x)의 그래프는 다음 

그림과 같다.

두 점 P, Q의 x좌표는 모두 a이므로

P(a, log2`a), Q(a, log2`(a-m))

점 R의 y좌표는 점 P의 y좌표와 같으므로

log2`x+n=log2`a에서

log2`x=log2`a-n=log2`(a_2-n)

∴ x=a_2-n

즉, R(a_2-n, log2`a)이다.

05 
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본문 p. 34

Ü	|f(x)|>|g(x)|일 때,

	 h(x)=lim
n`Ú ¦ [|f(x)|n[1+| g(x)

f(x)
|

n

]];n!;

	 =|f(x)|lim
n`Ú ¦
[1+| g(x)

f(x)
|

n

]
;n!;

	 =|f(x)|

Ú, Û, Ü에서

h(x)=[`
|g(x)| (|f(x)|<|g(x)|)

|f(x)| (|f(x)|¾|g(x)|)

 ⇨ 

위의 그림과 같이 곡선 y=g(x)와 직선 y= f(x)가 만

나지 않거나 접하면 h(x)=g(x)이므로 함수 h(x)는 

양의 실수 전체의 집합에서 미분가능하다.

그런데 함수 h(x)는 구간 (0, ¦)에서 미분가능하지 않

은 점이 2개이므로 곡선 y=g(x)는 직선 y= f(x)와 서

로 다른 두 점에서 만나야 한다.

즉, 방정식 kxÛ̀ -6x+3=x+1, 즉 kxÛ̀ -7x+2=0이 

서로 다른 두 실근을 가져야 하므로 이 이차방정식의 판

별식을 D1이라 하면

D1=7Û`-4_k_2>0에서 49-8k>0

8k<49    ∴ k< 49
8 	 yy㉠

 ⇨ 

또한, 위의 그림과 같이 곡선 y=|g(x)|가 직선 

y= f(x)와 서로 다른 네 점에서 만나면 함수 h(x)의 미

분가능하지 않은 점이 4개이므로 곡선 y=|g(x)|와 직

선 y= f(x)의 서로 다른 교점의 개수는 2 또는 3이어야 

한다.

k의 값이 작을수록 곡선 	  

y= g(x)의 꼭짓점의 y좌표는 

작아지고 곡선 y=|g(x)|의 꼭

짓점의 y좌표는 커지므로 오른쪽 

그림과 같이 직선 y= f(x)가 곡

선 y=|g(x)|와 서로 다른 두 점에서 만나고 한 점에서 

접할 때 k가 최소이다.

즉, 곡선 y=-g(x)와 직선 y= f(x)가 접해야 하므로

방정식 -kxÛ`+6x-3=x+1, 즉 kxÛ`-5x+4=0이 중

근을 가져야 한다.

이 이차방정식의 판별식을 D2라 하면

D2=5Û`-4_k_4=0에서 25-16k=0

∴ k= 25
16 	 yy㉡

∴ f(x)=

(
\
{
\
9

y

x2ex

(x-a)2ex-a+b

y

 

y

(-aÉx<0)

(0Éx<a)

y

� yy㉠

함수 f(x)가 실수 전체의 집합에서 연속이므로 x=0에

서도 연속이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 0-

f(x)= lim
x`Ú 0+

f(x)= f(0)에서

lim
x`Ú 0-

x2ex= lim
x`Ú 0+

{(x-a)2ex-a+b}=aÛ`e-a+b

∴ a2e-a+b=0� yy㉡

또한, ㉠에서

f '(x)=

(
\
{
\
9

y

2xex+x2ex

2(x-a)ex-a+(x-a)2ex-a

y

 
y

(-a<x<0)

(0<x<a)
y

=

(
\
{
\
9

y

(x2+2x)ex

(x-a)(x-a+2)ex-a

y

 

y

(-a<x<0)

(0<x<a)

y

이고, 함수 f(x)가 실수 전체의 집합에서 미분가능하므

로 x=0에서의 미분계수가 존재해야 한다.

즉, lim
x`Ú 0-

f '(x)= lim
x`Ú 0+

f '(x)에서

lim
x`Ú 0-

(x2+2x)ex= lim
x`Ú 0+

(x-a)(x-a+2)ex-a

-a(-a+2)e-a=0

∴ a=2 (∵ e-a>0, 0<a<e)

이것을 ㉡에 대입하여 풀면

4e-2+b=0    ∴ b=-4e-2

따라서 f '(x)=x(x-2)ex-2 (0<x<2)이므로

f '(1)=-e-1=- 1
e

∴ 
a
b f '(1)= 2

-4e-2 _{- 1
e }=

1
2 e� 답 

1
2 e

해결단계

➊ 단계
|f(x)|와 |g(x)|의 대소 관계를 이용하여 함수 h(x)를 

구한다.

➋ 단계

그래프를 이용하여 함수 h(x)가 구간 (0, ¦)에서 미분가

능하지 않은 점이 2개가 되도록 하는 자연수 k의 개수를 구

한다.

h(x)=lim
n`Ú ¦

{|f(x)|n+|g(x)|n};n!;에서

Ú	|f(x)|<|g(x)|일 때,

	 h(x)‌�=lim
n`Ú ¦ [|g(x)|n[| f(x)

g(x)
|

n

+1]];n!;
	  

=|g(x)|lim
n`Ú ¦
[| f(x)

g(x)
|

n

+1]
;n!;
	  

=|g(x)|

Û	|f(x)|=|g(x)|일 때,

	 h(x)=lim
n`Ú ¦

{2|f(x)|n};n!;

	 =lim
n`Ú ¦

2;n!;|f(x)|

	 =|f(x)|
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A n s w e r

해결단계

➊ 단계
조건 ㈏와 함수 f(x)가 x=0에서 연속임을 이용하여

x<0에서의 함수 f(x)의 방정식을 구한다.

➋ 단계
f{ 1

2 }과 함수 f(x)가 x=0에서 미분가능함을 이용하여 

a, b의 값을 각각 구하여 함수 f(x)를 구한다.

➌ 단계 f '{ 1
2 }의 값을 구한다.

함수 f(x)가 x=0에서 미분가능하므로 x=0에서 연속

이다.

즉, 조건 ㈎에서

f(0)= lim
x`Ú 0+

f(x)= lim
x`Ú 0+

(axe2x+bxÛ`)=0

한편, 임의의 실수 x1 (x1<0)에 대하여

f '(x1)‌�=lim
x`Ú xÁ

f(x)- f(x1)
x-x1

	  

=lim
x`Ú xÁ

3x-3x1

x-x1
 (∵ 조건 ㈏)	  

=lim
x`Ú xÁ

3(x-x1)
x-x1

=3

이므로 x<0일 때 f '(x)=3

∴ f(x)‌�=:`` f '(x)dx=:`` 3dx	  

=3x+C (단, C는 적분상수)

f(0)=0이고 함수 f(x)가 x=0에서 연속이므로

lim
x`Ú 0-

f(x)= f(0)에서 lim
x`Ú 0-

(3x+C)=0

∴ C=0

∴ f(x)=[`
3x� (xÉ0)

axe2x+bxÛ` (x>0)

함수 f(x)가 실수 전체의 집합에서 미분가능하므로 

x=0에서의 미분계수가 존재해야 한다.

f '(x)‌�=[`
3� (x<0)

ae2x+2axe2x+2bx (x>0)
	  

=[`
3� (x<0)

a(1+2x)e2x+2bx (x>0)
    yy㉠

에서 lim
x`Ú 0-

f '(x)= lim
x`Ú 0+

f '(x)

lim
x`Ú 0-

3= lim
x`Ú 0+

(ae2x+2axe2x+2bx)

∴ a=3

또한, f{ 1
2 }=2e이므로

3
2 e+ 1

4 b=2e에서 
1
4 b= 1

2 e

∴ b=2e

따라서 ㉠에서 x>0일 때 f '(x)=3(2x+1)e2x+4ex이

므로

f '{ 1
2 }=6e+2e=8e� 답 ④

해결단계

➊ 단계

직선 y=x+t가 곡선 y= f(x)와 접할 때의 경우를 각각 

t1, t2라 하고, t1, t2의 대소 관계에 따라 함수 g(t)의 불연

속점의 개수를 파악한다.

➋ 단계
함수 g(t)의 불연속인 점의 개수가 1일 때의 k의 값을 구

한다.

3 

4 

㉠, ㉡에서 조건을 만족시키는 k의 값의 범위는

25
16Ék< 49

8

따라서 자연수 k는 2, 3, 4, 5, 6의 5개이다.� 답 5

1 ①	 2 ②	 3 ④	 4 ④

이것이 수능	 p. 35

해결단계

➊ 단계

점 P의 좌표를 임의의 문자를 사용하여 나타낸 후, 점 P가 

직선 x+y=t 위에 있음을 이용하여 사용한 임의의 문자와 

t 사이의 관계식을 구한다.

➋ 단계
삼각형 OHQ의 넓이 S(t)를 구한 후, ➊단계에서 구한 관

계식을 이용하여 정리한다.

➌ 단계 lim
t`Ú 0+

2S(t)-1
t 의 값을 구한다.

점 P의 좌표를 (a, ln`a) (0<a<1)라 하면 점 Q의 좌

표는 (a, ea)

점 P는 직선 x+y=t 위에 있으므로

a+ln`a=t, ln`aea=t

∴ aea=et

삼각형 OHQ의 넓이 S(t)는

S(t)‌�= 1
2 _OHÓ_HQÓ	  

= 1
2 _a_ea	  

= 1
2 aea= 1

2 et

∴ lim
t`Ú 0+

2S(t)-1
t =lim

t`Ú 0+

2_ 1
2 et-1

t

	 =lim
t`Ú 0+

et-1
t =1� 답 ①

해결단계

➊ 단계 두 점 A, B의 좌표를 t를 이용하여 나타낸다.

➋ 단계
선분 PQ의 길이가 f(t)이고 삼각형 AQB의 넓이가 1임
을 이용하여 f(t)를 구한다.

➌ 단계 lim
t`Ú 1+

(t-1) f(t)의 값을 구한다.

A(t, ln`t), B(t, -ln`t)이므로 ABÓ=2`ln`t

선분 PQ의 길이가 f(t)이고 삼각형 AQB의 넓이가 1이

므로

1
2 _ABÓ_PQÓÓ=1에서 

1
2 _2`ln`t_ f(t)=1

∴ f(t)= 1
ln`t

t-1=s로 놓으면 t`Ú 1+일 때 s`Ú 0+이므로

lim
t`Ú 1+

(t-1) f(t)‌�=lim
t`Ú 1+

t-1
ln`t 	  

=lim
s`Ú 0+

s
ln`(s+1)

	  

=1� 답 ②

1 

2 
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실수 t에 대하여 직선 y=x+t와 함수 y= f(x)의 그래

프가 만나는 점의 개수가 g(t)이므로

직선 y=x+t가 곡선 y=xÛ`+k와 접할 때의 t의 값을 t1, 

곡선 y=ln`(x-2)와 접할 때의 t의 값을 t2라 하자.

또한, 곡선 y= f(x)는 점 (2, 4+k)를 지나므로 직선 

y=x+t가 이 점을 지날 때의 t의 값은

4+k=2+t에서 t=k+2

Ú	t1>t2일 때,

	‌� 곡선 y= f(x)는 오른

쪽 그림과 같으므로

	 g(t)=

(

|

{

|

9

2 (t<t2)
1 (t=t2)
0 (t2<t<t1)
1 (t=t1)
2 (t1<tÉk+2)
1 (t>k+2)

	‌� 함수 g(t)는 t=t2, t=t1, t=k+2에서 불연속이므

로 조건을 만족시키지 않는다.

Û	t1=t2일 때,

	‌� 곡선 y= f(x)는 오른쪽 

그림과 같고 직선 y=x+t

와 서로 다른 두 점에서 접

한다.

	 g(t)=[`
2 (tÉk+2)

1 (t>k+2)

	‌� 이므로 함수 g(t)는 t=k+2에서 미분가능하지 않는다.

	‌� 함수 g(t)가 불연속인 점의 개수가 1이므로 조건을 

만족시킨다.

Ü	t1<t2일 때,

	‌� Ú과 같은 방법으로 계산하면 함수 g(t)는 k+2와 

t1, t2의 대소 관계에 따라 그래프의 개형이 다르지만 

t=t1, t=k+2 또는 t=t2, t=t1, t=k+2에서 불연

속이므로 불연속인 점의 개수가 1인 경우는 존재하지 

않는다.

Ú, Û, Ü에서 t1=t2
즉, 직선 y=x+t가 두 곡선 y=xÛ`+k, y=ln`(x-2)

에 모두 접해야 한다.

y=ln`(x-2)에서 y '= 1
x-2

접선의 기울기가 1이므로

1
x-2 =1에서 x-2=1    ∴ x=3

즉, 직선 y=x+t가 점 (3, 0)을 지나야하므로

0=3+t ∴ t=-3

직선 y=x-3과 곡선 y=xÛ`+k가 접해야 하므로 이차방

정식 xÛ`+k=x-3, 즉 xÛ`-x+k+3=0이 중근을 가져

야 한다. 판별식을 D라 하면

D=1-4(k+3)=0에서 -4k-11=0

4k=-11    ∴ k=- 11
4 � 답 ④

삼각함수의 미분04

01 ③	 02 ④	 03 ②	 04 24	 05 ②

06 2	 07 21	 08 ④

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 p. 38

이차방정식 2xÛ`-7x+2=0의 두 근이 tan h, cot h이므

로 근과 계수의 관계에 의하여

tan h+cot h= 7
2

sin h
cos h+ cos h

sin h =
7
2 , 

sinÛ` h+cosÛ` h 
cos h sin h = 7

2

1
cos h sin h  =

7
2     ∴ cos h sin h= 2

7

한편, sin h+cos h=t로 놓고 양변을 제곱하면

sinÛ` h+2 sin h cos h+cosÛ` h=tÛ`

tÛ`=1+2_ 2
7 = 11 

7 , t=Ñ®É 11 7

∴ sin h+cos h=®É 11 7

� {∵ 0<h< p 2 에서 sin h+cos h>0}

이차방정식 xÛ̀ -ax+b=0의 두 근이 csc h, sec h이므로

a‌�=csc h+sec h	 	

= 1
sin h +

1
cos h= sin h+cos h 

sin h cos h 

=®É 11 7 _ 7
2 =
'¶77
2

b=csc h sec h= 1
sin h _

1
cos h= 7

2

∴ aÛ`-bÛ`= 77 
4 - 49  

4 = 28   
4 =7  � 답 ③

다른풀이

이차방정식 xÛ̀ -ax+b=0의 두 근이 csc h, sec h이므로

a=csc h+sec h, b=csc h sec h
aÛ`-bÛ`‌�=(csc h+sec h)Û`-(csc h sec h)Û`	  

=cscÛ` h+2 csc h sec h+secÛ` h-(csc h sec h)Û`	

=(1+cotÛ` h)+2 csc h sec h+(1+tanÛ` h)		

� -(csc h sec h)Û̀ 	

=2+(cotÛ` h+tanÛ` h)+2 csc h sec h		

� -(csc h sec h)Û`
� yy㉠

이때, 이차방정식의 2xÛ`-7x+2=0의 두 근이 tan h, 

cot h이므로 근과 계수의 관계에 의하여

tan h+cot h= 7
2  � yy㉡

㉡의 양변을 제곱하면 tanÛ` h+2+cotÛ` h= 49  
4

∴ tanÛ` h+cotÛ` h= 41  
4

또한, ㉡에서 
sin h
cos h+ cos h

sin h =
7
2

01 
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sinÛ` h+cosÛ` h 
cos h sin h = 7

2 , 
1

cos h_ 1
sin h =

7
2

∴ sec h csc h= 7
2

따라서 ㉠에서 구하는 값은

2+ 41  
4 +2_ 7

2 -{ 72 }2`=7

sinÛ` a+cosÛ``a=1에서 

cosÛ``a=1-sinÛ` a=1-{ 13 }2`=
8
9

이때, 0<a< p 2 에서 cos a>0이므로

cos a=® 8
9 =

2'2
3

∴ cos { p 3 +a}�‌�=cos p 3 _cos a-sin p 3 _sin a		

= 1
2 _

2'2
3 -

'3
2 _ 1

3 	 	

=
2'2-'3

6 	�     답 ④

두 직선 x-2y+1=0, mx+y+3=0이 x축의 양의 방

향과 이루는 각의 크기를 각각 a, b라 하면

x-2y+1=0, 즉  y= 1
2 x+ 1

2 에서  tan a= 1
2

mx+y+3=0, 즉 y=-mx-3에서  tan b=-m

이때, 두 직선이 이루는 예각의 크기가 60ù가 되려면

|tan (a-b)|=tan 60ù에서

| tan a-tan b
1+tan a`tan b |='3이므로

±
1
2 -(-m)

1+ 1
2 _(-m)

±='3, | 1+2m
2-m |='3

위의 식의 양변을 제곱하면

(1+2m)Û`
(2-m)Û`

=3, 4mÛ`+4m+1=3(mÛ`-4m+4)

∴ mÛ`+16m-11=0

따라서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 모든 m

의 값의 합은 -16이다.� 답 ②

"Ã2Û`+1Û`='5이므로

y=2 sin x+cos x-1

='5{ 2
'5  sin x+ 1

'5  cos x}-1

='5 sin (x+h)-1 {단, sin h= 1
'5

, cos h= 2
'5 }

이 함수가 x=a에서 최댓값을 가지려면 sin (a+h)=1

이어야 하므로

a+h=2np+ p 2  (단, n은 정수)

a=2np+ p 2 -h

02 

03 

04 

∴ 2a=4np+p-2h
∴ 30 sin 2a‌�=30 sin (4np+p-2h)	  

=30 sin 2h	 

=60 sin h cos h	  

=60_ 1
'5 _ 2

'5 =24  �  답 24

x-1=t로 놓으면 x`Ú 1일 때, t`Ú 0이고

cos p 2 x�=cos [ p 2 (1+t)]	  

=cos { p 2 + p 2 t}	  

=-sin p 2 t

∴ lim
x`Ú 1

sin {cos p 2 x}
x-1

=lim
t Ú`0

sin {-sin 
p 
2 t}

t

=- p 2  limt Ú`0 

(
{
9

sin {-sin p 2 t}

-sin p 2 t
_

sin p 2 t

p 
2 t 

)
}
0

=- p 2  limt Ú`0 

sin {-sin p 2 t}

-sin p 2 t
_lim

t Ú`0 

sin p 2 t

p 
2 t

=- p 2 _1_1=- p 2    �  답 ②

부채꼴 OAB의 반지름의 길이는 1이므로 ∠POB=h라 

하면 호 PB의 길이 l과 삼각형 OPB의 넓이 S는

l=1_h=h

S= 1
2 _1_1_sin h= 1

2  sin h

이때, 점 P가 호 AB를 따라 점 B에 한없이 가까워지면

h`Ú 0+이므로

lim
h Ú`0+

l
S

�= lim
h Ú`0+

h
1
2  sin h 

=2` lim
h Ú`0+

h
sin h 	  

=2_1=2	�   답 2

`lim
x`Ú 1

sin (x-1)
'Äax-1-b

=1에서 0이 아닌 극한값이 존재하고

x`Ú 1일 때, (분자)`Ú 0이므로 (분모)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 1

('Äax-1-b)=0이어야 하므로

'Äa-1-b=0    ∴ b='Äa-1    yy㉠

`lim
x`Ú 1

sin (x-1)
'Äax-1-b

=lim
x`Ú 1

sin (x-1)
'Äax-1-'Äa-1

 (∵ ㉠)

=lim
x`Ú 1

`sin (x-1)_('Äax-1+'Äa-1)
('Äax-1-'Äa-1)('Äax-1+'Äa-1)

05 

06 

07 
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=lim
x`Ú 1

sin (x-1)_('Äax-1+'Äa-1)
a(x-1)

=lim
x`Ú 1
[ sin (x-1)

x-1
_ 'Äax-1+'Äa-1

a
]

=1_ 2'Äa-1
a

=
2'Äa-1

a

즉, 
2'Äa-1

a =1이므로 2'Äa-1=a

위의 식의 양변을 제곱하면

4(a-1)=aÛ`, aÛ`-4a+4=0

(a-2)Û`=0    ∴ a=2

이것을 ㉠에 대입하면

b='Ä2-1=1

∴ 10a+b=10_2+1=21�  답 21

f(x)=ex(sin x+cos x)에서

f '(x)�=ex(sin x+cos x)+ex(cos x-sin x)	

=2ex cos x

이때, f '(a)=0이므로 2ea cos a=0

그런데 ea>0이므로 cos a=0

∴ a= p 2 `(∵ 0ÉaÉp)

∴ f(a)=f{ p 2 }=e;2Ò;{sin p 2 +cos p 2 }

=e;2Ò;(1+0)=e;2Ò;	�  답 ④

01 3
7 02 8

5 03 ② 04 p6 05 ③

06 ② 07 -1 08 '3`m 09 ⑤ 10 24p

11 '5 12 8-4'5 13 1
4 14 ⑤ 15 31

16 ④ 17 ④ 18 ⑤ 19 1 20 8

21 ⑤ 22 21 23 25 24 2
9 25 ⑤

26 2 27 ④ 28 1
3

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 39~42

1+cotÛ` x=cscÛ` x에서 cscÛ` x-cotÛ` x=1

(csc x+cot x)(csc x-cot x)=1

이때, csc x+cot x= 5
2 이므로

5
2 (csc x-cot x)=1    ∴ csc x-cot x= 2

5

위의 식과 csc x+cot x= 5
2 를 연립하여 풀면

csc x= 29
20 , cot x= 21

20

∴ sin x= 20
29 , tan x= 20

21 

08 

01 

tan x= sin x 
cos x 에서 cos`x= sin x 

tan x 이므로

sec x= 1 
cos x =

tan x 
sin x =

20
21
20
29

= 29
21 

∴ sec x-tan x= 29
21 -

20
21 =

9
21 =

3
7 � 답 

3
7 

다른풀이

csc`x+cot`x= 5
2 에서 

1
sin`x + cos`x

sin`x = 5
2

∴ 2(1+cos`x)=5`sin`x    yy㉠

위의 식의 양변을 제곱하면

4(1+2`cos`x+cosÛ``x)=25`sinÛ``x

4+8`cos`x+4`cosÛ``x=25(1-cosÛ``x)

29`cosÛ``x+8`cos`x-21=0

(29`cos`x-21)(cos`x+1)=0

∴ cos`x= 21
29  또는 cos`x=-1

이때, cos`x=-1이면 csc`x+cot`x= 5
2 를 만족시키지 

않으므로 cos`x= 21
29

이것을 ㉠에 대입하여 풀면 sin`x= 20
29

∴ sec`x-tan`x‌�= 1
cos`x - sin`x

cos`x 	  

= 29
21 - 29

21 _ 20
29 	  

= 29
21 - 20

21 = 9
21 = 3

7

원점을 지나고 서로 수직인 두 직선 l, m의 방정식을 각

각 y=ax, y=- 1
a x라 하자.

직선 l이 곡선 y= 1
8 xÛ`-2와 만나는 두 점 A, B의 x좌

표를 각각 a, b`(a>b)라 하면 방정식 
1
8 xÛ`-2=ax, 즉 	

xÛ`-8ax-16=0의 두 근이 a, b이므로 근과 계수의 관

계에 의하여

a+b=8a, ab=-16

∴ a-b‌�="Ã(a+b)Û`-4ab (∵ a>b)	

="Ã(8a)Û`-4_(-16)	  

="Ã64aÛ`+64=8"ÃaÛ`+1

A(a, aa), B(b, ab)이므로 

ABÓ‌�="Ã(a-b)Û`+(aa-ab)Û`	  

="Ã(a-b)Û`(aÛ`+1)	 

=(a-b)"ÃaÛ`+1=8(aÛ`+1)

같은 방법으로 직선 m이 곡선 y= 1
8 xÛ`-2와 만나는 두 

점 C, D의 x좌표를 각각 c, d (c>d)라 하면 방정식

02 
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g(t)�=-tÛ`-t+ 3
4 =-{t+ 1

2 }2`+1

-1ÉtÉ1에서 함수 y=g(t)의 

그래프가 오른쪽 그림과 같으므로

t=- 1
2 일 때, 최댓값은

M=-{- 1
2+

1
2 }2`+1=1

t=1일 때, 최솟값은

m=-{1+ 1
2 }2`+1=- 9

4 +1=- 5
4

∴ M+m=1- 5
4 =- 1

4 	�  답 ②

(tan x+'3)(tan y-'3)=-4에서 

tan x tan y-'3 (tan x-tan y)-3=-4

1+tan x tan y='3 (tan x-tan y)    yy㉠

∴ tan (x-y)�=
tan x-tan y
1+tan x tan y 	 	

= tan x-tan y
'3(tan x-tan y)

`(∵ ㉠)	 	

= 1
'3

이때, 0Éx<p 2 , 0Éy<p 2 에서 - p 2 <x-y< p 2 이므로 

x-y= p 6 	�  답 
p 
6

단계 채점 기준 배점

㈎ 주어진 식을 전개하여 간단히 정리한 경우 20%

㈏
㈎에서 정리한 식을 tan (x-y)에 대입하여 그 값

을 구한 경우
50%

㈐
x, y의 값의 범위를 이용하여 x-y의 값의 범위를 

파악한 후, x-y의 값을 구한 경우 
30%

g{- 1
3 }=a, g{ 2

3 }=b라 하면 함수 g(x)의 역함수가 	

f(x)=sin x이므로 f(a)=- 1
3 , f(b)= 2

3 에서

sin a=- 1
3 , sin b= 2

3

- p 2ÉxÉp 2 에서 cos x¾0이므로

cos a=¾̈1-{- 1
3 }2`=®

8
9  =

2'2
3

cos b=¾̈1-{ 2
3 }2`=®

5
9  =

'5
3

hÁ=a+b, hª=a-b이므로

cos hÁ‌�=cos (a+b)	  

=cos a cos b-sin a sin b	  

=
2'2
3 _

'5
3 -{- 1

3 }_
2
3 =

2'¶10+2
9

cos hª‌�=cos (a-b)	  

=cos a cos b+sin a sin b	  

=
2'2
3 _

'5
3 +{- 1

3 }_
2
3 	=

2'¶10-2
9

04 

05 

1
8 xÛ`-2=- 1

a x, 즉 axÛ`+8x-16a=0의 두 근이 c, d

이므로 근과 계수의 관계에 의하여

c+d=- 8
a , cd=-16

c-d‌�="Ã(c+d)Û`-4cd=¾Ð{- 8
a }2`+64	 

=8®É 1
aÛ`

+1

C{c, - ca }, D{d, -
d
a }이므로

CDÓ‌�=¾Ð(c-d)Û`+{- ca + da }2`	 

=¾Ð(c-d)Û`{ 1
aÛ`

+1}=8{ 1
aÛ`

+1}

ABÓ 
CDÓ

= 16 
25 이므로 

8(aÛ`+1) 

8{ 1
aÛ`

+1}
= 16 

25 

25(aÛ`+1)=16{ 1
aÛ`

+1}

25aÛ`(aÛ`+1)=16(aÛ`+1), 25aÛ`=16 (∵ aÛ`+1>0)

aÛ`= 16 
25     ∴ a=Ñ 4  

5 

이때, 직선 l이 x축과 양의 방향으로 이루는 각의 크기가 

h이고, 0<h< p 2 이므로

a=tan h>0    ∴ a=tan h= 4  
5 

∴ 
1

csc h {
1

sec h+tan h +
1

sec h-tan h }

= 1
csc h _

2`sec h
secÛ` h-tanÛ` h

= 1
csc h _

2 sec h
(1+tanÛ``h)-tanÛ``h

=sin h_ 2   
cos h

=2 tan h= 8  
5  � 답 

8  
5  

f(x)�=sin { p 3 -x}`sin { p 3 +x}+sin (p+x)	

={sin p 3 `cos x-cos p 3 `sin x}	 	

� _{sin p 3 `cos x+cos p 3 `sin x}-sin x	

={ '32 `cos x- 1
2 `sin x}{ '32 `cos x+ 1

2 `sin x}	

� -sin x	

= 3
4 `cosÛ``x- 1

4 `sinÛ``x-sin x	 	

= 3
4 `(1-sinÛ``x)- 1

4 `sinÛ``x-sin x		

=-sinÛ``x-sin x+ 3
4

이때, sin x=t로 놓으면 -1ÉtÉ1이고, 주어진 함수를 

g(t)라 하면

03 
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sin (a+b)`sin (a-b)
=(sin a`cos b+cos a`sin b)(sin a`cos b-cos a`sin b)
=sinÛ``a`cosÛ``b-cosÛ``a`sinÛ``b
=sinÛ``a(1-sinÛ``b)-(1-sinÛ``a)sinÛ``b
=sinÛ``a-sinÛ``a`sinÛ``b-sinÛ``b+sinÛ``a`sinÛ``b
=sinÛ``a-sinÛ``b
즉, sinÛ``a-sinÛ``b=1에서 sinÛ``a=1+sinÛ``b
이때, 0ÉsinÛ``aÉ1이므로 0É1+sinÛ``bÉ1

∴ -1ÉsinÛ``bÉ0

그런데 0ÉsinÛ``bÉ1이므로

sinÛ``b=0

∴ sinÛ``a=1

∴ cos 2a�=1-2`sinÛ``a	  

=1-2_1=-1� 답 -1

다른풀이

sin (a+b) sin (a-b)=1에서 

-1Ésin (a+b)É1, -1Ésin (a-b)É1이므로

sin (a+b)=1, sin (a-b)=1

또는 sin (a+b)=-1, sin (a-b)=-1

sinÛ` (aÑb)+cosÛ` (aÑb)=1`(복부호 동순)이므로

cos (a+b)=0, cos (a-b)=0

∴ ‌�cos 2a	 	
=cos {(a+b)+(a-b)}	  

‌�=cos (a+b) cos (a-b)-sin (a+b)sin (a-b)	

=0-1=-1

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 삼각함수의 덧셈정리의 적당한 변형을 이용하여 푸는 문제

이다. 문제 자체는 간단해 보이지만 담고 있는 내용은 꽤 주목할 만하

다. 먼저 삼각함수의 덧셈정리를 사용하면 주어진 식은 	  

sinÛ``a-sinÛ``b=1로 정리할 수 있다. 여기서 중요한 것은 항을 정리

할 때, cosÛ``b=1-sinÛ``b를 이용하여 식을 변형하는 것이다. 삼각함

수는 정의를 포함하여 외워야 할 부분이 많은 단원이지만, 가장 기본

이 되는 sinÛ``h+cosÛ``h=1을 잊어서는 안 된다.

조명과 받침대 사이의 거리를 x`m라  

하면 오른쪽 그림에서 

tan a= 3
x , tan b= 1

x

∴ tan h�=tan (a-b)	  

=
tan a-tan b

1+tan a`tan b 	

=

3
x - 1

x

1+ 3
x _ 1

x

=

2
x

1+ 3
xÛ`

= 2

x+ 3
x

이때, x>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

x+ 3
x ‌�¾2®Éx_ 3

x 	  

=2'3`{단, 등호는 x= 3
x 일 때 성립}

∴ tan hÉ 2
2'3 = 1

'3

07 

08 

∴ cos hÁ+cos hª= 2'¶10+2
9 +

2'¶10-2
9 = 4

9 '1�0

	�  답 ③

점 P(2, 3)에서 원 xÛ`+yÛ`=1에 그은 접선의 기울기를 

m이라 하면 접선의 방정식은

y-3=m(x-2)에서 y=mx-2m+3

원점과 직선 mx-y-2m+3=0 사이의 거리는 원의 반

지름의 길이인 1과 같으므로

|-2m+3|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=1에서 |-2m+3|="ÃmÛ`+1

위의 식의 양변을 제곱하면

4mÛ`-12m+9=mÛ`+1

∴ 3mÛ`-12m+8=0

한편, 두 접선이 x축의 양의 방향과 이루는 각의 크기가  

각각 a, b이므로 tan a, tan b가 각각 두 접선의 기울기

이다. 

즉, 이차방정식 3mÛ`-12m+8=0의 두 근이 tan a, 	

tan b이므로 근과 계수의 관계에 의하여

tan a+tan b=4, tan a tan b= 8
3

∴ tan (a+b)�= tan a+tan b
1-tan a`tan b

= 4

1- 8
3

= 4

- 5
3

	 	

=- 12
5 � 답 ②

다른풀이

오른쪽 그림과 같이 점 P에서 원

에 그은 두 접선이 x축과 만나는 

점을 Q, R라 하고, 직선 OP가 

x축의 양의 방향과 이루는 각의 

크기를 h라 하자.

∠RPQ=a-b이므로 

∠OPQ= 1
2 (a-b)

△OQP에서 h+ 1
2 (a-b)=a이므로

h= 1
2 (a+b)

이때, 점 P의 좌표가 (2, 3)이므로 tan h= 3
2

즉, tan [ 1
2 (a+b)]= 3

2 이므로

tan (a+b)=
2 tan [ 1

2 (a+b)]

1-tanÛ` [ 1
2 (a+b)]

=
2_ 3

2

1-{ 3
2 }2`

=- 12
5

06 

본문 p. 39
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¿¹('3)Û`+1Û`=2이므로

'3 sin x+cos x‌�=2{ '32  sin x+ 1
2  cos x}	  

=2{cos p 6  sin x+sin p 6  cos x}	

=2 sin {x+ p 6 }

즉, 주어진 집합의 원소는 방정식 2 sin {x+ p 6 }=
1
n ,

즉 sin {x+ p 6 }=
1
2n 의 근이다.

x+ p 6 =t로 놓으면 0ÉxÉ2p에서 
p 
6ÉtÉ 13 

6 p

함수 y=sin t { p 6ÉtÉ 13 
6 p}의 그래프는 다음과 같다. 

Ú n=1일 때, 

sin t= 1
2 에서 t= p 6 , 

5
6 p, 

13 
6 p

x=t- p 6 이므로 x=0, 23 p, 2p 

∴ aÁ=0+ 2
3 p+2p= 8

3 p

Û n¾2일 때, 

위의 그림에서 0<t< p 6 에서 함수 y=sin t의 그래프

와 직선 y= 1
2n 의 교점의 x좌표를 a라 하면

sin t= 1
2n `{ p 6ÉtÉ 13 

6 p}에서 t=p-a, 2p+a

x=t- p 6 이므로 x= 5
6 p-a, 

11 
6 p+a

	 ∴ an={
5
6 p-a}+{

11 
6 p+a}=

8
3 p

Ú, Û에서 자연수 n에 대하여 an=
8
3 p이므로

9

Á
n=1

an=
8
3 p_9=24p� 답 24p

오른쪽 그림과 같이�  

∠POA=h라 하면

△OAP�= 1
2 _2Û`_sin h	  

=2`sin h
△OPM

= 1
2 _1_2	_sin { p 2 -h}	  

=cos h

10 

11 

x= 3
x 일 때 tan h의 값이 최대가 되고, 이때의 각 h도 최

대가 되므로 

xÛ`=3에서 x='3 (∵ x>0)

따라서 조명과 받침대 사이의 거리는 '3`m이다.

� 답 '3`m

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 탄젠트함수의 덧셈정리를 이용한 문제로 주어진 조건을 이

용하여 식을 세울 수 있도록 a, b, h 사이의 관계를 아는 것이 중요하

다. 이 문제를 좌표평면 위로 옮겨 다른 방법으로 풀어 보자. 

받침대와 조각상을 y축, 조명을 x축 

위의 점이라 하면 오른쪽 그림과 같이 

나타낼 수 있다. B(0, 1), C(0, 3)을 

지나고 x축에 접하는 원을 그리면 점 

A는 조명의 위치이고 점 A가 원과 x
축의 접점 A'에 있을 때 h의 값이 가

장 커진다. 이때, h의 값이 커질수록

tan h의 값이 커지므로 h의 값이 최

대일 때, tan h의 값도 최대가 된다. 

원의 중심을 D(a, b)라 하면 반지름의 길이가 b이므로

BDÓ=CDÓ=b에서 "ÃaÛ`+(b-1)Û`="ÃaÛ`+(b-3)Û`=b
∴ a=-'3, b=2    ∴ OÕA'Ó='3

"Ã2Û`+(-3)Û`='¶13이므로

f(x)�=2 cos x 2 -3 sin x 2 	  

='¶13 { 2
'¶13  cos x 2 - 3

'¶13  sin x 2 }	  

='¶13`cos { x 2 +a}	 ‌

� {단, sin a= 3
'¶13

, cos a= 2
'¶13 }  yy

㉠

ㄱ.	함수 f(x)의 주기는 2p1 
2  

=4p이다. (참)

ㄴ.	�-1Écos { x 
2 +a}É1에서 	 

-'¶13É'¶13`cos { x 2 +a}É'¶13	  

이므로 최댓값은 '1�3, 최솟값은 -'1�3이다. (참)

ㄷ.	�함수 f(x)는 cos { x 2 +a}=1인 x에서 최댓값을 가

지므로

	�
a 
2 +a‌�=0, Ñ2p, Ñ4p, y	 	

=2np`(단, n은 정수)

	 에서 
a 
2 =2np-a

	 ∴ tan a 2 �=tan (2np-a)		

=-tan a=- sin a`
cos a 	  

=-

3
'¶13
 

2
'¶13

 (∵ ㉠)=- 3 
2  (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.	�  답 ⑤

09 
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본문 pp. 39~40

PQÓ Û`�=(x-y)Û`+(sin x+sin y)Û`	 	

={ p 2 }2`+[sin x+sin {x- p 2 }]
Û` {∵ x-y= p 2 }	

= pÛ`4 +[sin x+sin [-{ p 2-x}]]2`	 ‌
= pÛ`4 +(sin x-cos x)Û`	 	

= pÛ`4 +sinÛ``x+cosÛ``x-2 sin x`cos x		

= pÛ`4 +1-2 sin x`cos x	 	

= pÛ`4 +1-sin 2x

0ÉxÉp에서 0É2xÉ2p이고 -1Ésin 2xÉ1이므로

PQÓ Û`은 sin`2x=-1, 즉 2x= 3
2 p일 때, 최댓값 

pÛ`
4 +2

를 갖는다.

따라서 PQÓ의 길이가 최대가 되도록 하는 x의 값은

x= 1
2_

3
2 p=

3
4 p	�  답 ⑤

cos h= 4
5 이므로

sin h=¾̈1-{ 4
5 }2`=®É

9
25 = 3

5

� {∵ 0<h< p 2 에서 sin`h>0}

OAÓ=OCÓ=1에서 △AOC는 이등변삼각형이므로 

∠OCA=∠OAC=h    ∴ ∠COB=2h

OCÓ=CDÓ=1, ∠OCD= p 2 에서 △COD는 직각이등변

삼각형이므로

ODÓ='2, ∠COD= p 4     ∴ ∠DOH=2h- p 4

△OHD에서

OHÓ‌�=ODÓ cos {2h- p 4 }	  

='2 {cos 2h cos p 4 +sin 2h sin p 4 }	  

='2[(2 cosÛ` h-1)_ 1
'2 +2 sin h cos h_ 1

'2 ]
	

=2 cosÛ` h-1+2 sin h cos h	  

=2_ 16
25 -1+2_ 3 

5 _ 4
5 = 31

25

∴ BHÓ=OHÓ-OBÓ= 31
25 -1= 6

25

따라서 p=25, q=6이므로

p+q=25+6=31� 답 31

14 

15 

∴ OAPM�=△OAP+△OPM	  

=2 sin h+cos h	  

='5 { 2
'5 `sin h+ 1

'5  cos h}	  

='5`sin (h+a) 	  

� {단, sin a= 1
'5

, cos a= 2
'5 }

이때, 0<h< p 2 이므로 sin(h+a)의 최댓값은 1이다.

따라서 사각형 OAPM의 넓이의 최댓값은 '5이다.	

� 답 '5

sin x+cos x= sin x cos x
2 의 양변을 제곱하면

sinÛ``x+cosÛ``x+2sin xcos x=
(sin x cos x)Û`

4

1+2sin xcos x=
(sin x cos x)Û`

4 

sin x cos x=t로 놓으면

1+2t= tÛ`
4 , tÛ`-8t-4=0

∴ t=4Ñ'¶20=4Ñ2'5

이때, t=sin x cos x= 1
2  sin 2x이고 - p 2ÉxÉp 2 에서 

-pÉ2xÉp이므로

-1Ésin 2xÉ1, - 1
2É

1
2  sin 2xÉ 1

2

즉, - 1
2ÉtÉ 1

2 이므로 t=4-2'5

따라서 sin`x`cos`x=4-2'5이므로

sin 2x�=2sin x cos x	  

=2_(4-2'5)	  

=8-4'5	�  답 8-4'5

∠ABC=h라 하면 ∠ABD=∠CBD= h 2
ABÓ=1이므로 

△ABD에서 ADÓ=sin h 2
△ABC에서 BCÓ=cos h

사각형 ABCD의 둘레의 길이가 
19 
8 이므로

2ADÓ+BCÓ+1= 19 
8

2 sin h 2 +cos h= 11
8 , 2 sin h 2 +1-2 sinÛ` h 2 = 11

8

16 sinÛ` h 2 -16 sin h 2 +3=0

{4 sin h 2 -1}{4 sin h 2 -3}=0

∴ sin h 2 = 1 
4  {∵ ADÓ=sin h 2 <

'2
2 }

따라서 선분 AD의 길이는 
1 
4 이다.� 답 

1 
4

12 

13 
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	 lim
x`Ú 0

f(x)=0 (∵ ㄴ)이므로 lim
x`Ú 0

g(x)=0이어야 

	 한다.

	 ∴ ‌�lim
x`Ú 0

tan f(x)
tan g(x)

		  

=lim
x`Ú 0
[ tan f(x)

f(x)
_ `g(x)

tan g(x)
_ `f(x)

g(x)
]	  

=1_1_1=1 (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.	�  답 ④

sin x`cos x 2 -2`sin x 2 �=2`sin x 2 `cosÛ`` x 2 -2`sin x 2 	

=-2`sin x 2 {1-cosÛ`` x 2 }	 ‌

=-2`sinÜ`` x 2

∴ �‌�lim
x`Ú 0 

sin x`cos x 2 -2sin x 2
xÜ`  

	 

=lim
x`Ú 0  

-2sinÜ`` x 2
xÜ`  

=lim
x`Ú 0  

`
-2sinÜ`` x 2  

{ x 
2 }Ü`_8

	

=- 1 
4 lim

x`Ú 0  
 »

sin x 
2

x 
2

¼
Ü`
`
	

=- 1 
4 _1Ü`=- 1 

4 � 답 ④

lim
x`Ú 0

ln`(xa+1)
(1-cos`2x)`tan`bx

=lim
x`Ú 0

(1+cos`2x)`ln`(xa+1)
(1-cos`2x)(1+cos`2x)`tan`bx

=lim
x`Ú 0

(1+cos`2x)`ln`(xa+1)
(1-cosÛ``2x)`tan`bx

=lim
x`Ú 0

(1+cos`2x)`ln`(xa+1)
sinÛ``2x`tan`bx

=lim
x`Ú 0

ln`(xa+1)
xa _lim

x`Ú 0

(2x)Û`
sinÛ``2x

_lim
x`Ú 0

bx
tan`bx

� _lim
x`Ú 0

xa(1+cos`2x)
4bxÜ`

=1_1_1_lim
x`Ú 0

2xa

4bxÜ`

=lim
x`Ú 0

xa

2bxÜ`

즉, lim
x`Ú 0

xa

2bxÜ`
= 1

8 이므로 a=3

또한, lim
x`Ú 0

xa

2bxÜ`
= 1

2b = 1
8 이므로 b=4

∴ a+b=3+4=7� 답 ⑤

f(-x)=-f(x)이므로 f(x)는 기함수, 즉 원점에 대

하여 대칭인 함수이다.

그런데 f(x)가 삼차함수이므로 

f(x)=axÜ`+bx (a+0, b는 상수)라 할 수 있다.

17 

18 

19 

다른풀이

△AOC는 OAÓ=OCÓ=1인 이등변삼각형이므로 

∠OCA=∠OAC=h    ∴ ∠COB=2h

cos h= 4
5 에서

cos 2h=2 cosÛ` h-1=2_{ 4
5 }2`-1= 7

25 , 

sin 2h="Ã1-cosÛ``2h=¾Ð1-{ 7
25 }2`=

24
25

� (∵ 0<2h<p에서 sin 2h>0)

직선 CD와 x축이 만나는 점을 P라 하면

OCÓ=1, ∠OCP= p 2 이므로 △OPC에서

OPÓ= OCÓ 
cos 2h =

1
7
25 

= 25 
7

CPÓ=OPÓ sin 2h= 25 
7 _ 24

25 =
24 
7

∴ ‌�DPÓ=CPÓ-CDÓ= 24 
7 -1= 17  

7 ,	  

HPÓ‌�=OPÓ-(OBÓ+BHÓ)= 25 
7 -(1+BHÓ)	  

= 18  
7 -BHÓ

∠CPO= p 2 -2h이므로 △DHP에서

cos { p 2 -2h}= HPÓ 
DPÓ

, DPÓ sin 2h=HPÓ

17  
7 _ 24

25 =
18  
7 -BHÓ

∴ BHÓ= 18  
7 - 17  

7 _ 24
25 =

6
25 

ㄱ.	lim
x`Ú 0

tan x
` f(x)

�=lim
x`Ú 0
[ x

f(x)
_ tan x

x ]	 ‌

=lim
x`Ú 0

x
f(x)

_lim
x`Ú 0

tan x
x 	 	

= 1
2 _1= 1

2  (거짓)

ㄴ.	�lim
x`Ú 0

f(x)
x =2에서 극한값이 존재하고 x`Ú 0일 때, 

	 (분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

	 즉, lim
x`Ú 0

f(x)=0이어야 한다.

	 이때, f(x)=t로 놓으면 x`Ú 0일 때, t`Ú 0이므로

	 lim
x`Ú 0

sin f(x)
` f(x)

=lim
t`Ú 0

sin t
t =1 (참)

ㄷ.	�lim
x`Ú 0

` f (x)
g(x)

=1에서 0이 아닌 극한값이 존재하고,

16 
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본문 pp. 40~41

즉, ㉠에서

lim
x`Ú 0

g( f(x))

=lim
x`Ú 0 [[ ln (cos x) 

xÛ`
]Û`+ a ln (cos x)

xÛ`
+b]

={- 1
2 }2`-

1
2 a+b

이고, g( f(0))={ 5
2 }2`+

5
2 a+b이므로

{ 5
2 }2`+

5
2 a+b={- 1

2 }2`-
1
2 a+b

3a=-6    ∴ a=-2

∴ g(x)=xÛ`-2x+b

또한, f(x)g(x)=à
(xÛ`-2x+b) ln (cos x)

xÛ`
`(x+0)

5
2 b`� (x=0) 

에서 함수 f(x)g(x)도 x=0에서 연속이므로

lim
x`Ú 0

f(x)g(x)= f(0)g(0)을 만족시켜야 한다.

lim
x`Ú 0

f(x)g(x)‌�=lim
x`Ú 0

(xÛ`-2x+b) ln (cos x)
xÛ` 

	  

=lim
x`Ú 0
[ ln (cos x)

xÛ` 
_(xÛ`-2x+b)]	

=- 1
2 _b`(∵ ㉢)=- 1

2 b

이고, f(0)g(0)= 5
2 b이므로

- 1
2 b= 5

2 b, 3b=0    ∴ b=0

따라서 g(x)=xÛ`-2x이므로

g(4)=4Û`-2_4=8� 답 8

(부채꼴 OAB의 넓이)= 1
2 _1Û`_h= h 2

△OBC= 1
2 _1_1_sin a= sin a 

2

부채꼴 OAB와 삼각형 OBC의 넓이가 같으므로

h 
2 = sin a 

2     ∴ h=sin a    yy㉠

ㄱ. lim
h`Ú 0+

sin (tan h)
sin a ‌�= lim

h`Ú 0+

sin (tan h)
h  (∵ ㉠)	

= lim
h`Ú 0+

[ sin (tan h)
tan h _ tan h 

h ]	

=1_1=1 (참)

ㄴ. ㉠에서 h`Ú 0+이면 a`Ú 0+이므로

lim
h`Ú 0+

a 
h = lim

h`Ú 0+

a 
sin a  (∵ ㉠)=1 (참)

ㄷ. ㉠에서 h`Ú 0+이면 a`Ú 0+이므로

lim
h`Ú 0+

ln (1+a)
h ‌�= lim

a`Ú 0+

ln (1+a) 
sin a  (∵ ㉠)	  

= lim
a`Ú 0+

[ ln (1+a) 
a _ a 

sin a ]	

=1_1=1 (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.  � 답 ⑤

21 

이때, f(1)=3, f(2)=12이므로

a+b=3, 8a+2b=12

위의 두 식을 연립하여 풀면

a=1, b=2    ∴ f(x)=xÜ`+2x

∴ �lim
x`Ú 0

` f (sin x)
sin f(x)

	  

=lim
x`Ú 0

sinÜ``x+2sin x
sin (xÜ`+2x)

=lim
x`Ú 0

(sinÛ``x+2)sin x
sin (xÜ`+2x)

	  

=lim
x`Ú 0
[ xÜ`+2x
sin (xÜ`+2x)

_ sin x
x _ sinÛ``x+2

xÛ`+2
]	  

=1_1_ 0+2
0+2 =1	    � 답 1

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

lim
x`Ú 0

sin x
x =1은 삼각함수의 극한에서 자주 이용되는 내용 중 하나

이다. 이 내용은 단순 계산 문제에서부터 어려운 활용 문제까지 많이 

이용되므로 단순히 계산에 응용하는 수준을 넘어 그 의미까지 정확히 

알아 두도록 하자. lim
x`Ú 0

sin x
x =1의 기하학적 의미는 두 함수 y=x, 	

y=sin x의 그래프가 전혀 다르지만 x=0의 근처에서 보면 두 함수

의 그래프가 거의 일치한다는 것을 뜻한다.

 

g(x)는 최고차항의 계수가 1인 이차함수이므로

g(x)=xÛ`+ax+b (a, b는 상수)라 하면

g( f(x))‌�={ f(x)}Û`+af(x)+b	

=à
[ ln (cos x) 

xÛ`
]Û`+ a ln (cos x)

xÛ`
+b`(x+0)

{ 5
2 }2`+

5
2 a+b`� (x=0) 

함수 g( f(x))가 x=0에서 연속이므로

lim
x`Ú 0

g( f(x))=g( f(0))을 만족시켜야 한다.

� yy㉠

lim
x`Ú 0

ln (cos x) 
xÛ` 

=lim
x`Ú 0
[ ln (1+cos x-1)

cos x-1 _ cos x-1
xÛ`

]

=lim
x`Ú 0

ln`(1+cos`x-1) 
cos`x-1 _lim

x`Ú 0

cos`x-1 
xÛ`

� yy㉡

lim
x`Ú 0

ln`(1+cos`x-1) 
cos`x-1 에서 cos`x-1=t로 놓으면

x`Ú 0일 때, t`Ú 0이므로

lim
x`Ú 0

ln`(1+cos`x-1) 
cos`x-1 =lim

t`Ú 0

ln`(1+t) 
t =1

lim
x`Ú 0

cos`x-1 
xÛ`

‌�=lim
x`Ú 0

(cos x-1)(cos x+1)
xÛ`(cos x+1)

	  

=lim
x`Ú 0

-sinÛ` x
xÛ`(cos x+1)

	  

=-lim
x`Ú 0
{ sin`x

x }2`_lim
x`Ú 0

1
cos`x+1 	  

=(-1)_1Û`_ 1
2 =- 1

2

㉡에서

lim
x`Ú 0

ln`(cos`x)
xÛ`

=1_{- 1
2 }=- 1

2 � yy㉢

20 
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원 CÁ의 넓이가 S(h)이므로

S(h)‌�=p_[ 5(1-cos 2h)
cos 2h+1 ]Û`	  

=
25p(1-cos 2h)Û`

(cos 2h+1)Û`

∴ lim
h`Ú 0+  

S(h)
p tanÝ` h

= lim
h`Ú 0+  

25(1-cos 2h)Û`
tanÝ` h(cos 2h+1)Û`

= lim
h`Ú 0+  

25(1-cos 2h)Û`(1+cos 2h)Û`
tanÝ` h(cos 2h+1)Ý`

= lim
h`Ú 0+  

25 sinÝ` 2h
tanÝ` h(cos 2h+1)Ý`

= lim
h`Ú 0+  

[ sinÝ` 2h
(2h)Ý`

_ hÝ`
tanÝ` h

_ 25_16
(cos 2h+1)Ý`

]

=1Ý`_1Ý`_ 25_16
2Ý` 

=25� 답 25

해결단계

➊ 단계

주어진 반원의 중심을 O라 하고 선분 DP를 지름으로 하는 

원 중 반지름의 길이가 가장 작은 경우는 세 점 O, D, P가 

한 직선 위에 있는 경우임을 파악한 후, 이때의 rÁ(h)를 구

한다. 

➋ 단계

선분 EQ를 지름으로 하는 원 중 반지름의 길이가 가장 큰 

경우는 점 Q가 점 A의 위치에 있어야 할 때임을 파악한 

후, 이때의 rª(h)를 구한다. 

➌ 단계 lim
h`Ú 0+

rÁ(h)rª(h)
hÛ`

의 값을 구한다. 

∠ACB= p 2 이고 ABÓ=2이므로 

BCÓ=2 sin h, ACÓ=2 cos h
점 D는 선분 BC를 2 : 1로 내분하는 점이므로 

CDÓ= 1
3  BCÓ= 2

3  sin h

점 E는 선분 BC를 1 : 3으로 내분하는 점이므로 

BEÓ= 1
4  BCÓ= 1

2  sin h, CEÓ= 3
4  BCÓ= 3

2  sin h

한편, 반원의 중심을 O라 할 때, 점 O에서 선분 BC에 내

린 수선의 발을 H라 하면 점 H는 선분 BC의 중점이므로 

CHÓ=BHÓ= 1
2  BCÓ=sin h

∴ DHÓ=CHÓ-CDÓ=sin`h- 2
3 `sin`h= 1

3  sin h, 

EHÓ=BHÓ-BEÓ=sin`h- 1
2 `sin`h= 1

2  sin h 

호 AB 위의 점 P에 대하여 선분 DP를 지름으로 하는 

원 중 반지름의 길이가 가장 작은 원이 OÁ이므로 원 OÁ의 

중심을 OÁ이라 하면 세 점 O, D, P는 한 직선 위에 있어

야 하고, 원 OÁ의 지름은 선분 DP이므로 이 세 점을 지

나는 직선은 점 OÁ을 지난다. 

24 

위의 그림과 같이 삼각형 OPA에 내접하는 원을 CÁ, 부

채꼴 OBP에 내접하는 원을 Cª, 두 원 CÁ, Cª의 중심을 

각각 CÁ, Cª, 반지름의 길이를 각각 rÁ, rª라 하자. 

원 CÁ과 선분 AP의 접점을 TÁ이라 하면 △OTÁA에서

ATÁÓ=OAÓ`cos h=cos h

∠TÁACÁ= h 2 이므로 △ACÁTÁ에서

rÁ=ATÁÓ`tan h 2 =cos h`tan h 2
원 Cª와 호 BP, 선분 OB의 접점을 각각 Tª, T£이라 하면

∠PAB=h에서 ∠POB=2h이므로 ∠TªOB=h
또한, OÕCªÓ=1-CªTªÓ=1-rª이고, △OT£Cª에서

CÕªT£Ó=OÕCªÓ`sin h이므로

rª=(1-rª) sin h, rª=sin h-rª sin h

rª+rª sin h=sin h    ∴ rª= sin h
1+sin h

이때, 두 원 CÁ, Cª의 둘레의 길이를 각각 f(h), g(h)라 

하므로

f(h)=2prÁ=2p cos h`tan h 2

g(h)=2prª= 2psin h
1+sin h

∴ lim
h`Ú 0+  

hÛ`
` f (h)g(h)

 = 1
4pÛ`

` lim
h`Ú 0+   

hÛ`(1+sin h)

cos h tan h 2 `sin h

 = 1
4pÛ`

` lim
h`Ú 0+   

(
{
9

h 
2

tan h 2  
_ h

sin h_
2(1+sin h)

cos h

)
}
0

 = 1
4pÛ`

_1_1_ 2
1 = 1

2pÛ`
따라서 p=2, q=1이므로

10p+q=10_2+1=21	�  답 21

두 원 CÁ, Cª의 지름의 길이의 합이 10이므로 원 CÁ의 반

지름의 길이를 r라 하면 원 Cª의 반지름의 길이는 5-r

이다.

원 Cª의 중심을 Oª라 하면

∠OªPB=∠OªBP=h이므로

∠AOªP=2h

∠OªPA= p 2 이므로 △APOª에서

cos 2h= OÕªPÓ
OÕªAÓ

= 5-r 
5+r

(5+r)cos 2h=5-r, r(cos 2h+1)=5-5 cos 2h

∴ r=
5(1-cos 2h)

cos 2h+1

22 

23 
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본문 p. 42

방정식 f '(x)=0에서

-2`sinÛ``x-sin`x+1=0

2`sinÛ``x+sin x-1=0

(2`sin x-1)(sin x+1)=0

∴ sin x= 1
2  또는 sin x=-1

0ÉxÉ2p에서

Ú	sin x= 1
2 일 때, x= p 6  또는 x= 5

6 p

Û	sin x=-1일 때, x= 3
2 p

Ú, Û에서 방정식 f '(x)=0의 모든 실근의 합은

p 
6 + 5

6 p+
3
2 p=

5
2 p� 답 ⑤

f(x)=lim
t`Ú x

tÛ` cos x-xÛ` cos t 
t-x 에서 t-x=p로 놓으면 

t=p+x이고 t`Ú x일 때 p`Ú 0이므로

f(x)

=lim
t`Ú x

tÛ` cos x-xÛ` cos t
t-x

=lim
p`Ú 0

(p+x)Û` cos x-xÛ` cos (p+x)
p 

=lim
p`Ú 0

(p+x)Û` cos x-xÛ` cos (p+x)+xÛ` cos x-xÛ` cos x
p 

=lim
p`Ú 0
[ (p+x)Û` cos x-xÛ` cos x

p

� -
xÛ``cos (p+x)-xÛ` cos x

p   ]

=lim
p`Ú 0 [ (pÛ`+2px)cos x

p -
xÛ`{cos (p+x)-cos x}

p   ]
=lim

p`Ú 0 [(p+2x)cos x-
xÛ`{cos (p+x)-cos x}

p   ]
=2x cos x-xÛ` lim

p`Ú 0

cos (p+x)-cos x
p       yy㉠

이때, g(x)=cos x라 하면 g '(x)=-sin x이므로

lim
p`Ú 0

cos (p+x)-cos x
p   ‌�=lim

p`Ú 0

g(p+x)-g(x)
p   	

=g '(x)	 

=-sin x

즉, ㉠에서 

f(x)‌�=2x cos x-xÛ`(-sin x)	

=2x cos x+xÛ` sin x

이므로 

f '(x)‌�=2 cos x+2x(-sin x)+2x sin x+xÛ` cos x	

=(xÛ`+2)`cos x

∴ f '(0)=(0Û`+2)_cos 0=2� 답 2

26 

∠HOB=h, OBÓ=1이므로 △OBH에서 OHÓ=cos h
△ODH에서 

OD‌�Ó=¿¹OHÓ Û`+DÕHÓ Û`	  

=¾¨cosÛ` h+ sinÛ` h
9 	  

=¾¨1-sinÛ` h+ sinÛ` h
9 	  

=®É1- 8
9  sinÛ` h

OPÓ=ODÓ+2rÁ(h)이므로 

1=®É1- 8
9  sinÛ` h+2rÁ(h)

∴ rÁ(h)=
1-®É1- 8

9  sinÛ` h 

2

또한, 호 AB 위의 점 Q에 대하여 선분 EQ를 지름으로 

하는 원 중 반지름의 길이가 가장 큰 원이 Oª이므로 원 

Oª는 점 Q가 점 A에 위치할 때이다.

△AEC에서 

EAÓ‌�=¿¹CAÓ Û`+CEÓ Û`	  

=¾¨4 cosÛ` h+ 9
4  sinÛ` h	  

=¾¨4(1-sinÛ` h)+ 9
4  sinÛ` h	  

=®É4- 7
4  sinÛ` h

이고, 2rª(h)=EAÓ이므로

rª(h)= 1
2®É4-

7
4  sinÛ` h=®É1- 7 

16  sinÛ` h

∴ lim
h`Ú 0+  

rÁ(h)rª(h)
hÛ`

 = lim
h`Ú 0+  

®É1- 7 
16  sinÛ` h {1-®É1- 8

9  sinÛ` h}

2hÛ`

 = lim
h`Ú 0+  

®É1- 7 
16  sinÛ` h [1-{1- 8

9  sinÛ` h}] 

2hÛ`{1+®É1- 8
9  sinÛ` h}

 = lim
h`Ú 0+  

8
9  sinÛ` h®É1- 7 

16  sinÛ` h 

2hÛ`{1+®É1- 8
9  sinÛ` h}

 = 4
9  lim
h`Ú 0+  

» sinÛ` h 
hÛ`

_
®É1- 7 

16  sinÛ` h 

1+®É1- 8
9  sinÛ` h

¼

 = 4
9 _1Û`_ 1

1+1 =
2
9 � 답 

2
9

f(x)=cos x(sin x+1)에서

f '(x)�=-sin x(sin x+1)+cosÛ``x	  

=-sinÛ``x-sin x+(1-sinÛ``x)	  

=-2`sinÛ``x-sin x+1

25 
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lim
x Ú`;4Ò;

g '(x)

x-;4Ò;
‌�

=lim
x Ú`;4Ò;

-'2 e-x sin {x- p 4 }+12xÛ`- 3 
4 pÛ`

x- p 4

=lim
x Ú`;4Ò;

(
{
9

-'2 e-x sin {x- p 4 }+12{x- p 4 }{x+ p 4 }

x- p 4

)
}
0

=lim
x Ú`;4Ò;

(
{
9

-'2 e-x sin {x- p 4 }

x- p 4
+12{x+ p 4 }

)
}
0

x- p 4 =t로 놓으면 x=t+ p 4 이고, x`Ú p 4 일 때 t`Ú 0

이므로

lim
x Ú`;4Ò;

(
{
9

-'2 e-x sin {x- p 4 }

x- p 4
+12{x+ p 4 }

)
}
0

=lim
t`Ú 0
[-'2 e-{t+;4Ò;} sin t

t +12{t+ p 2 }]

=lim
t`Ú 0
[-'2 e-{t+;4Ò;}_ sin t 

t +12{t+ p 2 }]

=-'2 e-;4Ò;+6p  � 답 ④

점 An의 x좌표를 t라 하면 점 An은 두 함수 	

f(x)=2 cos x, g(x)=n sin x의 그래프의 교점 중에서

x좌표가 가장 작으므로

0<t< p 2 , 2 cos t=n sin t

cos t+0이므로

sin t 
cos t = 2

n     ∴ tan t= 2
n

tan`t= 2
n 인 직각삼각형은 오른쪽 그림

과 같이 그릴 수 있으므로

sin t= 2
"ÃnÛ`+4

, cos t= n
"ÃnÛ`+4

�yy㉠

한편, 점 An에서의 두 곡선 y= f(x), y=g(x)의 접선

이 x축과 이루는 각의 크기를 각각 a, b라 하면 

f '(x)=-2 sin x, g '(x)=n cos x에서

tan a=-2 sin t, tan b=n cos t

두 접선이 이루는 예각의 크기가 hn이므로

28 

다른풀이

g(t)=tÛ``cos`x-xÛ``cos`t라 하면 g(x)=0이므로

f(x)‌�=lim
t`Ú x

tÛ``cos`x-xÛ``cos`t
t-x 	  

=lim
t`Ú x

g(t)-g(x)
t-x 	  

=g '(x)

이때, g(t)=tÛ``cos`x-xÛ``cos`t에서

g '(t)=2t`cos`x+xÛ``sin`t이므로

f(x)=2x`cos`x+xÛ``sin`x

f '(x)‌�=2`cos`x-2x`sin`x+2x`sin`x+xÛ``cos`x	

=2`cos`x+xÛ``cos`x

∴ f '(0)=2

g(x)=e-x`sin`x+ f(x)이므로

lim
x`Ú ¦

g(x)
xÜ`

‌�=lim
x`Ú ¦

e-x sin x+ f(x)
xÜ`

	  

=lim
x`Ú ¦
[  sin x

ex xÜ`
+

f(x)
xÜ`
]=4    yy㉠

이때, |sin x|É1에서 |  sin x
ex xÜ`

|É| 1
ex xÜ`

|이고, 

lim
x`Ú ¦
| 1
ex xÜ`

|=0이므로

lim
x`Ú ¦

 sin x
ex xÜ`

=0

즉, ㉠에서 lim
x`Ú ¦

f(x)
xÜ`

=4이므로 f(x)는 최고차항의 계

수가 4인 삼차함수이다.

이때, 함수 f(x)는 f(-x)=- f(x)를 만족시키므로

f(x)=4xÜ`+ax`(a는 상수)

라 할 수 있다.

즉, g(x)=e-x sin x+4xÜ`+ax이므로

g '(x)‌�=-e-x sin x+e-x cos x+12xÛ`+a	

=e-x (cos x-sin x)+12xÛ`+a	  

=-'2 e-x sin {x- p 4 }+12xÛ`+a

lim
x Ú`;4Ò;

g '(x)

x-;4Ò;
‌�

=lim
x Ú`;4Ò;

-'2 e-x sin {x- p 4 }+12xÛ`+a

x- p 4
    yy㉡

위의 극한값이 0이 아니고, x`Ú p 4 일 때, (분모)`Ú 0이

므로 (분자)`Ú 0이어야 한다. 

즉, lim
x Ú`;4Ò;
[-'2 e-x sin {x- p 4 }+12xÛ`+a]=0에서

12_ pÛ` 16 +a=0    ∴ a=- 3  
4 pÛ`

따라서 ㉡에서

27 
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k-1=t로 놓으면 k=t+1이고,

k`Ú 1+일 때 t`Ú 0+이므로

lim
k`Ú 1+ 

tan a�= lim
k`Ú 1+ 

ln k
k-1 =lim

t`Ú 0+ 

ln (1+t)
t   =1

lim
k`Ú 1+ 

tan b�= lim
k`Ú 1+ 

-cos p 2 k

k-1 	

=lim
t`Ú 0+ 

-cos [ p 2 (1+t)]
t 	

=lim
t`Ú 0+ 

-cos { p 2 + p 2 t}
t 	

=lim
t`Ú 0+ 

sin p 2 t

t
= p 2 lim

t`Ú 0+ 

sin p 2 t

p 
2 t

	  

= p 2 _1= p 2
이때, h=a+b이므로

lim
k`Ú 1+ 

tan h�= lim
k`Ú 1+ 

 tan (a+b)	 

= lim
k`Ú 1+ 

tan a+tan b
1-tan a tan b 	  

=
1+ p 2

1-1_p 2
= 2+p

2-p 	�  답 
2+p
2-p

해결단계

➊ 단계 삼각함수의 덧셈정리를 응용하여 함수 f(h)를 정리한다.

➋ 단계 ➊단계에서 구한 식을 이용하여 x, y를 간단히 한다.

➌ 단계
삼각함수의 덧셈정리를 이용하여 x-y를 구하여 f(h)를
나타낸다.

f(h)��="ÃÃ(1-cos h)Û`+sinÛ``h	 	
="ÃÃ1-2 cos hÃ+cosÛ``h+sinÛ``h	 	
='Ä2-2 cos h	 	

=®É2-2{1-2 sinÛ`` h 2 }	 	

=®É4 sinÛ`` h 2 	 	

=2|sin h 2 |

이므로

x=f{h+ 2
3 p}=2|sin { h 2 + p 3 }|, 

y=f{h- 2
3 p}=2|sin { h 2 - p 3 }|

0<h< p 2 에서 0< h 2 < p 4 ,

p 
3 < h 2 + p 3 < 7 

12 p, -
p 
3 < h 2 - p 3 <- p 

12 

이므로

f(h)=2`sin` h 2 `{∵ sin` h 2 >0}	 yy㉠

02 

tan hn‌�=|tan (a-b)|	  

=| tan a-tan b
1+tan a tan b |	  

=| -2 sin t-n cos t 
1-2 sin t_n cos t |

=±
-2_ 2

"ÃnÛ`+4
-n_ n

"ÃnÛ`+4

1-2_ 2
"ÃnÛ`+4

_n_ n
"ÃnÛ`+4

 
± (∵ ㉠)

=|-4"ÃnÛ`+4-nÛ`"ÃnÛ`+4
nÛ`+4-4nÛ`

|

=|-(nÛ`+4)"ÃnÛ`+4
-3nÛ`+4

|

=
(nÛ`+4)"ÃnÛ`+4

3nÛ`-4
 (∵ n¾2인 자연수)

∴ lim
n`Ú ¦

tan hn

n ‌‌�=lim
n`Ú ¦

(nÛ`+4)"ÃnÛ`+4
n(3nÛ`-4)

 	  

=lim
n`Ú ¦

{1+ 4  
nÛ` 
}¾̈1+ 4  

nÛ` 
3- 4  

nÛ` 

	  

= 1  
3 � 답 

1  
3

01 
2+p
2-p 	 02 f(h)=x-y	 03 4	 04 40	

05 
3-'5

2 	 06 2

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 43

해결단계

➊ 단계

직선 x=k가 x축과 만나는 점을 R, ∠PAR=a, 	
∠QAR=b라 하고, 세 선분 AR, PR, QR의 길이를 이

용하여 tan a, tan b의 값을 구한다.

➋ 단계
h=a+b이므로 삼각함수의 덧셈정리를 이용하여 tan h를 

tan a, tan b를 이용하여 나타낸다.

➌ 단계
k`Ú 1+일 때, tan a, tan b의 값을 구하여 lim

k`Ú 1+
tan h의 

값을 구한다.

오른쪽 그림과 같이 직선 �

x=k가 x축과 만나는 점을 R

라 하고, ∠PAR=a,
∠QAR=b라 하면 세 점 P, 

Q, R는 각각 두 함수 y=ln`x, 

y=cos p 2 x와 x축 위의 점이므로 

P(k, ln`k), Q`{k, cos p 2 k}, R(k, 0)

∴ tan a= PRÓ
ARÓ

= ln k
k-1 , tan b= QRÓ

ARÓ
=

-cos p 2 k

k-1

01 

책1.indb   69 20. 6. 5.   오후 3:14



070  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

cscÛ` x-secÛ` x 
cscÛ` x+secÛ` x

_ 2 cscÛ` z-4
cotÛ` z+1

=sin az에서

cscÛ` x-secÛ` x 
cscÛ` x+secÛ` x

‌�
=

1
sinÛ` x

- 1
cosÛ` x

1
sinÛ` x

+ 1
cosÛ` x

	  

= cosÛ` x-sinÛ` x 
cosÛ` x+sinÛ` x

	 

=cosÛ` x-sinÛ` x	  

=cos 2x	  

=cos [2{ p 4 -z}]	 ‌

� {∵ ㉠에서 x=p 4 -z}	

=cos { p 2 -2z}=sin 2z

2 cscÛ` z-4
cotÛ` z+1

‌�=
2(cscÛ` z-2)

cotÛ` z+1
	  

=
2(cscÛ` z-2)

cscÛ` z
	  

=2{1- 2
cscÛ` z

}	  

=2(1-2`sinÛ``z)	  

=2 cos 2z

이때, sin 2z_2 cos 2z=sin 4z이므로 

a=4� 답 4

해결단계

➊ 단계 ∠AOH=h라 하고 S(r)와 r를 h를 이용하여 나타낸다.

➋ 단계
r`Ú ¦이면 h`Ú p2 -임을 이용하여 lim

r`Ú ¦ 

S(r)
r 의 값을 

구한다. 

위의 그림과 같이 원 CÁ의 중심을 O, 두 원 CÁ, Cª의 교

점을 A, B, 선분 AB의 중점을 H라 하고, 		

∠AOH=h {0<h< p 2 }라 하자. 

직각삼각형 AOH에서 AOÓ=r, OHÓ=5이므로

AHÓ="ÃrÛ`-25

∴ sin h= "ÃrÛ`-25
r , cos h= 5  

r � yy㉠

이때, 

(삼각형 OAB의 넓이)‌�= 1
2 _ABÓ_OHÓ		  

= 1
2 _2"ÃrÛ`-25_5	 

=5"ÃrÛ`-25,

04 

x�=2 sin { h 2 + p 3 }`{∵ sin`{ h 2 + p 3 }>0}	 ‌

=2{sin h 2  cos p 3 +cos h 2  sin p 3 }

=sin h 2 +'3`cos h 2 	 yy㉡

y�=-2 sin { h 2 - p 3 }`{∵ sin`{ h 2 - p 3 }<0}	 ‌

=-2{sin h 2  cos p 3 -cos h 2  sin p 3 }

=-sin h 2 +'3`cos h 2 	 yy㉢

따라서 ㉡-㉢을 하면

x-y=2`sin` h 2 = f(h)`(∵ ㉠)

∴ f(h)=x-y� 답 f(h)=x-y

다른풀이

f(h)="Ã Ã(1-cos h)Û`+sinÛ``h에서 함수 f(h)는 두 점 

(1, 0), (cos h, sin h) 사이의 거리와 같다.

이때, 점 (cos h, sin h)는 원점을 지나고 x축의 양의 방

향과 이루는 각의 크기가 h인 직선과 원 xÛ`+yÛ`=1의 교

점이다.

P(cos h, sin h), A(1, 0)이라 하고 점 O에서 선분 AP

에 내린 수선의 발을 H라 하면

OPÓ=1, ∠POH= h 2 이므로 PHÓ=sin h 2

∴ f(h)=PAÓ=2PHÓ=|2 sin h 2 |

해결단계

➊ 단계
x, y, z가 x+y+z= 3 

8 p를 만족시키는 등차수열임을 이용

하여 x, z 사이의 관계식을 구한다. 

➋ 단계

삼각함수 사이의 관계를 이용하여 		

cscÛ` x-secÛ` x 
cscÛ` x+secÛ` x

_ 2 cscÛ` z-4 
cotÛ` z+1

를 z에 대한 식으로 정리한

다. 

➌ 단계 a의 값을 구한다. 

세 실수 x, y, z가 이 순서대로 등차수열을 이루므로 공

차를 d라 하면

x=y-d, z=y+d

x+y+z= 3
8 p이므로 

(y-d)+y+(y+d)= 3
8 p, 3y=

3
8 p

∴ y= p 8 , x+z= p 4     yy㉠

03 
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S'(h)=-8 cos h tan h+(8-8 sin h) secÛ` h

=-8 sin h+ 8(1-sin h)
cosÛ` h

=
-8`sin h`cosÛ` h+8(1-sin`h)

cosÛ` h

=
8{-sin h(1-sinÛ` h)+1-sin h}

cosÛ` h

=
8(sinÜ` h-2 sin h+1)

cosÛ` h

=
8(sin h-1)(sinÛ` h+sin h-1)

cosÛ` h
S'(h)=0에서 sin h=1 또는 sinÛ` h+sin h-1=0

∴ sin h=1 또는 sin`h= -1-'5
2  또는 

� sin`h= -1+'5
2

그런데 0<h< p 2 에서 0<sin h<1이므로 

sin h= -1+'5
2 	 yy㉡

이제 위의 방정식을 만족시키는 h에 대하여 
QHÓ
PHÓ

의 값을 

구하자.

㉠에서 QHÓ=(4-4 sin h) tan h이고,

△OPH에서 PHÓ=OPÓ sin { p 2 -h}=4 cos h이므로

QHÓ
PHÓ

‌�=
(4-4 sin h) tan h

4 cos h 	  

=
(1-sin h) tan h

cos h 	  

=
(1-sinÛ` h) tan h
cos h(1+sin h)

	  

= cosÛ` h tan h
cos h(1+sin h)

	  

= cos h sin h
cos h(1+sin h)

	  

= sin h
1+sin h 	  

=

-1+'5
2

1+
-1+'5

2

 (∵ ㉡)

	‌� =
-1+'5
1+'5 	  

=
6-2'5

4 =
3-'5

2  � 답 
3-'5

2

해결단계

➊ 단계
삼각비를 이용하여 QÕMÓ, QNÓ의 길이를 각각 구한 후,

S(h)를 구한다. 

➋ 단계

점 N에서 선분 QR에 내린 수선의 발을 H라 할 때, 삼각비

를 이용하여 HRÓ, PRÓ의 길이를 각각 구한 후, T(h)를 구

한다. 

➌ 단계 lim
h`Ú 0+ 

hÛ`_S(h)
T(h)

의 값을 구한다. 

원 CÁ이 x축에 대하여 대칭이고, 점 P를 원점과 x축에 

대하여 각각 대칭이동시킨 점이 Q, R이므로

µ PA=µAR이고, ∠POA=∠AOR

06 

(부채꼴 OAB의 넓이)= 1
2 rÛ`_2h=rÛ`h

이고, 원 CÁ의 내부와 원 Cª의 외부의 공통부분과, 원 Cª

의 내부와 원 CÁ의 외부의 공통부분의 넓이의 합이 S(r)

이므로

S(r)=2[(원 CÁ의 넓이)

� -2{(부채꼴 OAB의 넓이)-△OAB}]

=2{prÛ`-2(rÛ`h-5"ÃrÛ`-25)}

=2prÛ`-4rÛ`h+20"ÃrÛ`-25

∴ lim
r`Ú ¦

S(r)
r ‌�=lim

r`Ú ¦

2prÛ`-4rÛ`h+20"ÃrÛ`-25
r 	

=lim
r`Ú ¦

4r{ p 2 -h}+lim
r`Ú ¦

20"ÃrÛ`-25
r

� yy㉡

이때, ㉠에서 r= 5
cos h 이므로

lim
r`Ú ¦

4r{ p 2 -h}=lim
r`Ú ¦

20
cos h {

p 
2 -h}

t= p 2 -h로 놓으면 r`Ú ¦일 때 h`Ú p 2 -이므로

t`Ú 0+이다. 즉, 

lim
r`Ú ¦

20
cos h {

p 
2 -h}=lim

t`Ú 0+

20t

cos { p 2 -t}

	 =20 lim
t`Ú 0+

t 
sin t 

	 =20_1=20

∴ ‌�lim
r`Ú ¦

S(r)
r 	  

=lim
r`Ú ¦

4r{ p 2 -h}+lim
r`Ú ¦

20"ÃrÛ`-25
r  (∵ ㉡)	 	

=20+lim
r`Ú ¦

20®É1- 25
rÛ`

=20+20=40� 답 40

해결단계

➊ 단계 삼각비를 이용하여 QHÓ의 길이를 구한 후, S(h)를 구한다.

➋ 단계
S'(h)를 구한 후, S'(h)=0이 되는 h에 대하여 sin h의 값

을 구한다.

➌ 단계
삼각비를 이용하여 PHÓ의 길이를 구한 후, 

QHÓ
PHÓ

를 간단히 

정리한다. 

➍ 단계
➋단계에서 구한 sin h의 값을 ➌단계에서 정리한 식에 대

입하여 
QHÓ
PHÓ

의 값을 구한다. 

∠QAB=h이므로 ∠AOP= p 2 -h

△OPH에서 OHÓ=OPÓcos { p 2 -h}=4 sin h

즉, AHÓ=OAÓ-OHÓ=4-4 sin h이므로 △AHQ에서 

QHÓ=AHÓ tan h=(4-4 sin h) tan h	 yy㉠

삼각형 AOQ의 넓이가 S(h)이므로

S(h)= 1
2 _AOÓ_QHÓ

= 1
2 _4_(4-4 sin h) tan h

=(8-8 sin h) tan h

05 
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1 11	 2 43	 3 40	 4 ②

이것이 수능	 p. 44

해결단계

➊ 단계 ∠OPA=a, ∠BPO=b라 하면 h=2(a+b)임을 파악한다. 

➋ 단계 tan h= 4
3 임을 이용하여 tan (a+b)의 값을 구한다.

➌ 단계
➋단계에서 구한 값과 tan a= 1

a , tan b= 2
a 를 이용하여 

(a-3)Û`의 값을 구한다.  

∠OPA=a, ∠BPO=b라 하자.

△POA, △PQA가 서로 합동이고, △PRB, △POB가 

서로 합동이므로

∠APQ=∠OPA=a, ∠RPB=∠BPO=b
즉, ∠RPQ=h=2(a+b)이므로

tan h‌�=tan {2(a+b)}	  

=
tan (a+b)+tan (a+b)

1-tan (a+b)_tan (a+b) = 4  
3

tan (a+b)=t로 놓으면

2t   
1-tÛ`

= 4  
3 , 2tÛ`+3t-2=0

(2t-1)(t+2)=0

∴ t= 1  
2  또는 t=-2

그런데 a>'2에서 0<h<p이므로

0<a+b< p 2

∴ t=tan (a+b)= 1  
2  (∵ 0<tan`(a+b)<1)

이때, OPÓ=a, OAÓ=1, OBÓ=2이므로 

△POA, △PBO에서 tan a= 1  
a , tan b= 2  

a

∴ tan (a+b)‌�= tan a+tan b 
1-tan a tan b 		   

=

1  
a + 2  

a

1- 1  
a _ 2  

a

	  

= 3a 
aÛ`-2

즉, 
3a 

aÛ`-2
= 1  

2 에서

aÛ`-6a-2=0, aÛ`-6a+9=11

∴ (a-3)Û`=11� 답 11

1 

∴ ∠PQA=∠AQR= h 2 , ∠PQR=h

PQÓ=2, ∠PRQ= p 2 이므로 △PQR에서 

PRÓ=PQÓ`sin h=2 sin h
QRÓ=PQÓ`cos h=2 cos h

∠QMR=∠QNR= p 2 이므로 △QRM, △QRN에서

QÕMÓ=QRÓ cos h=2 cosÛ` h

QNÓ=QRÓ cos h 2 =2 cos h cos h 2
∴ S(h)‌�=△MQN	  

= 1
2 _QMÓ_QNÓ_sin h 2 	  

= 1
2 _2 cosÛ` h_2 cos h cos h 2 _sin h 2 	

=2 cosÜ` h cos h 2  sin h 2

점 N에서 선분 QR에 내린 수선의 발을 H라 하면 

△NQH에서 QHÓ=QNÓ cos h 2 =2 cos h cosÛ` h 2 이므로

HRÓ‌�=QRÓ-QHÓ	  

=2 cos h-2 cos h cosÛ` h 2 	  

=2 cos h{1-cosÛ` h 2 }	  

=2 cos h sinÛ` h 2

∴ T(h)‌�=△PNR= 1  
2 _PRÓ_HRÓ	  

= 1  
2 _2 sin h_2 cos h sinÛ` h 2 	

=2 sin h cos h sinÛ` h 2

∴ lim
h`Ú 0+  

hÛ`_S(h)
T(h)

= lim
h`Ú 0+  

hÛ̀ _2 cosǛ  h cos h 2  sin h 2  

2 sin h cos h sinÛ` h 2

= lim
h`Ú 0+  

hÛ̀  cosÛ̀  h cos h 2
sin h sin h 2

= lim
h`Ú 0+  

»2`cosÛ` h cos h 2 _ h 
sin h_

h 
2

sin h 2
¼

=2_1Û`_1_1_1=2� 답 2 
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본문 pp. 43~44

해결단계

➊ 단계
sin h의 값과 삼각형 ABC의 세 변의 길이를 이용하여

tan 2h, tan ∠ABC의 값을 각각 구한다. 

➋ 단계 ∠ABC와 각 h를 이용하여 tan ∠FBH의 값을 구한다. 

➌ 단계
BHÓ+CHÓ=12임을 이용하여 FHÓ의 길이를 구한 후, p, q
의 값을 각각 구하여 p+q의 값을 구한다.  

sin h= '¶1010 이므로 오른쪽 그림과 같은 

직각삼각형을 생각하면 tan h= 1  
3

∴ tan 2h‌�= 2`tan h
1-tanÛ` h

	  

=

2  
3

1-{ 1  
3 }2`

=

2  
3   

8  
9

= 3  
4

점 A에서 선분 BC에 내린 수선의 발을 G라 하면 		

△ABC가 이등변삼각형이므로 BGÓ=6

△ABG에서 ABÓ=10이므로 AGÓ="Ã10Û`-6Û`=8이고

∠CBA=a라 하면

tan a= 8
6 = 4

3  

이때, ∠CBE=b라 하면 b=a-2h이므로

tan b‌�=tan (a-2h)= tan a-tan 2h 
1+tan a tan 2h 	

=

4  
3 - 3  

4

1+ 4  
3 _ 3  

4 

= 7  
24

△BHF에서 tan b= FHÓ 
BHÓ

이므로 

BHÓ= FHÓ 
tan b =

24   
7  FHÓ

△FHC에서 tan h= FHÓ 
HCÓ

이므로

HCÓ= FHÓ 
tan h =3FHÓ

BHÓ+CHÓ=12이므로 { 24   7 +3}FHÓ=12

45    
7 FHÓ=12    ∴ FHÓ=12_ 7   

45 = 28  
15

따라서 p=15, q=28이므로 

p+q=15+28=43� 답 43

해결단계

➊ 단계
두 선분 OT, OQ와 호 TQ로 둘러싸인 부분의 넓이를 S£
이라 하고 SÁ+S£, Sª+S£의 값을 구하는 방법을 생각한다.

➋ 단계
SÁ-Sª를 h를 이용하여 나타낸 후, lim

h`Ú 0+ 

SÁ-Sª
OHÓ

의 값을 

구한다. 

➌ 단계 ➋단계에서 구한 답을 이용하여 50a의 값을 구한다.  

2 

3 

두 선분 OT, OQ와 호 TQ로 둘러싸인 부분의 넓이를 

S£이라 하면

SÁ+S£

=(부채꼴 APQ의 넓이)-(삼각형 AOH의 넓이)

Sª+S£=(부채꼴 OBR의 넓이)

이므로

SÁ-Sª‌�

=(SÁ+S£)-(Sª+S£)	  

=(부채꼴 APQ의 넓이)-(삼각형 AOH의 넓이)

			   � -(부채꼴 OBR의 넓이)

� yy㉠

△ABP에서 ABÓ=2, ∠APB= p 2 이므로

APÓ=ABÓ cos h=2 cos h
∴ (부채꼴 APQ의 넓이)

= 1
2 _(2 cos h)Û`_h=2h cosÛ` h

△AOH에서 OAÓ=1이므로

AHÓ=OAÓ cos h=cos h
OHÓ=OAÓ sin h=sin h

∴ (삼각형 AOH의 넓이)= 1
2  cos h sin h

∠OAP=∠OPA=h이므로 ∠POB=2h이고 호 PR의 

길이와 호 RB의 길이의 비가 3 : 7이므로 두 호 PR, RB

의 중심각의 크기의 비도 3 : 7이다. 즉, 

∠ROB=2h_ 7
10 = 7

5 h

∴ (부채꼴 OBR의 넓이)= 1
2 _1Û`_ 7

5 h=
7
10 h

㉠에서 

SÁ-Sª=2h cosÛ` h- 1
2  cos h sin h- 7

10 h

이므로

lim
h`Ú 0+  

SÁ-Sª 
OHÓ

= lim
h`Ú 0+   

2h cosÛ` h- 1
2  cos h sin h- 7

10 h 
sin h

= lim
h`Ú 0+  

[2 cosÛ` h_ h 
sin h -

1
2  cos h- 7

10 _ h 
sin h ]

=2- 1
2 - 7

10 = 4
5

따라서 a= 4
5 이므로

50a=50_ 4
5 =40� 답 40
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해결단계

➊ 단계
△ABC에서 ABÓ=1, ∠CAB=h임을 이용하여 ACÓ, BCÓ
의 값을 각각 h를 이용하여 나타낸다.

➋ 단계
선분 CD가 ∠ACB를 이등분함을 이용하여 ADÓ의 길이를 

구한 후, 부채꼴 ADE의 넓이 S(h)를 구한다.

➌ 단계 CEÓ의 길이를 구한 후, 삼각형 BCE의 넓이 T(h)를 구한다. 

➍ 단계 lim
h`Ú 0+ 

{S(h)}Û`
T(h)

의 값을 구한다.  

직각삼각형 ABC에서 ABÓ=1, ∠CAB=h이므로

cos h= ABÓ 
ACÓ

= 1  
ACÓ 

에서 ACÓ= 1  
cos h 

tan h= BCÓ 
ABÓ

= BCÓ 
1 에서 BCÓ=tan h

이때, 직선 CD가 ∠ACB를 이등분하므로 

ACÓ : BCÓ=ADÓ : BDÓ에서

ACÓ_BDÓ=BCÓ_ADÓ

ACÓ(ABÓ-ADÓ)=BCÓ_ADÓ

ACÓ_ABÓ-ACÓ_ADÓ=BCÓ_ADÓ

∴ ADÓ‌�= ACÓ_ABÓ 
ACÓ+BCÓ

	  

=

1  
cos h _1 

1  
cos h +tan h

= 1  
1+sin h

부채꼴 ADE의 넓이가 S(h)이므로

S(h)= 1
2 _{ 1  

1+sin h }2`_h=
h 

2(1+sin h)Û`
한편,

CEÓ‌�=ACÓ-AEÓ=ACÓ-ADÓ	 	

= 1  
cos h -

1  
1+sin h

이고 삼각형 BCE의 넓이가 T(h)이므로

T(h)

= 1
2 _BCÓ_CEÓ_sin`(∠BCE)

= 1
2 _tan h_{ 1  

cos h -
1  

1+sin h }_sin { p 2 -h}

= 1
2  sin h{ 1  

cos h -
1  

1+sin h }

∴ lim
h`Ú 0+  

{S(h)}Û``
T(h)

= lim
h`Ú 0+  

[ h 
2(1+sin h)Û`

]Û` 

1
2  sin h{ 1  

cos h -
1  

1+sin h }

= lim
h`Ú 0+  

hÛ` 
4(1+sin h)Ý`

 

1
2  sin h_ 1+sin h-cos h

cos h(1+sin h)

= lim
h`Ú 0+  

hÛ` cos h 
2 sin h(1+sin h-cos h)(1+sin h)Ü`

= lim
h`Ú 0+  

(
{
9

1  
2_ h 

sin h _
cos h 

(1+sin h)Ü`

� _ 1
sin h 
h + 1-cos h 

h

= sinÛ` h 
h(1+cos h)

∴ lim 
h`Ú 0+

1-cos h 
h =0

)
}
0

= 1
2 _1_ 1

1 _ 1
1+0 =

1
2   � 답 ②

4 

=cos h

여러 가지 미분법05

01 ④	 02 -2	 03 ④	 04 50	 05 ③

06 ①	 07 16	 08 ①

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 p. 47

g(x)= x
1- f(x)

에서

g '(x)�=
x'{1- f(x)}-x{1- f(x)}'

{1- f(x)}Û`
	  

=
1- f(x)+x f '(x)

{1- f(x)}Û`

∴ g '(0)�=
1- f(0)

{1- f(0)}Û` 	 	

= 1
1- f(0) `(∵ f(0)+1)

이때, g '(0)= 1
3 이므로 

1
1- f(0) = 1

3 에서 

1- f(0)=3    ∴ f(0)=-2� 답 ④

f(x)= 1+sec`x
tan`x 에서

f '(x)�=
(1+sec`x)'tan`x-(1+sec`x)(tan`x)'

tanÛ``x
	

=
sec`xtan`x_tan`x-(1+sec`x)secÛ``x

tanÛ``x
	

=sec`x- 1+sec`x
sinÛ``x

	 	

= 1
cos`x - 1

sinÛ``x
 {1+ 1

cos`x }

따라서 x= p3 에서의 미분계수는

f '{ p3 }�=
1

cos` p3
- 1

sinÛ`` p3
 »1+ 1

cos` p3
¼

	 = 1
1
2

- 1

{ '32 }2`
 »1+ 1

1
2

¼

	 =2- 4
3 _(1+2)

	 =2-4=-2� 답 -2

조건 ㈏에서 f(g(x))=4xÛ`+6x-1의 양변을 x에 대하

여 미분하면

f '(g(x))g'(x)=8x+6    yy㉠

㉠의 양변에 x=1을 대입하면 

f '(g(1))g'(1)=14

조건 ㈎에서 g(1)=2이므로

f '(2)g'(1)=14

조건 ㈎에서 f '(2)=4이므로

4g'(1)=14    ∴ g'(1)= 7
2 � 답 ④

01 

02 

03 
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점 (e, -e)는 곡선 y= f(x) 위에 있으므로

f(e)=-e

곡선 y= f(x) 위의 점 (e, -e)에서의 접선과 곡선

y=g(x) 위의 점 (e, -4e)에서의 접선이 서로 수직이고 

접선의 기울기가 각각 f '(e), g'(e)이므로

f '(e)g'(e)=-1    yy㉠

g(x)= f(x)`ln`x4=4 f(x)`ln`x에서

g'(x)=4 f '(x)_ln`x+4 f(x)_ 1
x

∴ g'(e)‌�=4 f '(e)_ln`e+4 f(e)_ 1
e 	  

=4 f '(e)+
4 f(e)

e 	  

=4 f '(e)-4 (∵ f(e)=-e)

이것을 ㉠에 대입하면

f '(e){4 f '(e)-4}=-1

4{ f '(e)}2-4 f '(e)+1=0

{2 f '(e)-1}2=0    ∴ f '(e)= 1
2

∴ 100 f '(e)=100_ 1
2 =50� 답 50

x= 1-tÛ`
1+tÛ`

, y= 2t
1+tÛ`

의 양변을 t에 대하여 미분하면

dx
dt ‌�=

-2t(1+tÛ`)-(1-tÛ`)_2t
(1+tÛ`)Û`

	  

= -4t
(1+tÛ`)Û`

dy
dt ‌�=

2(1+tÛ`)-2t_2t
(1+tÛ`)Û`

	  

= -2tÛ`+2
(1+tÛ`)Û`

∴ 
dy
dx ‌�=

dy
dt
dx
dt

=

-2tÛ`+2
(1+tÛ`)Û`

-4t
(1+tÛ`)Û`

	  

= tÛ`-1
2t

따라서 t=2에서의 
dy
dx 의 값은

2Û`-1
2_2 = 3

4 � 답 ③

주어진 곡선이 점 (1, 0)을 지나므로

1+b=0    ∴ b=-1

또한, xÝ̀ +yǛ +axy+b=0의 양변을 x에 대하여 미분하면

4xÜ`+3yÛ` dy
dx +ay+ax dy

dx =0

(3yÛ`+ax) dy
dx =-4xÜ`-ay

∴ 
dy
dx =- 4xÜ`+ay

3yÛ`+ax

주어진 곡선 위의 점 (1, 0)에서의 
dy
dx 의 값이 -2이므로

04 

05 

06 

(axy)'=ax'y+axy'

- 4
a =-2    ∴ a=2

∴ ab=2_(-1)=-2� 답 ①

`lim
x`Ú 1

{g(x)}Û`-{g(1)}Û`
x-1 	  

=`lim
x`Ú 1

{g(x)-g(1)}{g(x)+g(1)}
x-1 	  

=2g(1)g'(1)    yy㉠

이때, f(x)와 g(x)는 서로 역함수 관계에 있으므로

f(4)=1에서 g(1)=4

또한, f(g(x))=x의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(g(x))g '(x)=1이므로 g '(x)= 1
f '(g(x))

∴ g'(1)= 1
f '(g(1)) = 1

f '(4)
=2

따라서 ㉠에서

(주어진 식)‌�=2g(1)g'(1)	  

=2_4_2=16� 답 16

조건 ㈏의 `lim
x`Ú 1

f '( f(x))-1
x-1 =3에서 극한값이 존재하고 

x`Ú 1일 때 (분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, `lim
x`Ú 1

{ f '( f(x))-1}=0이어야 하므로

f '( f(1))-1=0    ∴ f '( f(1))=1

`lim
x`Ú 1

f '( f(x))-1
x-1 	  

=`lim
x`Ú 1

f '( f(x))-f '(f(1))
x-1 	 

=`lim
x`Ú 1
[ f '( f(x))-f '(f(1))

f(x)-f(1)
_

f(x)-f(1)
x-1 ]	

=f"(f(1))_f '(1)	 

=f"(2)_3`(∵ 조건 ㈎에서 f(1)=2, f '(1)=3)	

=3f"(2)

조건 ㈏에서 `lim
x`Ú 1

f '( f(x))-1
x-1 =3이므로

3f"(2)=3    ∴ f "(2)=1� 답 ①

01 4 02 ① 03 ④ 04 16
9 05 ②

06 3`ln`2 07 10 08 ① 09 36eÛ` 10 - 1
4

11 ② 12 2p 13 ③ 14 3-p
2 15 - 18

7

16 ④ 17 1
2 18 ⑤ 19 ④ 20 ①

21 - 3
8 22 2

3 23 ④ 24 5 25 10

26 ② 27 ③ 28 7 29 ② 30 ③

31 0 32 5 33 ⑤ 34 34 35 ④

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 48~52

07 

08 

본문 pp. 44~48
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f(x)= bx+2
xÛ`+ax

에서

f '(x)�=
b(xÛ`+ax)-(bx+2)(2x+a)

(xÛ`+ax)Û`
	 	

=- bxÛ`+4x+2a
(xÛ`+ax)Û`

이때, xÛ`+ax+0이므로 f '(x)=0에서

bxÛ`+4x+2a=0 (단, b+0)

이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

(두 근의 합)=- 4
b =-2, (두 근의 곱)= 2a

b = 2
3

∴ a= 2
3 , b=2

∴ 3a+b=3_ 2
3 +2=4� 답 4

lim
x`Ú 2

f(x)-f(2)
x-2 =- 3

25 에서 

f '(2)=- 3
25 	 yy㉠

lim
x`Ú 1

f(x)-f(1)
xÛ`-1

=0에서

lim
x`Ú 1
[ f(x)-f(1)

x-1 _ 1
x+1 ]=0

1
2 f '(1)=0    ∴ f '(1)=0	 yy㉡

f(x)= ax+b
xÛ`+1

에서

f '(x)�=
a(xÛ`+1)-(ax+b)_2x

(xÛ`+1)Û`
	  

= -axÛ`-2bx+a
(xÛ`+1)Û`

㉠에서 
-4a-4b+a

25 =- 3
25 이므로

3a+4b=3	 yy㉢

㉡에서 
-a-2b+a

4 =0이므로 2b=0	 yy㉣

㉢, ㉣을 연립하여 풀면 a=1, b=0

∴ aÛ`+bÛ`=1Û`+0Û`=1� 답 ①

f(x)= cos`x
3(sin`x+cos`x)

에서

f '(x)

= 1
3 _

(cos`x)'(sin`x+cos`x)-cos`x(sin`x+cos`x)'
(sin`x+cos`x)Û`

= 1
3 _

-sin`x(sin`x+cos`x)-cos`x(cos`x-sin`x)
(sin`x+cos`x)Û`

= 1
3 _ -sinÛ``x-sin`x`cos`x-cosÛ``x+sin`x`cos`x

(sin`x+cos`x)Û`

=-1

=sinÛ``x+2`sin`x`cos`x+cosÛ``x
=1+2`sin`x`cos`x=- 1

3(1+2`sin`x`cos`x)

=- 1
3(1+sin`2x)

01 

02 

03 

이때, - p4 <x< 3
4 p에서 - p2 <2x< 3

2 p

-1<sin`2xÉ1, 0<1+sin`2xÉ2

0<3(1+sin`2x)É6, 1
3(1+sin`2x)

¾ 1
6

- 1
3(1+sin`2x)

É- 1
6     ∴ f '(x)É- 1

6

따라서 구하는 f '(x)의 최댓값은 - 1
6 이다.� 답 ④

f n(x)�=1+e-2`ln`x+e-4`ln`x+e-6`ln`x+y+e-2n`ln`x		

=1+x-2`ln`e+x-4`ln`e+x-6`ln`e+y+x-2n`ln`e	 	

=1+ 1
x2 + 1

x4 +
1
x6 +y+ 1

x2n

∴ f n(x)=
1-{ 1

x2 }
n+1

1- 1
x2

이때, x>1에서 0< 1
x2 <1이므로

F(x)=lim
n`Ú ¦

f n(x)= 1

1- 1
x2

= xÛ`
xÛ`-1

  

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

F'(x)=
2x(xÛ`-1)-xÛ`_2x

(xÛ`-1)Û`
= -2x

(xÛ`-1)Û`

∴ F(2)-F'(2)‌�= 22

22-1
-

(-2)_2
(22-1)2 	 

= 4
3 + 4

9 = 16
9 � 답 

16
9

f(0)=0이므로 g(0)= 0
f(0)+1

= 0
0+1 =0

이때, 함수 g(x)가 x=0에서 미분가능하려면

lim
x`Ú 0

g(x)-g(0)
x =lim

x`Ú 0

g(x)
x  (∵ g(0)=0)

=lim
x`Ú 0

xÛ`
f(x)+1

x

=lim
x`Ú 0

x
f(x)+1

    yy㉠

가 존재해야 한다.

ㄱ.	함수 f(x)가 x=0에서 미분가능하면 함수 f(x)는

	 x=0에서 연속이므로 lim
x`Ú 0

f(x)= f(0)=0

	 ㉠에서 lim
x`Ú 0

x
f(x)+1

= 0
0+1 =0

	‌� 즉, 함수 f(x)가 x=0에서 미분가능하면 함수 g(x)

도 x=0에서 미분가능하다.

ㄴ.	‌�함수 f(x)가 x=0에서 연속이면 ㄱ에서 함수 g(x)

는 x=0에서 미분가능하다.

ㄷ. (반례) f(x)=[`
xÜ`-1 (x+0)

0� (x=0)
이라 하면

	 lim
x`Ú 0

f(x)=-1이므로 x=0에서의 함숫값이 존재한다.

04 
∵ ‌�alog�`b 

=blog�`a

첫째항이 1, 공비가 1
xÛ`

인 등비수열의 합

05 
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	 그런데 g(x)= xÛ`
f(x)+1

= xÛ`
xÜ`-1+1

= 1
x 이므로

	 함수 g(x)는 x=0에서 미분불가능하다.� 답 ②

lim
h`Ú 0

f(h)-4
h =3에서 극한값이 존재하고 h`Ú 0일 때,

(분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다. 

즉, lim
h`Ú 0

{ f(h)-4}=0이어야 하므로 f(0)=4

∴ lim
h`Ú 0

f(h)-4
h �=lim

h`Ú 0

f(h)-f(0)
h 	  

=f'(0)=3

한편, (f½g)(x)=F(x)라 하면 g(x)=2x-1에서 

F(0)=f(g(0))=f(0)=4

또한, g'(x)=2x`ln`2이므로

lim
h`Ú 0

(f½g)(h)-4
h �=lim

h`Ú 0

F(h)-F(0)
h 	  

=lim
h`Ú 0

F(0+h)-F(0)
h 	  

=F'(0)=f '(g(0))g'(0)	  

=f'(0)g'(0)	  

=3_2â `ln`2	 

=3`ln`2� 답 3`ln`2

다른풀이

lim
h`Ú 0

( f½g)(h)-4
h ‌�=lim

h`Ú 0

f(g(h))-4
h 	  

=lim
h`Ú 0
[ f(g(h))-4

g(h)
_

g(h)
h ]

이때, g(x)=2x-1에서 h`Ú 0일 때 g(h)`Ú 0이므로

lim
h`Ú 0
[ f(g(h))-4

g(h)
_

g(h)
h ]

= lim
g(h)`Ú 0

f(g(h))-4
g(h)

_lim
h`Ú 0

2h-1
h

=3_ln`2 {∵ lim
h`Ú 0

f(h)-4
h =3}

=3`ln`2

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 합성함수와 미분을 함께 다루는 문제이다. 비교적 간단한 문

제이지만, 합성함수가 복잡할 경우 실수를 할 수 있으므로 조심해야 한

다. 합성함수에 어려움을 겪는다면 (f½g)(x)=F(x)로 치환하여 

문제를 풀어보는 것도 좋다. 또한, 합성함수와 역함수가 섞여 나오는 

문제도 종종 출제되니, 각각에 대한 개념을 정확히 알고 있어야 한다. 

p(x)=(h½g½ f)(x)=h(g(f(x)))에서  

p'(x)=h'(g(f(x)))g'( f(x))f '(x)� yy㉠

p'(0)=10이므로 ㉠의 양변에 x=0을 대입하면 

p'(0)=h'(g(f(0)))g'( f(0))f '(0)=10� yy㉡

이때, f(x)= 4x-1
1-3x 에서

f '(x)�=
4(1-3x)+3(4x-1)

(1-3x)Û`
	  

= 1
(1-3x)Û`

06 

07 

∴ f(0)=-1, f '(0)=1

이것을 ㉡에 대입하면

h'(g(-1))g'(-1)=10� 답 10

log`{1+f(x)}+xf(x)=log`2    yy㉠

㉠의 양변에 x=0을 대입하면

log`{1+f(0)}=log`2, 1+f(0)=2

∴ f(0)=1

㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(x)
{1+f(x)}`ln`10

+f(x)+xf '(x)=0

위의 식의 양변에 x=0을 대입하면

f '(0)
{1+f(0)}`ln`10

+f(0)=0 

이때, f(0)=1이므로 
f '(0)

2`ln`10 =-1

∴ f '(0)=-2`ln`10� 답 ①

lim
x`Ú 0

f(e+3x)-f(e-3x)
x

=lim
x`Ú 0

f(e+3x)-f(e)+f(e)-f(e-3x)
x

=3lim
x`Ú 0

f(e+3x)-f(e)
3x +3lim

x`Ú 0

f(e-3x)-f(e)
-3x

=3f '(e)+3f '(e)=6f '(e)    yy㉠

한편, x>0에서 x3`ln`x>0이므로 f(x)=x3`ln`x의 양변에 

자연로그를 취하면

ln` f (x)=ln`x3`ln`x    ∴ ln` f (x)=3(ln`x)Û`

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면  

f '(x)
f(x)

=6`ln`x_ 1
x

∴ f '(x)=
6f(x)`ln`x

x

따라서 ㉠에서

(주어진 식)�=6f '(e)		

=6_
6f(e)`ln`e

e 	  

=
36f(e)

e 	  

= 36e3`ln`e

e =36eÛ`� 답 36eÛ`

f(x)=tan` 2px 에서 f(1)=tan`2p=0이므로 

lim
x`Ú 1

g(f(x))-g(0)
x-1 = p2 에서

lim
x`Ú 1

g(f(x))-g(f(1))
x-1

=lim
x`Ú 1
[ g(f(x))-g(f(1))

f(x)-f(1)
_

f(x)-f(1)
x-1 ]

=g'( f(1))f '(1)= p2   

∴ g'(0)f '(1)= p2     yy㉠

08 

09 

10 
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위의 그림과 같이 점 O에서 선분 BC에 내린 수선의 발을 

H라 하면 △OHC에서 ∠COH= h4 , OCÓ=1이므로

CHÓ=sin` h4 , OHÓ=cos` h4

원 C2의 반지름의 길이가 BCÓ=2 CHÓ=2`sin` h4 이므로

원 C2의 넓이는

S(h)=p_{2`sin` h4 }
2
=4p`sin2` h4 	 yy㉠

또한, 삼각형 OBC의 넓이는

T(h)‌�= 1
2 _BCÓ_OHÓ	 	

= 1
2 _2`sin` h4 _cos` h4 	 	

= 1
2 `sin` h2

이때, T(a)= 1
3 에서 

1
2 `sin` a2 = 1

3

∴ sin` a2 = 2
3 	 yy㉡

한편, ㉠의 양변을 h에 대하여 미분하면

S'(h)‌�=4p_2`sin` h4 `cos` h4 _ 1
4 	  

=p`sin` h2

∴ 3S'(a)‌�=3p`sin` a2 =3p_ 2
3  (∵ ㉡)	 

=2p� 답 2p
다른풀이

원 C2의 반지름의 길이를 r라 하자.

△OBC에서 OBÓ=OCÓ=1, BCÓ=r이고 ∠BOC= h2 이

므로 코사인법칙에 의하여

rÛ`‌�=1Û`+1Û`-2_1_1_cos` h2 	  

=2-2`cos` h2
따라서 원 C2의 넓이는

S(h)=p_rÛ`=p{2-2`cos` h2 }	 yy㉢

또한, 삼각형 OBC의 넓이는

T(h)‌�= 1
2 _1_1_sin` h2 	  

= 1
2 `sin` h2

이므로 T(a)= 1
3 에서 

1
2 `sin` a2 = 1

3

∴ sin` a2 = 2
3 	 yy㉣

12 한편, f(x)=tan` 2px 에서

f '(x)‌�=secÛ`` 2px _{-2p
xÛ`
}	  

=- 2p

xÛ``cosÛ``
2p
x

이므로

f '(1)=- 2p
cosÛ``2p=-2p

이것을 ㉠에 대입하면

g'(0)_(-2p)= p2   

∴ g'(0)=- 1
4 � 답 - 1

4

lim
x`Ú 0

f(2x)- p6
x ='3에서 극한값이 존재하고

x`Ú 0일 때 (분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 0
[ f(2x)- p6 ]=0에서 f(0)= p6

lim
x`Ú 0

f(2x)- p6
x

=lim
x`Ú 0

f(2x)- f(0)
x

	‌� =lim
x`Ú 0
[ f(2x)- f(0)

2x _2]	  

=2 f '(0)='3

이므로 f '(0)=
'3
2

한편,

g(x)‌�=
2-sin` f(2x)
2+sin` f(2x)

	  

=
4-{2+sin` f(2x)}

2+sin` f(2x)
	  

= 4
2+sin` f(2x)

-1

에서

g'(x)‌�=
-4{2+sin` f(2x)}'

{2+sin` f(2x)}Û`
	 

=
-4`cos` f(2x)_ f '(2x)_2

{2+sin` f(2x)}Û`

g'(0)= -8 f '(0)`cos` f(0)
{2+sin` f(0)}2

=
-8_

'3
2 _cos` p6

{2+sin` p6 }
2

=
-8_

'3
2 _

'3
2

{2+ 1
2 }

2

= -6
25
4

=- 24
25 � 답 ②

11 
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해결단계

➊ 단계 조건 ㈎를 f{ p4 }, f '{
p
4 }에 대한 식으로 정리한다.

➋ 단계
조건 ㈏를 이용하여 f{ p4 }의 값과 f '(x)의 값의 범위를 

각각 구한다.

➌ 단계
➊, ➋단계에서 구한 식을 이용하여 a, b의 값을 각각 구한 

후, a+b의 값을 구한다.

조건 ㈎의 lim
x`Ú ;4Ò;

f( f(x))- p4
x- p4

=1에서 극한값이 존재하고

x`Ú p4 일 때, (분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú ;4Ò;
[ f( f(x))- p4 ]=0에서

f{ f{ p4 }}=
p
4 	 yy㉠

∴	lim
x`Ú ;4Ò;

f( f(x))- p4
x- p4

	 =lim
x`Ú ;4Ò;

f( f(x))- f{ f{ p4 }}

x- p4

	 =lim
x`Ú ;4Ò;

(
{
9

f( f(x))- f{ f{ p4 }}

f(x)- f{ p4 }
_

f(x)- f{ p4 }

x- p4

)
}
0

	 = f '{ f{ p4 }} f '{
p
4 }=1	 yy㉡

이때, f{ p4 }=k (k는 상수)라 하면 ㉠에서 f(k)= p4

∴ f(k)- f{ p4 }=
p
4 -k

Ú	
p
4 <k이면 조건 ㈏에서

	 f(k)- f{ p4 }>
p
4 -k이므로 모순이다.

Û	k< p4 이면 조건 ㈏에서

	 f{ p4 }- f(k)>k- p4 이므로 모순이다.

Ú, Û에서 k= p4 이므로 f{ p4 }=
p
4 	 yy㉢

이것을 ㉡에 대입하면 [ f '{ p4 }]2`=1이므로

f '{p4 }=-1 또는 f '{ p4 }=1	 yy㉣

한편, 함수 f(x)는 열린구간 {- p2 , 
p
2 }에서 미분가능

하므로 - p2 <xÁ<xª< p2 인 임의의 두 실수 xÁ, xª에 

대하여 함수 f(x)는 닫힌구간 [xÁ, xª]에서 연속이고, 

열린구간 (xÁ, xª)에서 미분가능하다.

즉, 평균값 정리에 의하여

f(xª)- f(xÁ)
xª-xÁ = f '(c)

14 한편, ㉢의 양변을 h에 대하여 미분하면

S'(h)=p`sin` h2

∴ 3S'(a)‌�=3p`sin` a2 	  

=3p_ 2
3 `(∵ ㉣)=2p

ㄱ.	‌�a, b, c는 방정식 f(x)-x=0, 즉 f(x)=x의 근이

므로

	 f(a)=a, f(b)=b, f(c)=c
	 이때, f( f(a))= f(a)=a, f( f(b))= f(b)=b,
	‌� f( f(c))= f(c)=c이므로 a, b, c는 방정식

	 f( f(x))-x=0, 즉 f( f(x))=x의 근이다. (참)

ㄴ.	‌�f( f(x))를 f(x)-x로 나눈 몫이 g(x), 나머지가 

h(x)이므로

	‌� f( f(x))={ f(x)-x}g(x)+h(x)� yy㉠

	‌� 이때, 삼차식 f(x)에 대하여 f(x)-x도 삼차식이

므로 나머지 h(x)는 이차 이하의 다항식이다.

	 ㄱ에서 f(a)=a, f(b)=b, f(c)=c,
	 f( f(a))=a, f( f(b))=b, f( f(c))=c이므로

	 ㉠에 x=a, x=b, x=c를 각각 대입하여 정리하면

	 a=0_g(a)+h(a), b=0_g(b)+h(b),

	 c=0_g(c)+h(c)이므로

	 h(a)=a, h(b)=b, h(c)=c
	‌� 즉, a, b, c는 방정식 h(x)-x=0, 즉, h(x)=x의 

근이다.

	 이때, h(x)는 이차 이하의 다항식이므로

	 h(x)=x (참)

ㄷ.	㉠에서 f( f(x))={ f(x)-x}g(x)+x� yy㉡

	 조건 ㈏에서 f(3)=7이고, 조건 ㈐에서

	 f( f(3))=5이므로 ㉡에 x=3을 대입하면

	 f( f(3))={ f(3)-3}g(3)+3에서

	 5=(7-3)g(3)+3    ∴ g(3)= 1
2

	 ㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

	 f '( f(x)) f '(x)

	 ={ f '(x)-1}g(x)+{ f(x)-x}g'(x)+1

	 위의 식에 x=3을 대입하면

	 f '( f(3)) f '(3)

	 ={ f '(3)-1}g(3)+{ f(3)-3}g'(3)+1

	 조건 ㈏에서 f '(3)=0이므로

	 0=(0-1)_ 1
2 +(7-3)g'(3)+1

	 4g'(3)=- 1
2

	 ∴ g'(3)=- 1
8  (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

13 
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인 c가 열린구간 (xÁ, xª)에 적어도 하나 존재한다.

조건 ㈏에서 f(xª)- f(xÁ)>xÁ-xª의 양변을 xª-xÁ

로 나누면 
f(xª)- f(xÁ)

xª-xÁ >-1이므로

f '(c)>-1 (단, xÁ<c<xª)

이때, 임의의 두 실수 xÁ, xª는 열린구간 {- p2 , 
p
2 }에 

존재하므로 f '(c)>-1 {단, - p2 <c< p2 }

즉, f '{ p4 }>-1이므로 ㉣에서

f '{ p4 }=1	 yy㉤

f(x)=a`sin4`x+b`tan`x에서

f '(x)‌�=4a`sin3`x`cos`x+b`sec2`x	  

=4a`sin3`x`cos`x+ b
cosÛ``x

㉢, ㉤에서

a`sin4` p4 +b`tan` p4 = p4 ,

4a`sin3` p4 `cos` p4 + b

cosÛ`` p4
=1

∴ 
1
4 a+b= p4 , a+2b=1

위의 식을 연립하여 풀면 a=2-p, b= p-1
2

∴ a+b=2-p+ p-1
2 = 3-p

2 � 답 
3-p

2

점 P{ 2
9 , 

16
9 }이 주어진 함수의 그래프 위에 있으므로

cos2`t= 2
9 , 1+a`sin4`t= 16

9

cos2`t= 2
9 에서

sin2`t=1-cos2`t=1- 2
9 = 7

9     yy㉠

1+a`sin4`t= 16
9 에서 1+a_{ 7

9 }
2
= 16

9

49
81 a= 7

9     ∴ a= 9
7

x=cos2`t, y=1+9
7 `sin4`t의 양변을 t에 대하여 미분하면

dx
dt =2`cos`t_(-sin`t)=-2`sin`t`cos`t

dy
dt = 9

7 _4`sin3`t`cos`t= 36
7 `sin3`t`cos`t

dy
dx ‌�=

dy
dt
dx
dt

=

36
7 `sin3`t`cos`t

-2`sin`t`cos`t 	 

=- 18
7 `sin2`t

이때, 이 함수의 그래프 위의 점 P에서의 접선의 기울기

가 b이므로

>0

15 

b‌�=- 18
7 _ 7

9  (∵ ㉠)	 	

=-2

∴ ab= 9
7 _(-2)=- 18

7 � 답 - 18
7

x= 1-t
1+t , y= t

1+t 의 양변을 t에 대하여 미분하면

dx
dt ‌�=

(1-t)'(1+t)-(1-t)(1+t)'
(1+t)Û`

	  

=
-(1+t)-(1-t)

(1+t)Û`
	  

= -2
(1+t)Û`

dy
dt ‌�=

t'(1+t)-t(1+t)'
(1+t)Û`

	  

=
(1+t)-t
(1+t)Û`

	  

= 1
(1+t)Û`

∴ F(t)= dy
dx ‌�=

dy
dt
dx
dt

=

1
(1+t)Û`

-2
(1+t)Û`

=- 1
2

∴ 
200
Á
t=1

|F(t)|‌�=
200
Á
t=1

1
2 =200_ 1

2 =100� 답 ④

x=t+tÛ`+tÜ`+y+tn, 

y=t+ 3
2 tÛ`+ 5

3 tÜ`+y+ 2n-1
n tn

의 양변을 t에 대하여 미분하면

‌�dx
dt =1+2t+3tÛ`+y+ntn-1, 	  

dy
dt =1+3t+5tÛ`+y+(2n-1)tn-1

∴ f n(t)‌�=
dx
dy =

dx
dt
dy
dt

	  

= 1+2t+3tÛ`+y+ntn-1

1+3t+5tÛ`+y+(2n-1)tn-1

g(n)=lim
t`Ú 1

f n(t)

=lim
t`Ú 1

1+2t+3tÛ`+y+ntn-1

1+3t+5tÛ`+y+(2n-1)tn-1

= 1+2+3+y+n
1+3+5+y+(2n-1)

=;Kn+!`k=
n(n+1)

2

=

`n(n+1)
2
nÛ`

= n+1
2n

∴ lim
n`Ú ¦

g(n)=lim
n`Ú ¦

n+1
2n = 1

2 � 답 
1
2

16 

17 

=;Kn+!`(2k-1)=2_
n(n+1)

2 -n=nÛ`
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위의 그림과 같이 원 C의 중심을 C, 원 C와 직선 y=3의 

접점을 Q, 점 P를 지나고 x축에 평행한 직선이 직선 CQ

와 만나는 점을 R라 하고, ∠QCP=h라 하자.

CPÓ=1, ∠PCR=p-h이므로 △CPR에서

CRÓ=CPÓ`cos`(p-h)=-cos`h
PRÓ=CPÓ`sin`(p-h)=sin`h
∴ P(t-sin`h, 2+cos`h)
이때, 원 C가 t만큼 굴러가면 점 P는 t만큼 원 C의 원주 

위를 움직이므로 µ PQ=t에서 h=t

∴ P(t-sin`t, 2+cos`t)

점 P가 나타내는 곡선이 F이므로

x=t-sin`t, y=2+cos`t

라 하고 양변을 t에 대하여 미분하면

dx
dt =1-cos`t, dy

dt =-sin`t

∴ 
dy
dx =

dy
dt
dx
dt

= -sin`t
1-cos`t

따라서 t= 2
3 p일 때 곡선 F 위의 점에서의 접선의 기울

기는 
-sin` 23 p

1-cos` 23 p
=

-
'3
2

1-{- 1
2 }

=-
'3
3 � 답 ⑤

주어진 곡선이 점 (8, b)를 지나므로

2+a Ü 'b=29    ∴ a Ü 'b=27	 yy㉠

또한, Ü'§x+a Ü '§y=29의 양변을 x에 대하여 미분하면

1
3 Ü "ÅxÛ`

+ a
3 Ü "ÅyÛ`

 
dy
dx =0

∴ 
dy
dx =- 1

3 Ü "ÅxÛ`
_

3 Ü"ÅyÛ`
a =-

Ü"ÅyÛ`
a Ü "ÅxÛ`

주어진 곡선 위의 점 (8, b)에서의 접선의 기울기가 
27
4

이므로  

-
Ü"ÅbÛ`
4a = 27

4     ∴ Ü"ÅbÛ`=-27a	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

a=-3, b=-729

∴ a+b=(-3)+(-729)=-732� 답 ④

18 

19 

반응이 시작된 지 0.5초 후의 물질 A의 시간에 대한 질량

의 변화율은 y= 1
2 일 때의 

dx
dy 의 값이다.

x
4-x =e5(2y-1)의 양변을 y에 대하여 미분하면

1_(4-x)-x_(-1)
(4-x)2  

dx
dy =e5(2y-1)_10

4
(4-x)2  

dx
dy =10e5(2y-1)

∴ 
dx
dy = 5

2 (4-x)Û`e5(2y-1)    yy㉠

이때, 
x

4-x =e5(2y-1)에 y= 1
2  을 대입하면

x
4-x =1, x=4-x

2x=4    ∴ x=2

㉠에 x=2, y= 1
2  을 대입하면

dx
dy = 5

2 _2Û`_1=10

따라서 반응이 시작된 지 0.5초 후의 물질 A의 시간에 대

한 질량의 변화율은 10`g/s이다.� 답 ①

지면

벽
면

두 점 Q, R는 Q(a, 0), R(0, b)이고, △OQR는 직각삼

각형이므로 피타고라스 정리에 의하여

aÛ`+bÛ`=900    yy㉠

선분 QR를 1：2로 내분하는 점 P의 좌표는

{ 1_0+2_a
1+2 , 

1_b+2_0
1+2 }  

∴ P{ 2a3 , 
b
3 }

이때, 
2a
3 =X, 

b
3 =Y라 하면

a= 3
2 X, b=3Y

이것을 ㉠에 대입하면

{ 32 X}2`+(3Y)Û`=900

∴ 
9
4 xÛ`+9yÛ`=900

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

9
4 _2x+9_2y dy

dx =0, 92 x+18y dy
dx =0

∴ 
dy
dx =- x

4y

20 

21 

← X=x, Y=y로 생각하여도 상관없다.
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그런데 함수 f(x)가 실수 전체의 집합에서 증가하므로 

모든 실수 x에 대하여 f '(x)¾0이어야 한다.

∴ g'(x)¾0 {∵ g'(x)= 1
f '(g(x))

}

∴ g'(3)= 2
3 � 답 

2
3

f(x)가 최고차항의 계수가 1인 삼차함수이면 f '(x)는 

최고차항의 계수가 3인 이차함수이므로 

f '(x)=3x2+ax+b (a, b는 상수)라 할 수 있다.

이때,

g'(x)= 1
f '(g(x))

= 1
3{g(x)}2+ag(x)+b

= 1

3[g(x)+ a
6 ]

2
- a2

12 +b

에서 g'(x)는 g(x)=- a
6  를 만족시키는 x에서 최댓값 

1

- a2

12 +b
 을 갖는다.

조건 ㈏에서 g'(x)는 x=1에서 최댓값 
1
4  을 가지므로

g(1)=- a
6 , 

1

- a2

12 +b
= 1

4     yy㉠

조건 ㈎에서 g(1)=3이므로

- a
6 =3    ∴ a=-18

이것을 ㉠에 대입하여 풀면

1

- 182

12 +b
= 1

4 , -27+b=4    ∴ b=31

따라서 f '(x)=3x2-18x+31이므로

f '(2)=3_22-18_2+31=7� 답 ④

점 (3, 1)이 곡선 y=f(x) 위에 있고, 이 점에서의 접선

의 기울기가 2이므로 

f(3)=1, f '(3)=2

함수 f(3x)의 역함수가 g(x)이므로

g(f(3x))=x	 yy㉠

㉠의 양변에 x=1을 대입하면

g(f(3))=1    ∴ g(1)=1

한편, 점 (1, a)가 곡선 y=g(x) 위에 있고, 이 점에서

의 접선의 기울기가 b이므로 

23 

24 

따라서 점 P의 자취가 그리는 도형 위의 점 (12, 8)에서

의 접선의 기울기는

- 12
4_8 =- 3

8 � 답 - 3
8

단계 채점 기준 배점

㈎

두 점 P, Q의 좌표를 a, b로 나타낸 후, 직각삼각형 

OQR에서 피타고라스 정리를 이용하여 a, b 사이의 

관계식을 구한 경우

20%

㈏

선분 QR를 1：2로 내분하는 점 P의 좌표와 ㈎에서 

구한 관계식을 이용하여 점 P의 자취의 방정식을 구

한 경우

40%

㈐
점 P의 자취의 방정식의 양변을 x에 대하여 미분하

여 
dy
dx  를 구한 경우

30%

㈑
점 P의 자취가 그리는 도형 위의 점 (12, 8)에서의 

접선의 기울기를 구한 경우
10%

lim
x`Ú 3

f(x)-g(x)
(x-3)g(x)

= 5
18 에서 극한값이 존재하고 x`Ú 3

일 때, (분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 3

{ f(x)-g(x)}=0에서

f(3)=g(3)
이때, f(x)는 최고차항의 계수가 1인 삼차함수이고 역함

수를 가지므로 실수 전체의 집합에서 증가한다.

따라서 함수 y= f(x)의 그래프와 그 역함수 y=g(x)의 

그래프의 교점은 직선 y=x 위에 있으므로

f(3)=g(3)=3

lim
x`Ú 3

f(x)-g(x)
(x-3)g(x)

=lim
x`Ú 3

f(x)-f(3)-g(x)+g(3)
(x-3)g(x)

 (∵ f(3)=g(3))

=lim
x`Ú 3
[ f(x)-f(3)

x-3 _ 1
g(x)

]

� -lim
x`Ú 3
[ g(x)-g(3)

x-3 _ 1
g(x)

] 

=f'(3)_ 1
g(3) -g'(3)_ 1

g(3)

= 1
3 { f '(3)-g'(3)} (∵ g(3)=3)

= 5
18

에서 f '(3)-g'(3)= 5
6

g'(3)= 1
f '(g(3)) = 1

f '(3)
에서 f '(3)= 1

g '(3) 이므로

1
g '(3) -g'(3)= 5

6 , 6{g'(3)}2+5g'(3)-6=0

{3g'(3)-2}{2g'(3)+3}=0

∴ g'(3)= 2
3  또는 g'(x)=- 3

2

22 
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g(1)=a, g'(1)=b

∴ a=g(1)=1

㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

g'( f(3x))_f '(3x)_3=1	 yy㉡

㉡에 x=1을 대입하면

g'( f(3))_f '(3)_3=1, g'(1)_2_3=1

∴ g'(1)= 1
6     ∴ b= 1

6

∴ 30ab=30_1_ 1
6 =5� 답 5

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이 문제는 역함수의 미분을 묻는 문제로, 대부분의 학생들이 어려워하

는 부분이다. 함수 f(x)의 역함수가 g(x)일 때, g'(x)= 1
f '( g(x))

이지만, 이 문제에서 이것을 이용하여 풀려고 하면 크게 어려움을 겪

는다. 역함수의 미분법의 공식이 함수 f(x)와 그 역함수 g(x)에 대

하여 f(g(x))=x가 성립하므로 이 식을 미분하여 구할 수 있다는 

것을 이해해야 한다. 따라서 이 문제에서는 함수 f(3x)의 역함수가 

g(x)이므로 g( f(3x))=x와 이 식을 미분하여 얻은 식을 활용하여 

접선의 기울기를 구해야 한다.

lim
x`Ú 2

f(x)-1
x-2 =3에서 극한값이 존재하고 x`Ú 2일 때

(분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 2

{ f(x)-1}=0이므로 f(2)=1

∴ lim
x`Ú 2

f(x)-1
x-2 ‌�=lim

x`Ú 2

f(x)- f(2)
x-2 	  

= f '(2)=3

함수 f(x)의 역함수가 g(x)이므로 g(1)=2이고,

g '(x)= 1
f '(g(x))

에서

g '(1)= 1
f '(g(1)) = 1

f '(2)
= 1

3

h(x)=g{g{ 1
2 x}}라 하면 점 (2, 4)가 곡선 y=h(x) 

위에 있고, 이 점에서의 접선의 기울기가 1이므로

h(2)=4, h'(2)=1

h(2)=4에서 g(g(1))=4

∴ g(2)=4

또한, h'(x)=g '{g{ 1
2 x}}g '{ 1

2 x}_ 1
2 이므로

h'(2)=1에서 g '(g(1))g '(1)_ 1
2 =1

1
2 g '(2)_ 1

3 =1`{∵ g(1)=2, g'(1)= 1
3 }

∴ g '(2)=6

∴ g(2)+g '(2)=4+6=10� 답 10

lim
x`Ú 0

f(x)+g(x)
f(x)+x

=1	 yy㉠

25 

26 

f(0)+0이라 하면 ㉠에서

lim
x`Ú 0

f(x)+g(x)
f(x)+x

=
f(0)+g(0)

f(0)
=1이므로

f(0)+g(0)= f(0)    ∴ g(0)=0
이때, 함수 f(x)의 역함수가 g(x)이므로

f(0)=0이 되어 모순이다.

따라서 f(0)=0이므로 g(0)=0
㉠에서

lim
x`Ú 0

f(x)+g(x)
f(x)+x

=lim
x`Ú 0

f(x)
x +

g(x)
x

f(x)
x +1

	  

=lim
x`Ú 0

f(x)- f(0)
x +

g(x)-g(0)
x

f(x)- f(0)
x +1

=
f '(0)+g'(0)

f '(0)+1
=1

f '(0)+1= f '(0)+g'(0)
∴ g'(0)=1

이때, g'(x)= 1
f '(g(x))

	 yy㉡이므로

g'(0)‌�= 1
f '(g(0)) 	  

= 1
f '(0)

=1

∴ f '(0)=1
최고차항의 계수가 1인 삼차함수 f(x)를

f(x)=x3+ax2+bx+c`(a, b, c는 상수)라 하면

f '(x)=3x2+2ax+b

f(0)=0, f '(0)=1이므로 c=0, b=1
∴ f(x)=x3+ax2+x

f(1)+g(1)=2이고 f(1)=2+a이므로

g(1)=2- f(1)=2-(2+a)=-a

즉, f(-a)=1이므로

(-a)3+a_(-a)2-a=1
∴ a=-1
∴ f(x)=x3-x2+x, f '(x)=3x2-2x+1

㉡에서 g'(6)= 1
f '(g(6))

g(6)=k라 하면 f(k)=6이므로

k3-k2+k=6, kÜ`-kÛ`+k-6=0

(k-2)(k2+k+3)=0
∴ k=2 또는 k2+k+3=0
그런데 이차방정식 k2+k+3=0의 실근이 존재하지 않

으므로 k=2

∴ g'(6)‌�= 1
f '(g(6)) 	  

= 1
f '(2)

	  

= 1
3_22-2_2+1

= 1
9 � 답 ②
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이때, f(x)가 사차 이하의 다항함수이면 f '(x)는 삼차 

이하의 다항함수이므로 곡선 y= f '(x)가 x축과 만나지 

않으려면 f '(x)는 상수함수 또는 이차함수이어야 한다.

즉, f(x)는 일차함수 또는 삼차함수이므로

f(x)=x+2 또는

f(x)=x3+ax2+bx+2`(∵ f(0)=2)

Ú	 f(x)=x+2일 때,

	 g(x)=ex+2이므로 g'(x)=ex+2

	 함수 g(x)의 역함수가 h(x)이고 g(0)=e2이므로

	 h(e2)=0

	 또한, h'(x)= 1
g'(h(x))

에서

	 h'(e2)= 1
g'(h(eÛ`))

= 1
g'(0) = 1

eÛ`

	 조건 ㈐에서 h'(e2)= 1
3eÛ`

이므로 모순이다.

Û	 f(x)=x3+ax2+bx+2일 때,

	‌� f '(x)=3x2+2ax+b이므로 곡선 y= f '(x)가 x축

과 만나지 않으려면 이차방정식 3x2+2ax+b=0이 

허근을 가져야 한다. 즉, 판별식을 D라 하면

	
D
4 =a2-3b<0    ∴ a2<3b	 yy㉠

	 또한, g(x)=exÜ`+axÛ`+bx+2이므로

	 g'(x)=(3x2+2ax+b)exÜ`+axÛ`+bx+2

	 g(0)=eÛ̀ 에서 h(eÛ̀ )=0이고, h'(x)= 1
g'(h(x))

에서

	 h'(e2)‌�= 1
g'(h(eÛ`))

= 1
g'(0) 	  

= 1
beÛ`

= 1
3eÛ`

	 ∴ b=3

	 이것을 ㉠에 대입하여 풀면

	 a2<9    ∴ -3<a<3

Ú, Û에서

f(x)=x3+ax2+3x+2 (-3<a<3)이므로

f(2)=8+4a+6+2=4a+16

-3<a<3에서 4<4a+16<28이므로

4< f(2)<28

따라서 p=4, q=28이므로

∴ 
q
p = 28

4 =7� 답 7

f(x)=e3x`sin`x에서 

f '(x)‌�=3e3x`sin`x+e3x`cos`x		

=e3x(3`sin`x+cos`x)

f "(x)�=3e3x(3`sin`x+cos`x)+e3x(3`cos`x-sin`x)	

=e3x(8`sin`x+6`cos`x)

29 

조건 ㈎에서 곡선 y= f(x)는 점 (2, 4)를 지나므로

f(2)=4

f(x)=x(ax+b)+ln`(x-1)에서

2(2a+b)+ln`(2-1)=4, 2a+b=2

∴ b=2-2a

∴ f(x)=x(ax+2-2a)+ln`(x-1)

조건 ㈏에서 함수 f(x)의 역함수가 g(2x)이므로

g(2 f(x))=x    yy㉠

㉠에 x=2를 대입하면

g(2 f(2))=2    ∴ g(8)=2 (∵ f(2)=4)

㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

g'(2 f(x))_2 f '(x)=1

∴ g'(2 f(x))= 1
2 f '(x)

방정식 g'(2 f(x))= 1
4g(8) 에서 

1
2 f '(x)

= 1
4g(8)

2 f '(x)=4g(8)    yy㉡

이때, f(x)=x(ax+2-2a)+ln`(x-1)에서

f '(x)‌�=ax+2-2a+x_a+ 1
x-1 	  

=2ax-2a+2+ 1
x-1

이므로 ㉡에서

2{2ax-2a+2+ 1
x-1 }=8

2ax-2a+2+ 1
x-1 =4

2ax-2a-2+ 1
x-1 =0

x-1>0이므로 위의 식의 양변에 x-1을 곱하면

2ax(x-1)-2a(x-1)-2(x-1)+1=0

2ax2-(4a+2)x+2a+3=0

위의 방정식의 실근의 합이 12이므로 이차방정식의 근과 

계수의 관계에 의하여

-
-(4a+2)

2a =12, 2a+1=12a

10a=1    ∴ a= 1
10

∴ b=2-2a=2- 1
5 = 9

5

∴ 
b
a = 9

5 _10=18� 답 ③

조건 ㈎에서 g(0)=e2이므로 ef(0)=eÛ`

∴ f(0)=2

g(x)=e f(x)에서 g'(x)= f '(x)e f(x)이고

조건 ㈏에서 방정식 g'(x)=0의 해가 존재하지 않으므로 

방정식 f '(x)=0의 해도 존재하지 않는다.

27 

로그의
진수의 조건

28 
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이때, 방정식 f "(x)=0의 해가 x=a이므로

e3a(8`sin`a+6`cos`a)=0

8`sin`a+6`cos`a=0`(∵ e3a>0)

8`sin`a=-6`cos`a

- p2 <a< p2 에서 cos`a>0이므로

sin`a
cos`a=- 3

4

∴ tan`a= sin`a
cos`a=- 3

4 � 답 ②

g(x)=ln f '(x)이므로

g'(x)�=
f"(x)
f '(x)

	  

=
[1+{ f(x)}Û`]'

f '(x)
 (∵ ㈎ f '(x)=1+{ f(x)}Û`)	

=
2f(x)f '(x)

f '(x)
=2f(x)

∴ g'{ p4 }�=2f{ p4 }	  

=2_1 {∵ ㈏ f{ p4 }=1}	  

=2� 답 ③

닫힌구간 [x, x+Dx]에서의 평균변화율이

Dy
Dx =

ex+Dx{cos`(x+Dx)-cos`x}+(ex+Dx-ex)`cos`x
Dx

이므로

f '(x)

= lim
Dx`Ú 0

Dy
Dx

= lim
Dx`Ú 0

ex+Dx{cos`(x+Dx)-cos`x}+(ex+Dx-ex)`cos`x
Dx

= lim
Dx`Ú 0

ex+Dx_ lim
Dx`Ú 0

cos`(x+Dx)-cos`x
Dx

� +cos`x_ lim
Dx`Ú 0

ex+Dx-ex

Dx

=ex_(cos`x)'+cos`x_(ex)'

=-ex`sin`x+ex`cos`x

=-ex(sin`x-cos`x)

f"(x)�=-ex(sin`x-cos`x)-ex(cos`x+sin`x)	 

=-2ex`sin`x

∴ f "(p)=-2ep`sin`p=0� 답 0

f(x)=eax`sin`bx에서

f '(x)�=aeax`sin`bx+eax_b`cos`bx	  

=eax(a`sin`bx+b`cos`bx)

f"(x)�=aeax(a`sin`bx+b`cos`bx)	  

� +eax(ab`cos`bx-bÛ̀ `sin`bx)	

=eax{(aÛ`-bÛ`)`sin`bx+2ab`cos`bx}

30 

31 

32 

f "(x)-4f '(x)+13f(x)=0에서

eax{(aÛ`-bÛ`)`sin`bx+2ab`cos`bx}

� -4eax(a`sin`bx+b`cos`bx)+13eax`sin`bx=0

eax{(aÛ`-bÛ`-4a+13)`sin`bx+2b(a-2)`cos`bx}=0

�     yy㉠

eax>0이므로 모든 실수 x에 대하여 ㉠이 성립하려면

aÛ`-bÛ`-4a+13=0이고 2b(a-2)=0이어야 한다.

2b(a-2)=0에서 a=2 (∵ b>0)

이것을 aÛ`-bÛ`-4a+13=0에 대입하면

9-bÛ`=0  

∴ b=3 (∵ b>0)

∴ a+b=2+3=5� 답 5

f(x)=ax-x`ln`a에서

f (1)(x)=ax`ln`a-ln`a=(ax-1)`ln`a

f (2)(x)=(ln`a)Û`ax

f (3)(x)=(ln`a)Ü`ax

	 ⋮

f (n)(x)=(ln`a)nax (단, n=2, 3, 4, …)

∴ g(x)�=
¦
Á
n=1

` f (n)(x)	  

=f (1)(x)+
¦
Á
n=2

` f (n)(x)		

=(ax-1)`ln`a+
¦
Á
n=2

(ln`a)nax	 	

=(ax-1)`ln`a+ax{(ln`a)Û`+(ln`a)Ü`+y}		

=(ax-1)`ln`a+ax_
(ln`a)Û`
1-ln`a  	  

� {∵ 
1
e <a<e에서 -1<ln`a<1}

∴ g(0)= (ln`a)Û`
1-ln`a � 답 ⑤

조건 ㈎에서 lim
x`Ú 1

f(x)-3
x-1 의 값이 존재하고 x`Ú 1일 때 

(분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 1

{ f(x)-3}=0에서 f(1)=3

함수 f(x)의 역함수가 g(x)이므로 g(3)=1

조건 ㈏의 lim
x`Ú 1

f '(x)+ f(x)
x-1 =4에서 극한값이 존재하고 

x`Ú 1일 때 (분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 1

{ f '(x)+ f(x)}=0에서 f '(1)+ f(1)=0

∴ f '(1)=-3 (∵ f(1)=3)

∴ ‌�lim
x`Ú 1

f '(x)+ f(x)
x-1 	  

=lim
x`Ú 1

f '(x)+ f(x)- f '(1)- f(1)
x-1 	  

� (∵ f '(1)+ f(1)=0)	

33 

첫째항이 (ln`a)Û`,
공비가 ln`a인
등비급수의 합

34 
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조건 ㈏의 g( f(x))= f '(x)에 x=1을 대입하면

g( f(1))= f '(1)    ∴ g(e)=e

또한, g'( f(x)) f '(x)= f "(x)이므로 x=1을 대입하면

g'( f(1)) f '(1)= f "(1)	 yy㉣

이때, f '(x)=x2ex에서 f "(x)=x(x+2)ex이므로

f "(1)=3e

즉, ㉣에서 g'(e)_e=3e

∴ g'(e)=3

따라서 ㉢에서

h'(e)‌�=( f-1)'(e)g(e)+ f-1(e)g'(e)	  

= 1
e _e+1_3=4� 답 ④

01 3	 02 
1

256 	 03 
1
5 	 04 -'2	 05 ④	

06 
1
2 	 07 48

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 53

해결단계

➊ 단계
조건 ㈎의 식의 양변을 x에 대하여 미분하고 x=0을 대입

한다.

➋ 단계
f '(x), g'(x)를 구한 후, f(0), f '(0), g(0), g'(0)의 값

을 구한다.

➌ 단계
❶단계에서 구한 식에 ❷단계에서 구한 값을 대입하여

h'(0)의 값을 구한다.

조건 ㈎에서 (p½ f)(x)=(h½g)(x)이므로

p(f(x))=h(g(x))

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

p'(f(x))f '(x)=h'(g(x))g'(x)

위의 식의 양변에 x=0을 대입하면

p'(f(0))f '(0)=h'(g(0))g'(0)	 yy㉠

f(x)= cos`x
cos`x+sin`x 에서 

f '(x)�=
-sin`x(cos`x+sin`x)

(cos`x+sin`x)Û`
	  

� -
cos`x(-sin`x+cos`x)

(cos`x+sin`x)Û`
	

= -1
(cos`x+sin`x)Û`

∴ f(0)= 1
1+0 =1, f '(0)= -1

1 =-1	 yy㉡

g(x)=2`tan`x+sin`x에서 

g'(x)=2`secÛ``x+cos`x

∴ g(0)=0+0=0, g'(0)=2+1=3	 yy㉢

㉡, ㉢을 ㉠에 대입하면

p'(1)_(-1)=h'(0)_3

이때, 조건 ㈏에서 p'(1)=-9이므로

3h'(0)=9    ∴ h'(0)=3� 답 3

01 

=lim
x`Ú 1
[ f '(x)- f '(1)

x-1 +
f(x)- f(1)

x-1 ]	 ‌

= f "(1)+ f '(1)=4

∴ f "(1)=7 (∵ f '(1)=-3)

한편, 역함수의 미분법에 의하여 g'(x)= 1
f '(y)

 (y=g(x)) 

이므로 양변을 x에 대하여 미분하면

g"(x)‌�= d
dx [

1
f '(y)

]	  

= d
dy [

1
f '(y)

]_ dy
dx 	  

=
- f "(y)
{ f '(y)}2 _ dy

dx 	  

=
- f "(y)
{ f '(y)}2 _g'(x)	  

=
- f "(y)
{ f '(y)}Ü`

 {∵ g'(x)= 1
f '(y)

}

∴ g"(3)‌�=-
f "(1)

{ f '(1)}3 `(∵ g(3)=1)	  

=- 7
(-3)3 `(∵ f '(1)=-3, f "(-1)=7)	

= 7
27

따라서 p=27, q=7이므로

p+q=27+7=34� 답 34

해결단계

➊ 단계 조건 ㈎를 이용하여 a, b의 값을 각각 구한다.

➋ 단계
조건 ㈏와 역함수의 미분법을 이용하여

f-1(e), ( f-1)'(e), g(e), g'(e)의 값을 모두 구한다.

➌ 단계 h'(e)의 값을 구한다.

f(x)=(x2+ax+b)ex에서 f(1)=e이므로

(1+a+b)e=e    ∴ a+b=0	 yy㉠

f '(x)‌�=(2x+a)ex+(x2+ax+b)ex	  

={x2+(a+2)x+a+b}ex

에서 f '(1)=e이므로

{1+(a+2)+a+b}e=e

∴ 2a+b=-2	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=-2, b=2

∴ f(x)=(x2-2x+2)ex, f '(x)=x2ex

한편, h(x)= f-1(x)g(x)에서

h'(x)=( f-1)'(x)g(x)+ f-1(x)g'(x)이므로

h'(e)=( f-1)'(e)g(e)+ f-1(e)g'(e)	 yy㉢

조건 ㈎에서 f(1)=e이므로 f-1(e)=1

또한, f '(1)=e이므로

( f-1)'(x)= 1
f '( f-1(x))

에서

( f-1)'(e)= 1
f '( f-1(e))

= 1
f '(1)

= 1
e

35 
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서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

합성함수의 미분법은 함수의 미분법에서 가장 기본이 되는 내용이다. 

수능에서 출제되는 대부분의 미분 문제에서 이용되므로 확실히 이해

하고 있도록 하자. 

(f(g(x)))'=f '(g(x))g'(x)는 
D(f½g)
Dx =

D f
Dg _

Dg
Dx 를 의미

하는 것으로 x에 대한 f½g의 변화량은

(g에 대한 f의 변화량)_(x에 대한 g의 변화량)임을 기억하도록 하

자. 이 문제에서는 (p½ f)(x)=(h½g)(x)가 주어져 있으므로 합

성함수의 미분법을 이용하면 쉽게 풀 수 있다.

해결단계

➊ 단계

닫힌구간 [ 1
4 , 

3
8 ]에서 f(x)>0임을 확인하고,

f(x)={ 1
2 -x}

;[!;
의 양변에 밑이 e인 자연로그를 취한 후,

양변을 미분하여 
f '(x)
f(x)

 를 구한다.

➋ 단계
➊단계에서 구한 것을 이용하여 함수 g(x)를 구한 후, 함

수 g'(x)를 구한다.

➌ 단계
닫힌구간 [ 1

4 , 
3
8 ]에서 함수 g'(x)가 최댓값을 갖는 x의 

값 k를 구한 후, f(k)의 값을 구한다.

1
4ÉxÉ 3

8 에서 
1
8É

1
2 -xÉ 1

4 이므로 f(x)>0

f(x)={ 1
2 -x}

;[!;
의 양변에 자연로그를 취하면

ln` f(x)=ln`{ 1
2 -x}

;[!;
, ln` f(x)= 1

x `ln`{ 1
2 -x}

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(x)
f(x)

=- 1
x2 `ln`{ 1

2 -x}+ 1
x _ -1

1
2 -x

g(x)=x2{ 1
2 -x} f '(x)

f(x)
이므로

g(x)=x2{ 1
2 -x}[- 1

x2 `ln`{ 1
2 -x}+ -1

x{ 1
2 -x} ]

=-{ 1
2 -x}`ln`{ 12 -x}-x

g'(x)=ln`{ 1
2 -x}-{ 12 -x}_ -1

1
2 -x

-1

=ln`{ 1
2 -x}

이때, ln`{ 1
2 -x}=loge`{

1
2 -x}에서 (밑)=e>1이므

로 함수 g'(x)=ln`{ 1
2 -x}는 

1
2 -x가 최대일 때, 즉 x

가 최소일 때 최댓값을 갖는다.

따라서 함수 g'(x)는 x= 1
4 일 때 최댓값을 가지므로

k= 1
4

02 

∴ f(k)‌�= f{ 1
4 }={

1
2 - 1

4 }
1

;4!;
	 

={ 1
4 }

4
= 1

256 � 답 
1

256

해결단계

➊ 단계 조건 ㈎를 변형하여 f '(x)를 구한다.

➋ 단계 ➊단계에서 구한 f '(x)를 미분하여 f "(x)를 구한다.

➌ 단계 f "(10)의 값을 구한다.

조건 ㈏에 x=1, y=1을 대입하면

f(1)= f(1)+ f(1)    ∴ f(1)=0

또한, f(xy)=yf(x)+xf(y)의 y 대신에 1+ h
x  를 대

입하면

f{x{1+ h
x }}={1+

h
x } f(x)+xf{1+ h

x }

f(x+h)= f(x)+ h
x f(x)+xf{1+ h

x }

f(x+h)- f(x)= h
x f(x)+xf{1+ h

x }	 yy㉠

∴ f '(x)=lim
h`Ú 0

f(x+h)- f(x)
h

=lim
h`Ú 0

h
x f(x)+xf{1+ h

x }
h `(∵ ㉠)

=lim
h`Ú 0

(
{
9

1
x f(x)+

f{1+ h
x }

h
x

)
}
0

= 1
x f(x)+lim

h`Ú 0

f{1+ h
x }

h
x

	 yy㉡

이때, 
h
x =t로 놓으면 h`Ú 0일 때 t`Ú 0이므로

lim
h`Ú 0

f{1+ h
x }

h
x

‌�=lim
t`Ú 0

f(1+t)
t 	  

=lim
t`Ú 0

f(1+t)- f(1)
t `(∵ f(1)=0)	

= f '(1)	  

=2`(∵ ㈎ f '(1)=2)

즉, ㉡에서 f '(x)= 1
x f(x)+2	 yy㉢

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

f "(x)‌�=- 1
xÛ`

f(x)+ 1
x f '(x)	 

‌�=- 1
xÛ`

f(x)+ 1
x [

1
x f(x)+2]`(∵ ㉢)	  

= 2
x

∴ f "(10)= 2
10 = 1

5 � 답 
1
5

03 

본문 pp. 52~53

책1.indb   87 20. 6. 5.   오후 3:14



088  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

해결단계

➊ 단계

매개변수로 나타낸 함수의 미분법을 이용하여 
dy
dx  를 구한 

후, lim
n`Ú`¦

{lim
t`Ú`0

dy
dx }의 값을 구하여 ㄱ의 참, 거짓을 판별

한다.

➋ 단계 역함수의 미분법을 이용하여 ㄴ, ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

ㄱ.	x=t+tÜ`+tÞ`+y+t2n-1,

	 ‌�y=t+tÛ`+tÜ`+y+t2n-1

	
의 양변을 t에 대하여 미분하면

	 dx
dt ‌�=1+3tÛ`+5tÝ`+y+(2n-1)t2n-2

	 dy
dt ‌�=1+2t+3tÛ`+y+(2n-1)t2n-2

	 ∴ 
dy
dx ‌�=

dy
dt
dx
dt

	  

=
1+2t+3tÛ`+y+(2n-1)t2n-2

1+3tÛ`+5tÝ`+y+(2n-1)t2n-2

	 ∴ ‌�lim
n`Ú ¦
{lim

t`Ú 0

dy
dx }	=lim

n`Ú ¦

1
1

=1 (거짓)

ㄴ.	�n=2일 때, 함수 y=f(x)는 x=t+tÜ`, y=t+tÛ`+tÜ`

으로 나타내어진다.

	 f(2)=k`(k는 상수)라 하면

	 t+tÜ`=2에서

	 tÜ`+t-2=0, (t-1)(tÛ`+t+2)=0

	 ∴ t=1`(∵ tÛ`+t+2>0)

	 즉, k=f(2)=1+1+1=3이므로

	 f '(2)= 1
(f-1)'(3)

 (참)

ㄷ.	f-1(0)=a`(a는 상수)라 하면 f(a)=0이므로 

	 x=a, y=0

	 이때, y=0에서 t+tÛ`+tÜ`+y+t2n-1=0

	 ∴ t=0

	 즉, a=0이므로 f(0)=0

	 ∴ (f-1)'(0)= 1
f '(0)

	 ㄱ에서

	
dy
dx =

1+2t+3tÛ`+y+(2n-1)t2n-2

1+3tÛ`+5tÝ`+y+(2n-1)t2n-2

	 이므로 t=0일 때 
dy
dx =1

	 즉, f '(0)=1이므로

	 (f-1)'(0)= 1
1 =1 (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

05 해결단계

➊ 단계
곡선 위의 한 점의 좌표를 t를 사용하여 나타낸 후, 원점에

서 그 점까지의 거리의 제곱을 f(t)라 하고 f(t)를 구한다.

➋ 단계
f(t)가 최소가 되는 t를 구한 후, 점 P에서의 접선의 기울

기를 구한다.

곡선 x'§y=a 위의 한 점의 x좌표를 t`(t>0)라 하면

t'§y=a, '§y= a
t     ∴ y= aÛ`

tÛ`

원점과 곡선 x'§y=a 위의 점 {t, aÛ`
tÛ`
} 사이의 거리가 최

소이면 거리의 제곱도 최소이므로 거리의 제곱을 f(t)라 

하면

f(t)=t2+{ aÛ`
tÛ`
}
2
=t2+ aÝ`

tÝ`

f '(t)‌�=2t+ -a4_4t3

(t4)2 	  

=2t- 4a4

t5 	  

= 2t6-4a4

t5

f '(t)=0에서 2t6-4a4=0, t6=2a4

∴ t=ß"�2a4 (∵ t>0)

t>0에서 함수 f(t)의 

증가와 감소를 표로 나

타내면 오른쪽과 같으므

로 함수 f(t)는 t=ß"�2a4

에서 극소이자 최소이다.

따라서 점 P의 좌표는 {ß"�2a4, 
a2

(ß"�2a4)2 }, 즉

{ß"�2a4, 
a

ß"�4a2
}이다.

x'§y=a의 양변을 x에 대하여 미분하면

'§y+x_ 1
2'§y

 
dy
dx =0, x

2'§y
 
dy
dx =-'§y

∴ 
dy
dx =- 2y

x

그러므로 주어진 곡선의 점 P에서의 접선의 기울기는

-
2_ a

ß"�4a2

ß"�2a4 =- 2a
ß"�8a6 =-'2� 답 -'2

x'§y =a에서 '§y = a
x     ∴ y= aÛ`

xÛ`
    ∴ dy

dx =- 2aÛ`
xÜ`

원점과 곡선 위의 한 점 사이의 거리가 

최소가 되려면 오른쪽 그림과 같이 곡선 

위의 점 P에서의 접선이 직선 OP와 수

직이어야 한다. 점 P의 좌표를 {k, aÛ`
kÛ`
}

이라 하면

{- 2aÛ`
kÜ`
}_

aÛ`
kÛ`
k =-1, 2aÝ`=kß`

∴ kÜ`='2 aÛ`
즉, 점 P에서의 접선의 기울기는

- 2aÛ`
kÜ`

=- 2aÛ`
'2 aÛ`

=-'2

blacklabel 특강 참고

04 

t (0) y ß"�2aÝ` y

f '(t) - 0 +

f(t) ↘ 극소 ↗
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해결단계

➊ 단계 주어진 조건을 만족시키는 함수 f(x)의 특징을 파악한다.

➋ 단계
조건 ㈏를 이용하여 f(x)와 f(-x-2), f '(x)와
f '(-x-2) 사이의 관계식을 구한다.

➌ 단계

함수 f(2x)의 역함수가 g(x)임을 이용하여 g'(-ln`4)

의 값을 구한 후, 
1

g '(-ln`4)
-4 f(2)의 값을 구한다.

조건 ㈎에서 x¾-1일 때,

f(x)=e2x-4`ln`(x+2)이므로

f '(x)‌�=2e2x-4`ln`(x+2)+e2x-4_ 1
x+2 	 

=e2x-4[2`ln`(x+2)+ 1
x+2 ]� yy㉠

x¾-1에서 f '(x)>0이므로 함수 f(x)는 증가한다.

이때, 조건 ㈏의 식에 x=0을 대입하면

f(-1)+ f(-1)=0, 2 f(-1)=0

∴ f(-1)=0

또한, f(-1+x)+ f(-1-x)=0에서 함수 y= f(x)

의 그래프는 점 (-1, 0)에 대하여 대칭이므로 함수 f(x) 

는 실수 전체의 집합에서 증가하고,

x>-1일 때 f(x)>0, x<-1일 때 f(x)<0이다.

� yy㉡

한편, 조건 ㈏의 식에 x 대신에 x+1을 대입하면

f(x)+ f(-x-2)=0� yy㉢

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(x)- f '(-x-2)=0� yy㉣

함수 f(2x)의 역함수가 g(x)이므로

g( f(2x))=x

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

g'( f(2x))_ f '(2x)_2=1에서

1
g '( f(2x))

=2 f '(2x)� yy㉤

이때, f(2k)=-ln`4 (k는 상수)라 하면

-ln`4<0이므로 2k<-1 (∵ ㉡)

㉢에 x=2k를 대입하면 f(2k)=- f(-2k-2)이므로

f(-2k-2)=ln`4

-2k-2>-1이므로 조건 ㈎에서

f(-2k-2)=e-4k-8`ln`(-2k)

즉, e-4k-8`ln`(-2k)=ln`4이므로 k=-2

이때, 함수 f(x)가 실수 전체의 집합에서 증가하므로 위

의 방정식을 만족시키는 k의 값은 오직 하나뿐이다.

∴ f(-4)=-ln`4

또한, ㉣에 x=-4를 대입하면 f '(-4)= f '(2)

㉠에 x=2를 대입하면

f '(2)=2`ln`4+1
4

∴ f '(-4)=2`ln`4+1
4

따라서 ㉤에서 
1

g '( f(-4))
=2 f '(-4)이므로

06 1
g '(-ln`4)

‌�=2{2`ln`4+1
4 }	  

=4`ln`4+1
2

또한, f(2)=e4-4`ln`(2+2)=ln`4이므로

1
g '(-ln`4)

-4 f(2)‌�=4`ln`4+1
2-4`ln`4	  

=1
2 � 답 

1
2

다른풀이

x¾-1일 때 f(x)=e2x-4`ln`(x+2)

조건 ㈏의 x 대신에 x+1을 대입하면

f(x)+ f(-x-2)=0

∴ f(-x-2)=- f(x)

-x-2=t로 놓으면 x=-t-2이므로

-t-2¾-1에서 tÉ-1

즉, tÉ-1일 때

f(t)‌�= f(-x-2)	  

=- f(x)	  

=-e2x-4`ln`(x+2)	  

=-e-2t-8`ln`(-t)

따라서

f(x)=[`
-e-2x-8`ln`(-x) (x<-1)

e2x-4`ln`(x+2)� (x¾-1)
� yy㉥

이므로

f '(x)=

(

{

9

`
e-2x-8[2`ln`(-x)- 1

x ]� (x<-1)

e2x-4[2`ln`(x+2)+ 1
x+2 ] (x>-1)

� yy㉦

이때, x>-1에서 f '(x)>0이므로 x¾-1에서 함수 

f(x)는 증가하고, 조건 ㈏에서 함수 y= f(x)의 그래프

는 점 (-1, 0)에 대하여 대칭이므로 함수 f(x)는 실수 

전체의 집합에서 증가하고

x<-1일 때 f(x)<0

x>-1일 때 f(x)>0� yy㉧

한편, 함수 f(2x)의 역함수가 g(x)이므로

g( f(2x))=x이고 이 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

g '( f(2x))_ f '(2x)_2=1

∴ 
1

g '( f(2x))
=2 f '(2x)� yy㉨

f(2k)=-ln`4 (k는 상수)라 하면

-ln`4<0이므로 2k<-1 (∵ ㉧)

즉, ㉥에서 -e-4k-8`ln`(-2k)=-ln`4이므로

e4k-8`ln`(-2k)=ln`4

이때, 위의 식에 k=-2를 대입하면 성립하고 함수

f(x)가 실수 전체의 집합에서 증가하므로 위의 방정식을 

만족시키는 k의 값은 -2가 유일하다.

∴ k=-2, f(-4)=-ln`4

본문 p. 53

(해설042-132)블랙고등(미적분)-ok.indd   89 20. 6. 5.   오후 3:41



090  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

에서

g'(x)=

(

{

9

`
-2`cos`x	{- 7

6 p<x<0}

6`cos`3x	 {0<x< 7
18 p}

    yy㉠

∴ lim
x`Ú 0-

g'(x)= lim
x`Ú 0-

(-2`cos`x)=-2,

lim
x`Ú 0+

g'(x)= lim
x`Ú 0+

6`cos`3x=6

Ú	함수 h(x)가 x=0에서 미분가능할 때,

	 h(x)= f(g(x))에서 h'(x)= f '(g(x))g'(x)

	 lim
x`Ú 0-

h'(x)= lim
x`Ú 0+

h'(x)이어야 하므로

	 lim
x`Ú 0-

h'(x)= lim
x`Ú 0-

f '(g(x))g'(x)

			  = f '(g(0))_ lim
x`Ú 0-

g'(x)

			  = f '(1)_(-2),

	 lim
x`Ú 0+

h'(x)= lim
x`Ú 0+

f '(g(x))g'(x)

			  = f '(g(0))_ lim
x`Ú 0+

g'(x)

			  = f '(1)_6
	 에서 f '(1)=0

Û	‌�함수 h(x)가 g(x)=0을 만족시키는 x의 값에서 미

분가능할 때,

	‌� g(x)=0을 만족시키는 x의 값을 a라 하면 Ú과 마찬

가지로 lim
x`Ú a-

h'(x)= lim
x`Ú a+

h'(x)이어야 하므로

	 lim
x`Ú a-

h'(x)= lim
x`Ú a-

f '(g(x))g'(x)

			  = f '(g(a))_ lim
x`Ú a-

g '(x)

			  = f '(0)_ lim
x`Ú a-

g'(x)

	 lim
x`Ú a+

h'(x)= lim
x`Ú a+

f '(g(x))g'(x)

			  = f '(g(a))_ lim
x`Ú a+

g '(x)

			  = f '(0)_ lim
x`Ú a+

g'(x)

	 이때, lim
x`Ú a-

g'(x)=- lim
x`Ú a+

g'(x)이므로 f '(0)=0이

	 어야 한다.

Ü	함수 h'(x)가 x=0에서 미분가능할 때,

	 h'(x)= f '(g(x))g'(x)에서

	 h"(x)= f "(g(x)){g'(x)}2+ f '(g(x))g"(x)

	 이때, ㉠에서

	 g"(x)=

(

{

9

`
2`sin`x	 {- 7

6 p<x<0}

-18`sin`3x	{0<x< 7
18 p}

	 이므로 lim
x`Ú 0

g"(x)=0이고,

	 lim
x`Ú 0-

h"(x)= lim
x`Ú 0+

h"(x)이어야 하므로

	 lim
x`Ú 0-

h"(x)

	 = lim
x`Ú 0-

[ f "(g(x)){g'(x)}2+ f '(g(x))g"(x)]

	 = f "(g(0))_ lim
x`Ú 0-

{g '(x)}Û`

� + f '(g(0))_ lim
x`Ú 0-

g "(x)

	 = f "(1)_(-2)2,

함수 g(x)는 x=a에서 미분가능하지 않다.

㉨에 x=-2를 대입하면 
1

g '( f(-4))
=2 f '(-4)에서

1
g '(-ln`4)

‌�=2 f '(-4)	  

=2_{2`ln`4+ 1
4 } (∵ ㉦)	  

=4`ln`4+ 1
2

또한, ㉥에 x=2를 대입하면 f(2)=ln`4

∴ 
1

g '(-ln`4)
-4 f(2)={4`ln`4+ 1

2 }-4`ln`4= 1
2

해결단계

➊ 단계 함수 g(x)의 미분가능하지 않은 점을 파악한다.

➋ 단계
사차함수 f(x)에 대하여 함수 h(x)= f(g(x))가 이계도

함수를 갖고, 이 함수가 연속이기 위한 조건을 파악한다.

➌ 단계
➋단계에서 파악한 조건을 만족시키는 함수 f '(x)를 구한 

후, f '(3)의 값을 구한다.

g(x)‌�=|2`sin`(x+2|x|)+1|	  

=[`
|2`sin`3x+1|� (x¾0)

|-2`sin`x+1| (x<0)

이때, 2`sin`3x+1=0 (x¾0)에서

2`sin`3x=-1, `sin`3x=- 1
2

3x= 7
6 p, 

11
6 p, 

19
6 p, y

∴ x= 7
18 p, 

11
18 p, 

19
18 p, y

또한, -2`sin`x+1=0 (x<0)에서

2`sin`x=1, `sin`x= 1
2

x=- 7
6 p, -

11
6 p, -

19
6 p, y

이므로 함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

함수 g(x)는 실수 전체의 집합에서 연속이고 x=0과 

g(x)=0을 만족시키는 x의 값에서 미분가능하지 않다.

따라서 사차함수 f(x)에 대하여 함수 h(x)= f(g(x))

가 실수 전체의 집합에서 이계도함수 h"(x)를 갖고 이 

함수 h"(x)가 연속이려면 두 함수 h(x), h'(x)가 x=0

과 g(x)=0을 만족시키는 x의 값에서 연속이면서 미분

가능해야 한다.

이때,

g(x)=

(

{

9

`
-2`sin`x+1	{- 7

6 p<x<0}

2`sin`3x+1	 {0<x< 7
18 p}

07 
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	 lim
x`Ú 0+

h"(x)

	 = lim
x`Ú 0+

[ f "(g(x)){g'(x)}2+ f '(g(x))g"(x)]

	 = f "(g(0))_ lim
x`Ú 0+

{g '(x)}Û`

� + f '(g(0))_ lim
x`Ú 0+

g "(x)

	 = f "(1)_62

	 에서 f "(1)=0

Ú, Û, Ü에서

f '(1)=0, f '(0)=0, f "(1)=0

f(x)가 최고차항의 계수가 1인 사차함수이면 f '(x)는 

최고차항의 계수가 4인 삼차함수이므로

f '(x)‌�=4x(x-1)(x-a)	  

=4x3-4(a+1)x2+4ax (단, a는 상수)

f "(x)=12x2-8(a+1)x+4a

f "(1)=0이므로 12-8(a+1)+4a=0

4a=4    ∴ a=1

따라서 f '(x)=4x(x-1)2이므로

f '(3)=4_3_22=48� 답 48

1 ④	 2 ④	 3 ②	 4 30

이것이 수능	 p. 54

해결단계

➊ 단계
주어진 극한을 변형하여 f(x), g(x)의 미분계수를 이용하

여 나타낸다.

➋ 단계
f '(x), g'(x)를 각각 구한 후, ➊단계에서 정리한 식의 값

을 구한다.

f(x)=sin2`x, g(x)=ex이므로

g{ f{ p4 }}=g{sin2` p4 }=g{ 1
2 }='e

∴ lim
x`Ú ;4Ò;

g( f(x))-'e
x- p4

 =lim
x`Ú ;4Ò;

g( f(x))-g{ f{ p4 }}

x- p4

 =lim
x`Ú ;4Ò;

(
{
9

g( f(x))-g{ f{ p4 }}

f(x)- f{ p4 }
_

f(x)- f{ p4 }

x- p4

)
}
0

 =g'{ f{ p4 }} f '{
p
4 }    yy㉠

이때, f(x)=sin2`x, g(x)=ex에서

f '(x)=2`sin`x`cos`x, g'(x)=ex

∴ ‌�f{ p4 }=sinÛ`` p4 ={ 1
'2 }2`=

1
2 ,	  

f '{ p4 }=2`sin` p4 `cos` p4 =2_ 1
'2 _ 1

'2 =1,	  

g '{ 1
2 }=e;2!;='e

1 

따라서 ㉠에서

lim
x`Ú ;4Ò;

g( f(x))-g{ f{ p4 }}

x- p4
‌�=g'{ f{ p4 }} f '{

p
4 }	  

=g'{ 1
2 }_1	  

='e� 답 ④

해결단계

➊ 단계
주어진 식의 양변에 자연로그를 취한 후, x에 대하여 미분

한다.

➋ 단계
➊단계에서 구한 식에 x=p를 대입하고, g'(p)=epg(p)

를 이용하여 
f '(p)
f(p)

의 값을 구한다.

g(x)=
f(x)`cos`x

ex 의 양변에 자연로그를 취하면

ln`|g(x)|=ln`| f(x)`cos`x
ex |

ln`|g(x)|=ln`| f(x)|+ln`|cos`x|-ln`|ex|

ln`|g(x)|=ln`| f(x)|+ln`|cos`x|-x

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

g '(x)
g(x)

=
f '(x)
f(x)

+ -sin`x
cos`x -1

위의 식에 x=p를 대입하면

g '(p)
g(p) =

f '(p)
f(p) -1

이때, g'(p)=epg(p)에서 
g '(p)
g(p) =ep이므로

ep=
f '(p)
f(p) -1

∴ 
f '(p)
f(p) =ep+1� 답 ④

해결단계

➊ 단계

f '(x)를 이용하여 함수 f(x)가 감소함수임을 파악한 후, 

두 곡선 y= f(x), y= f-1(x)의 교점이 직선 y=-x 위

에 있음을 파악한다.

➋ 단계
두 곡선 y= f(x), y= f-1(x)의 교점은 곡선 y= f(x)와 

직선 y=-x의 교점임을 파악한 후, a, b를 구한다.

➌ 단계
역함수의 미분법을 이용하여 y= f(x-2b)+2a의 역함수 

g(x)에 대하여 g'(a)를 구한다.

➍ 단계
f '(b)=2g'(a)를 이용하여 f '(b)의 값을 구한 후, k의 

값을 구한다.

f '(x)‌�=-
3kx2(x2+1)-kx3_2x

(x2+1)2 	  

=-
kx2(x2+3)
(x2+1)2

에서 모든 실수 x에 대하여 f '(x)É0이므로 함수 f(x)

는 실수 전체의 집합에서 감소한다.

두 곡선 y= f(x), y= f-1(x)의 한 교점을 (a, b)라 하

면 점 (b, a)도 교점이고,

f(-x)=-
k(-x)3

(-x)2+1
= kx3

x2+1
=- f(x)

에서 함수 y= f(x)의 그래프가 원점에 대하여 대칭이므

로 곡선 y= f(x)는 점 (-a, -b)를 지난다.

즉, 곡선 y=f(x)는 두 점 (b, a), (-a, -b)를 지난다.

2 

3 

본문 pp. 53~54
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이때, a+-b이면 두 점 (b, a), (-a, -b)를 지나는 

직선의 기울기는 
a-(-b)
b-(-a)

=1인데 곡선 y= f(x)는 감

소함수이므로 모순이다.

따라서 a=-b이고 두 곡선 y= f(x), y= f-1(x)의 교

점은 모두 직선 y=-x 위에 있다.

두 곡선 y= f(x), y= f-1(x)가 만나는 교점은 곡선 

y= f(x)와 직선 y=-x의 교점과 같고, 이 점의 x좌표 

중 가장 작은 값과 가장 큰 값이 각각 a, b이므로

- kx3

x2+1
=-x에서 kxÜ`=xÜ`+x

(k-1)x3-x=0

(k-1)x{x+ 1
'Äk-1

}{x- 1
'Äk-1

}=0

∴ x=- 1
'Äk-1

 또는 x=0 또는 x= 1
'Äk-1

즉, a=- 1
'Äk-1

, b= 1
'Äk-1

h(x)= f(x-2b)+2a라 하면

h(b)‌�= f(-b)+2a= f(a)+2a (∵ a=-b)	  

=-a+2a (∵ f(a)=-a)	  

=a
함수 h(x)의 역함수가 g(x)이므로 g(a)=b

또한, g'(x)= 1
h'(g(x))

에서

g'(a)= 1
h'(g(a)) = 1

h'(b)
	 yy㉠

h(x)= f(x-2b)+2a에서 h'(x)= f '(x-2b)이므로

h'(b)= f '(-b)	 yy㉡

㉠, ㉡에서 g'(a)= 1
h'(b) = 1

f '(-b)
이때, f(-x)=- f(x)의 양변을 x에 대하여 미분하면

- f '(-x)=- f '(x)    ∴ f '(-x)= f '(x)

즉, f '(-b)= f '(b)이므로

g'(a)= 1
f '(b)

f '(b)=2g'(a)이므로 f '(b)= 2
f '(b)

{ f '(b)}2=2

∴ f '(b)=-'2 (∵ f(x)는 감소함수)

f '(x)=-
kx2(x2+3)
(x2+1)2 이므로

f '(b)‌�=-
k_ 1

k-1 _{ 1
k-1 +3}

{ 1
k-1 +1}

2  {∵ b= 1
'Äk-1

}	

=-
k(3k-2)

k2 =- 3k-2
k

즉, - 3k-2
k =-'2이므로

'2k=3k-2, (3-'2)k=2

∴ k= 2
3-'2 =

6+2'2
7 � 답 ②

해결단계

➊ 단계
삼차함수 f(x)의 역함수가 존재하기 위한 a의 값의 범위

를 구한다.

➋ 단계
역함수의 미분법을 이용하여 n_g'(n)=1을 만족시키는 

a와 n 사이의 관계식을 구한다.

➌ 단계
➊, ➋단계에서 구한 식과 a의 값의 범위를 이용하여 an을 

구한 후, 
27
Á
n=1

an의 값을 구한다.

f(x)=x3+ax2-ax-a에서

f '(x)=3x2+2ax-a

삼차함수 f(x)의 역함수가 존재하려면 일대일대응이어

야 하므로 모든 실수 x에 대하여 f '(x)¾0이어야 한다.

이차방정식 3x2+2ax-a=0이 중근 또는 허근을 가져

야 하므로 판별식을 D라 하면

D
4 =(-a)2-3_(-a)É0, a2+3aÉ0

a(a+3)É0    ∴ -3ÉaÉ0    yy㉠

한편, g'(x)= 1
f '(g(x))

에서 g'(n)= 1
f '(g(n))

이므

로 n_g'(n)=1에서 
n

f '(g(n))
=1

이때, g(n)=k`(k는 상수)라 하면 f(k)=n이고,

n
f '(k)

=1    ∴ f '(k)=n

f(k)=n, f '(k)=n에서 f(k)= f '(k)이므로

k3+ak2-ak-a=3k2+2ak-a

k3+(a-3)k2-3ak=0, k(k-3)(k+a)=0

∴ k=0 또는 k=3 또는 k=-a

f '(k)=n이므로

f '(0)=n 또는 f '(3)=n 또는 f '(-a)=n

-a=n 또는 27+5a=n 또는 a2-a=n

즉, 자연수 n에 대하여 위의 식을 만족

시키는 실수 a (-3ÉaÉ0)의 개수가 

an이다.

-3ÉxÉ0에서 세 함수 y=-x,

y=5x+27, y=x2-x의 그래프가 오

른쪽 그림과 같으므로 이 그래프와 직

선 y=n의 교점의 개수는

a1=a2=a3=2,

a4=a5=a6=y=a27=1

∴ 
27
Á
n=1

an‌�=(a1+a2+a3)+(a4+a5+a6+y+a27)	

=3_2+24_1=30� 답 30

4 
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f(x)= ex

x2 `(x+0)에서

f '(x)‌�= ex_xÛ`-ex_2x
x4 =

xex(x-2)
x4

그런데 f '(x)É0인 구간에서 함수 f(x)는 감소하므로

xex(x-2)
x4 É0, x(x-2)É0 (∵ ex>0, x4>0)

∴ 0<xÉ2 (∵ x+0)

따라서 a=0, b=2이므로 a+b=2� 답 2

점 (t, e2t)과 직선 y=x, 즉 x-y=0 사이의 거리가 

f(t)이므로

f(t)=
|t-e2t|
"Ã12+(-1)2 =

1
'2

|t-e2t|

g(t)=t-e2t이라 하면 g'(t)=1-2e2t

g'(t)=0에서 1-2e2t=0

e2t= 1
2 , 2t=ln` 12     ∴ t=- 1

2 `ln`2

함수 g(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

t y - 1
2 `ln`2 y

g '(t) + 0 -

g(t) ↗ 극대 ↘

함수 g(t)는 t=- 1
2 ln`2에서 극댓값

g{- 1
2 `ln`2}=- 1

2 `ln`2- 1
2 =- 1

2 (1+ln`2)

를 갖는다.

f(t)= 1
'2

|g(t)|이므로 두 함수 

y= f(t), y=g(t)의 그래프는 오

른쪽 그림과 같다.

따라서 함수 f(t)의 극솟값은

f{- 1
2 `ln`2}‌�= 1

'2 |g{-
1
2 `ln`2}|	  

= 1
'2 _|- 1

2 (1+ln`2)|	  

= '24 (1+ln`2)� 답 ①

f(x)=xex에서

f '(x)=ex+xex=ex(x+1)

f"(x)=ex(x+1)+ex=ex(x+2)

ㄱ.	f '(x)=0에서 x=-1`(∵ ex>0)

	 이때, f "(-1)=e-1>0이므로 함수 f(x)는

	 x=-1에서 극솟값을 갖는다. (참)

ㄴ.	x<-1에서 x+1<0이므로 f '(x)<0

	 즉, 함수 f(x)는 x<-1에서 감소한다. (참)

ㄷ.	x<-2에서 x+2<0이므로 f "(x)<0

	‌� 즉, 함수 y=f(x)의 그래프는 x<-2에서 위로 볼

록하다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ④

03 

04 

05 

본문 pp. 54~56

도함수의 활용 ⑴06

01 ②	 02 ②	 03 2	 04 ①	 05 ④

06 96	 07 ①

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 p. 56

f(x)=2`sin`x라 하면 f '(x)=2`cos`x

∴ f '{ p3 }=2`cos` p3 =2_ 1
2 =1

점 { p3 , '3 }에서의 접선의 기울기가 1이므로 이 점에서

의 접선과 수직인 직선의 기울기는 -1이다.

즉, 점 { p3 , '3 }에서의 접선과 수직인 직선의 방정식은

y-'3=-{x- p3 }     ∴ y=-x+ p3 +'3

따라서 a=-1, b= p3 +'3이므로

ab=- p3 -'3� 답 ②

f(x)=a-2`cosÛ``x, g(x)=2`sin`x라 하고 두 곡선의  

접점의 x좌표를 t`{0<t< p2 }라 하면 접점에서의 y좌표

가 서로 같으므로

f(t)=g(t)에서 a-2`cosÛ``t=2`sin`t

∴ a=2`cosÛ``t+2`sin`t    yy㉠

또한, f '(x)=4`sin`x`cos`x, g'(x)=2`cos`x이고 접점

에서의 접선의 기울기가 서로 같으므로 

f '(t)=g'(t)에서 4`sin`t`cos`t=2`cos`t

2`cos`t(2`sin`t-1)=0

∴ cos`t=0 또는 sin`t= 1
2

Ú cos`t=0일 때,

	 ‌�0<t< p2 에서 cos`t=0을 만족시키는 t의 값은 존재

하지 않는다.

Û sin`t= 1
2 일 때,

	 ‌�0<t< p2 에서 t= p6 이므로 ㉠에 대입하면

	 a‌�=2`cosÛ`` p6 +2`sin` p6 	 	

=2_{ '32 }
2
+2_ 1

2 	 	

= 3
2 +1= 5

2

Ú, Û에서 a= 5
2 � 답 ②

01 

02 
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x=et+1, y=e2t+et에서

dx
dt =et, 

dy
dt =2e2t+et

∴ 
dy
dx =

dy
dt
dx
dt

= 2e2t+et

et =2et+1

주어진 곡선 위의 점 (ea+1, e2a+ea)에서의 접선의 기

울기는 2ea+1이므로 접선의 방정식은

y-(e2a+ea)=(2ea+1){x-(ea+1)}

이 직선의 y절편이 g(a)이므로

g(a)‌�=-(2ea+1)(ea+1)+e2a+ea	  

=-e2a-2ea-1

∴ lim
a`Ú 0

g(a)+4
a2-a

‌�=lim
a`Ú 0

-e2a-2ea+3
a2-a

	  

=lim
a`Ú 0

-(ea+3)(ea-1)
a(a-1)

	 

=lim
a`Ú 0
{-(ea+3)

a-1 _ ea-1
a }	  

= -4
-1 _1=4� 답 4

두 곡선 y=3x-1, y=ax의 그래프는 다음 그림과 같다.

점 P의 x좌표를 k (k<0)라 하면

y=3x-1에서 y'=3x-1`ln`3이므로 점 P(k, 3k-1)에서의 

접선의 기울기는 3k-1`ln`3이다.

즉, 접선의 방정식은

y-3k-1=3k-1`ln`3_(x-k)

이고, 이 직선이 x축과 만나는 점이 A이므로 점 A의

x좌표는 

0-3k-1=3k-1`ln`3_(x-k)

-1=(x-k)`ln`3 (∵ 3k-1>0)

x=k- 1
ln`3     ∴ A{k- 1

ln`3 , 0}

또한, y=ax에서 y'=ax`ln`a이므로 점 P(k, ak)에서의 

접선의 기울기는 ak`ln`a이다.

즉, 접선의 방정식은

y-ak=ak`ln`a_(x-k)

이고, 이 직선이 x축과 만나는 점이 B이므로 점 B의 x좌

표는 

0-ak=ak`ln`a_(x-k)

-1=(x-k)`ln`a (∵ ak>0)

x=k- 1
ln`a     ∴ B{k- 1

ln`a , 0}

01 

02 

f(x)= 2
x2+b

라 하면 점 (2, a)가 곡선 y= f(x)의

변곡점이므로 f(2)=a, f "(2)=0

f(2)=a에서 
2

4+b =a   yy㉠

f(x)= 2
x2+b

에서

f '(x)= -2_2x
(x2+b)2 =- 4x

(x2+b)2

f "(x)‌�=
-4(x2+b)2+4x_2(x2+b)_2x

(x2+b)4 	  

=
-4(x2+b)+16x2

(x2+b)3 	  

= 12x2-4b
(x2+b)3

f "(2)=0에서 
12_4-4b
(4+b)3 =0

48-4b=0`(∵ b>0)    ∴ b=12

b=12를 ㉠에 대입하여 풀면

a= 2
4+12 = 2

16 = 1
8

∴ 
b
a = 12

1
8

=12_8=96� 답 96

주어진 그래프를 이용하여 함수 f(x)의 증가와 감소를 

표로 나타내면 다음과 같다.

x y 3 y 5 y 6 y 8 y

f '(x) - - 0 + + +

f "(x) - 0 + + 0 - +

f(x)   극소   

ㄱ.	‌�위의 표에서 함수 f(x)는 x=5에서 극소이자 최소

이다. (참)

ㄴ.	‌�f '(8)의 값이 존재하므로 함수 f(x)는 x=8에서 미

분가능하다. (거짓)

ㄷ.	‌�함수 f(x)의 그래프는 구간 (0, 3)에서 위로 볼록하

고 구간 (3, 5)에서 아래로 볼록하다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ뿐이다.� 답 ①

01 4 02 ⑤ 03 15 04 ② 05 ②

06 1 07 ⑤ 08 ④ 09 ② 10 ep

1-e2p

11 ⑤ 12 ⑤ 13 432 14 ③ 15 1
2

16 ③ 17 ③ 18 21 19 ③ 20 2

21 '3 eÜ` 22 18 23 ① 24 32 25 ③

26 ④ 27 13 28 ② 29 120 30 8

31 ④ 32 5-2'5 33 ④

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 57~61

06 

07 
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∴ ABÓ={k- 1
ln`a }-{k- 1

ln`3 }=
1

ln`3 - 1
ln`a

이때, H(k, 0)이므로

AHÓ=k-{k- 1
ln`3 }=

1
ln`3

△PAB`:`△PAH=2`:`3이고, 두 삼각형 PAB, PAH의 

높이가 같으므로 넓이의 비는 밑변의 길이의 비와 같다.

즉, ABÓ`:`AHÓ=2`:`3에서 3ABÓ=2AHÓ이므로

3{ 1
ln`3 - 1

ln`a }=
2

ln`3 , 
1

ln`3 = 3
ln`a

ln`a=3`ln`3=ln`33

∴ a=33=27� 답 ⑤

g(x)= f(x2-2x)에 x=3을 대입하면

g(3)= f(3)=3

g(x)= f(x2-2x)의 양변을 x에 대하여 미분하면

g'(x)=(2x-2) f '(x2-2x)

위의 식에 x=3을 대입하면

g'(3)=4 f '(3)=4_3=12

곡선 y=g(x)가 직선 y=h(x)와 점 (3, g(3))에서 접

하므로 직선 y=h(x)는 곡선 y=g(x) 위의 점

(3, g(3))에서의 접선이다.

즉, y-g(3)=g'(3)(x-3)에서

y-3=12(x-3)    ∴ y=12x-33

따라서 h(x)=12x-33이므로

h(4)=12_4-33=48-33=15� 답 15

f(x)=(ax+1)2x이라 하면

f '(x)‌�=a_2x+(ax+1)_2x`ln`2	  

=2x{(a`ln`2)x+`ln`2+a}

접점의 좌표를 (t, (at+1)2t)이라 하면 이 점에서의 접

선의 기울기는 f '(t)=2t{(a`ln`2)t+ln`2+a}이므로

접선의 방정식은

y-(at+1)2t=2t{(a`ln`2)t+ln`2+a}(x-t)

∴ y=2t{(a`ln`2)t+ln`2+a}(x-t)+(at+1)2t

이 직선이 원점을 지나므로

0=2t{(a`ln`2)t+ln`2+a}_(-t)+(at+1)2t

2t{(a`ln`2)tÛ`+(ln`2)t-1}=0

이때, 2t>0이므로 

(a`ln`2)tÛ`+(ln`2)t-1=0    yy㉠

원점에서 곡선 y=(ax+1)2x에 오직 하나의 접선을 그

을 수 있으려면 t에 대한 이차방정식 ㉠이 중근을 가져야 

한다.

㉠의 판별식을 D라 하면

D=(ln`2)Û`-4_a`ln`2_(-1)=0에서

(ln`2)Û`+4a`ln`2=0, ln`2(ln`2+4a)=0

∴ 4a=-ln`2 (∵ ln`2+0)� 답 ②

03 

04 

f(x)=(a-x)exÛ`에서 

f '(x)‌�=(-1)_exÛ`+(a-x)_exÛ`_2x		

=exÛ`(-2xÛ`+2ax-1)

함수 f(x)가 실수 전체의 구간에서 감소하려면 모든 실

수 x에 대하여 f '(x)É0이어야 한다. 즉,

exÛ`(-2xÛ`+2ax-1)É0에서

2xÛ`-2ax+1¾0 (∵ exÛ`>0)

이차방정식 2xÛ̀ -2ax+1=0의 판별식을 D라 하면

D
4 =aÛ`-2É0에서 (a-'2)(a+'2)É0

∴ -'2ÉaÉ'2� 답 ②

f(x)=a`cos`x+x에서 f '(x)=-a`sin`x+1

함수 f(x)가 열린구간 {- p2 , p2 }에서 증가하려면 

- p2 <x< p2 일 때 f '(x)¾0이어야 한다.

이때, - p2 <x<p2 에서 -1<sin`x<1이고 a>0이므로

-a+1<-a`sin`x+1<a+1

즉, -a+1¾0이어야 하므로 aÉ1

∴ 0<aÉ1 (∵ a>0)

따라서 a의 최댓값은 1이다.� 답 1

ㄱ.	h(3)=( f½g)(3)= f(g(3))= f(1)=5 (거짓)

ㄴ.	‌�h(x)=f(g(x))에서 h'(x)=f '(g(x))g'(x)이므로

	 h'(2)= f '(g(2))g'(2)
	 이때, 주어진 그래프에서 2<g(2)<3이므로

	 f '(g(2))<0이고, g'(2)<0이므로 h'(2)>0 (참)

ㄷ.	‌�구간 (3, 4)에서 0<g(x)<1이므로 f '(g(x))>0

이고, g'(x)<0이므로 h'(x)<0

	 즉, 함수 h(x)는 구간 (3, 4)에서 감소한다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ⑤

f(x)=x2+a`ln`(x+1)에서

f '(x)=2x+ a
x+1 = 2x2+2x+a

x+1

ㄱ.	g(x)=2x2+2x+a=2{x+ 1
2 }

2
- 1

2 +a라 하자.

	 a= 1
4 이면 x>-1에서 

	‌� 함수 g(x)=2{x+ 1
2 }

2
- 1

4 의 

그래프는 오른쪽 그림과 같다.

	 이때, -
2+'2

4 <x<-
2-'2

4 에서 g(x)<0이므로

	 f '(x)=
g(x)
x+1 <0 (∵ x>-1)

	‌� 즉, 이 구간에서 함수 f(x)는 감소한다. (거짓)

05 

06 

= f '(x)

07 

08 
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x y -a y (0) y a y

h'(x) - 0 + + 0 -

h(x) ↘ 극소 ↗ ↗ 극대 ↘

함수 h(x)=
f(x)
x 는 x=a에서 극댓값을 가지므로

b=a

∴ b-a=a-(a-2)=2� 답 ②

f(x)=e-x(sin`x+cos`x)에서

f '(x)‌�=-e-x(sin`x+cos`x)+e-x(cos`x-sin`x)	

=-2e-x`sin`x

f '(x)=0에서 sin`x=0 (∵ e-x>0)

∴ x=p, 2p, 3p, y (∵ x>0)

f "(x)‌�=2e-x`sin`x-2e-x`cos`x	  

=2e-x(sin`x-cos`x)

Ú	x=2kp`(k는 자연수)일 때,

	 f "(2kp)‌�=2e-2kp(sin`2kp-cos`2kp)	 	

=-2e-2kp<0

	 따라서 함수 f(x)는 x=2kp에서 극대이다.

Û	‌�x=(2k-1)p (k는 자연수)일 때,

	‌� f "((2k-1)p)	 	

=2e-(2k-1)p{sin`(2k-1)p-cos`(2k-1)p}	 	

=2e-(2k-1)p>0	 	

따라서 함수 f(x)는 x=(2k-1)p에서 극소이다.

Ú, Û에서 함수 f(x)는 x=p, 3p, 5p, y에서 극솟값

을 가지므로

xi=(2i-1)p (단, i=1, 2, 3, …)

∴ f(xi)‌�=e-(2i-1)p{sin`(2i-1)p+cos`(2i-1)p}	

=-e-(2i-1)p

∴ 
¦
Á
n=1

f(xn)‌�=-e-p-e-3p-e-5p-y	  

=
- 1

ep

1- 1
e2p

= ep

1-e2p � 답 
ep

1-e2p

단계 채점 기준 배점

㈎
함수 f(x)를 미분하여 f '(x)=0이 되는 x의 값을 

구한 경우
40%

㈏
f "(x)의 부호를 이용하여 ㈎에서 구한 x의 값 중 

극솟값을 갖는 xn을 찾은 경우
40%

㈐
¦
Á
n=1

f(xn)의 값을 구한 경우 20%

점 P{2t, 2
t } (t>0)와 점 A(a, a) 사이의 거리의 제곱

이 f(t)이므로

f(t)‌�=(2t-a)2+{ 2
t -a}

2
	  

=4t2-4at+ 4
t2 -

4a
t +2a2

f '(t)‌�=8t-4a- 8
t3 +

4a
t2 	  

10 

양수

=0 =1

f"(2kp)<0이면 그래프가 
위로 볼록하므로

양수

=0 =-1

f"((2k-1)p)<0이면 그래프가 아래로 볼록하므로

=0 =-1

첫째항이 - 1
ep

,  공비가 1
e2p 인  등비급수의 합

11 

ㄴ.	‌�ㄱ에서 g(x)=2xÛ`+2x+a이므로 

	‌� g(-1)=g(0)=a<0

	‌� x>-1에서 함수 y=g(x)

의 그래프는 오른쪽 그림과 

같다.

	‌� 함수 y=g(x)의 그래프가 x

축과 한 점에서 만나므로 교점의 x좌표를 a라 하면 

x=a의 좌우에서 g(x)의 부호가 음에서 양으로 바

뀐다.

	 f '(x)=
g(x)
x+1 이므로 f '(a)= g(a)

a+1 =0이고,

	‌� x=a의 좌우에서 f '(x)의 부호가 음에서 양으로 바

뀌므로 함수 f(x)는 x=a에서 오직 하나의 극솟값

을 갖는다. (참)

ㄷ.	‌�함수 f(x)의 극값의 개수가 2이려면 방정식	  

f '(x)=0, 즉 g(x)=0이 x>-1에서 서로 다른 두 

실근을 갖고 이 값의 좌우에서 f '(x), 즉 g(x)의 부

호가 바뀌어야 한다.

	 즉, g{- 1
2 }<0, g(-1)>0이어야 하므로

	 g{- 1
2 }<0에서 - 1

2 +a<0    ∴ a< 1
2

	 g(-1)>0에서 a>0

	 ∴ 0<a< 1
2

	‌� 따라서 함수 f(x)의 극값의 개수가 2가 되도록 하는 

a의 값의 범위는 0<a< 1
2 이다. (참)

그러므로 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

이차함수 f(x)가 x=a에서 극댓값 0을 가지므로 f(x)

의 최고차항의 계수를 k라 하면

k<0이고 f(x)=k(x-a)2

ex f(x)=g(x)라 하면 g(x)=kex(x-a)2에서

g'(x)‌�=kex(x-a)2+kex_2(x-a)	  

=kex(x-a)(x-a+2)

g'(x)=0에서 x=a-2 또는 x=a

함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y a-2 y a y

g '(x) - 0 + 0 -

g(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

함수 g(x)=ex f(x)는 x=a-2에서 극솟값을 가지므로

a=a-2
f(x)
x =h(x)라 하면 h(x)=

k(x-a)2

x `(x+0)에서

h'(x)‌�=
2k(x-a)_x-k(x-a)2

x2 	  

=
k(x-a)(x+a)

x2

h'(x)=0에서 x=-a 또는 x=a

함수 h(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

09 
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Ⅱ. 미분법 | 097

= 8t4-4at3+4at-8
t3 	  

=
4(t-1)(t+1)(2t2-at+2)

t3

f '(t)=0에서 t=1 또는 2t2-at+2=0 (∵ t>0)

이때, g(t)=2t2-at+2라 하면 함수 f(t)의 극값의 개

수가 1이 되려면 이차방정식 g(t)=0이 중근을 갖거나 1

과 1이 아닌 양수를 실근으로 갖거나 t>0에서 실근을 갖

지 않아야 한다.

Ú	이차방정식 g(t)=0이 중근을 갖는 경우

	 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면 D=0에서

	 a2-4_2_2=0, a2=16

	 ∴ a=-4 또는 a=4

Û	‌�이차방정식 g(t)=0이 1과 1이 아닌 양수를 실근으

로 갖는 경우

	 g(1)=0이어야 하므로 2-a+2=0

	 ∴ a=4

	‌� g(t)=2t2-4t+2=2(t-1)2이므로 함수 g(t)는 중

근을 갖는다.

Ü	‌�이차방정식 g(t)=0이 t>0에서 실근을 갖지 않는 

경우

	‌� 이차함수 y=g(t)의 그래프가 

오른쪽 그림의 ㉠ 또는 ㉡과 

같아야 한다.

	 ㉠：‌�이차함수 y=g(t)의 그래

프의 축이 y축의 왼쪽에 위치하면 되고, 이 이차함

수의 그래프의 축의 방정식은 t= a
4 이므로	  

a
4 <0에서 a<0

	 ㉡：‌�이차방정식 g(t)=0이 허근을 가지면 되므로 	

D<0에서 a2-16<0	  

(a+4)(a-4)<0    ∴ -4<a<4

	‌� ㉠, ㉡에서 이차방정식 g(t)=0이 t>0에서 실근을 갖

지 않기 위한 a의 값의 범위는 a<4이다.

Ú, Û, Ü에서 구하는 실수 a의 값의 범위는

aÉ4� 답 ⑤

ㄱ.	‌�실수 전체의 집합에서 미분가능한 함수 f(x)가	 

f(0)=0이고 x+0에서 f(x)>0이므로 x=0에서 

극솟값을 갖는다.

	‌� 즉, f '(0)=0이므로 함수 y= f(x)의 그래프 위의 

점 (0, 0)에서의 접선의 기울기는 0이다.

	 이때, p(x)=(g½ f)(x)=g( f(x))라 하면

	 p'(x)=g'( f(x)) f '(x)이므로

	 p'(0)=g'( f(0)) f '(0)=g'(0)_0=0

	‌� 즉, 함수 y=p(x)의 그래프 위의 점 (0, 4)에서의 접

선의 기울기는 0이다.

㉠ ㉡

12 

	‌� 따라서 두 곡선 y= f(x)와 y=p(x), 즉 y= f(x)와 

y=(g½ f)(x)는 x=0에서의 접선의 기울기가 같

다. (참)

ㄴ.	g(x)=(x2+3x+4)e-x에서

	 g'(x)‌�=(2x+3)e-x-(x2+3x+4)e-x	  

=-(x2+x+1)e-x

	 이므로

	 p'(x)‌�=g'( f(x)) f '(x)	  

=- f '(x)[{ f(x)}2+ f(x)+1]e- f(x)

	‌� 이때, { f(x)}2+ f(x)+1>0, e- f(x)>0이고, 함수 

f(x)가 감소하는 구간에서 f '(x)<0이므로 같은 구

간에서 p'(x)>0이다.

	‌� 따라서 함수 f(x)가 감소하는 구간에서 함수 p(x), 

즉 (g½ f)(x)는 증가한다. (참)

ㄷ.	h(x)=(g½ f)(x)- f(x)=p(x)- f(x)라 하면

	 h'(x)

	 =p'(x)- f '(x)

	 =- f '(x)[{ f(x)}2+ f(x)+1]e- f(x)- f '(x)

� yy㉠

	 이때, ㄱ에서

	 f '(0)=p'(0)=0이므로 h'(0)=0

	‌� 또한, ㄱ에서 함수 f(x)가 x=0에서 극솟값을 가지

므로 x=0의 좌우에서 f '(x)의 부호가 음에서 양으

로 바뀌고, ㉠에서

	‌� [{ f(x)} Û`+ f(x)+1]e- f(x)+1>0이므로 x=0의 

좌우에서 h'(x)의 부호가 양에서 음으로 바뀐다.

	‌� 따라서 함수 h(x), 즉 (g½ f)(x)- f(x)는 x=0

에서 극댓값을 갖는다. (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

해결단계

➊ 단계

조건 ㈏와 함수 f(|x|)는 x=0에서만 미분가능하지 않을 

수 있음을 이용하여 함수 |f(x)|가 x=0에서 미분가능하

지 않음을 파악한다.

➋ 단계
함수 f(x)의 그래프의 개형을 그리고, 극솟값이 -27이 

되도록 하는 함수 f(x)를 구한다.

➌ 단계
함수 h(x)의 극댓값 M과 극솟값 m을 각각 구한 후,

- Mm
16 의 값을 구한다.

조건 ㈏에서 함수 g(x)가 실수 전체의 집합에서 미분가

능하므로

함수 f(|x|)가 x=p에서 미분가능하면 함수 |f(x)|도 

x=p에서 미분가능하고, 함수 f(|x|)가 x=p에서 미

분가능하지 않으면 함수 |f(x)|도 x=p에서 미분가능

하지 않다.� ……㉠

조건 ㈎에서 최고차항의 계수가 1인 사차함수 f(x)의 극

솟값이 -27<0이고, 오직 한 점에서만 극값을 가지므로 

함수 y= f(x)의 그래프는 x축과 서로 다른 두 점에서 

만나야 한다. 이 두 점의 x좌표를 a, b (a<b)라 하면 방

정식 f(x)=0은 두 실근 a, b를 갖는다.

13 
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그런데 f '(a)=0이고, f '(b)=0이면 사차함수 f(x)의 

극값이 3개가 되어 극솟값이 2개 존재하게 되므로 모순이

다. 즉, f '(a)+0 또는 f '(b)+0이고, 함수 |f(x)|는 

이 점에서 미분가능하지 않다. (∵ 첨삭 ⑵)

즉, 함수 |f(x)|가 미분가능하지 않는 점이 존재하고, ㉠

에 의하여 함수 f(|x|)도 이 점에서 미분가능하지 않다.

그런데 사차함수 f(x)는 실수 전체의 집합에서 미분가능

하므로 함수 f(|x|)가 미분가능하지 않으면 그 점의 x

좌표는 0이어야 한다. 즉, 두 함수 f(|x|), |f(x)| 모

두 x=0에서만 미분가능하지 않다.

∴ f(0)=0, f '(0)+0 (∵ 첨삭 ⑵)� ……㉡

b=0이라 하면 방정식 f(x)=0의 0이 아닌 다른 한 실

근은 a이고 함수 |f(x)|는 x=a에서 미분가능하므로 

x=a에서 중근을 가져야 한다. (∵ 첨삭 ⑴의 Û)

또한, ㉡에서 x=0은 방정식 f(x)=0의 중근이 아니므로

f(x)=x(x-a)Ü`

  

이때, 함수 g(x)는 x=0에서 미분가능해야 하므로

g'(0)의 값이 존재해야 한다.

Ú	a>0일 때,

	 lim
x`Ú 0-

g(x)-g(0)
x-0

	 = lim
x`Ú 0-

f(|x|)+|f(x)|
x

	 = lim
x`Ú 0-

f(-x)+ f(x)
x

	 = lim
x`Ú 0-

[- f(-x)- f(0)
-x +

f(x)- f(0)
x

=0

]

	 =- f '(0)+ f '(0)=0

	 lim
x`Ú 0+

g(x)-g(0)
x-0 ‌�= lim

x`Ú 0+

f(|x|)+|f(x)|
x 	 

= lim
x`Ú 0+

f(x)- f(x)
x =0

	‌� 즉, lim
x`Ú 0-

g(x)
x = lim

x`Ú 0+

g(x)
x 이므로 g'(0)의 값이 

존재한다.

Û	a<0일 때,

		 lim
x`Ú 0-

g(x)-g(0)
x-0

	 = lim
x`Ú 0-

f(|x|)+|f(x)|
x

	 = lim
x`Ú 0-

f(-x)- f(x)
x

	 = lim
x`Ú 0-

[- f(-x)- f(0)
-x -

f(x)- f(0)
x

=0

]

	 =- f '(0)- f '(0)=-2 f '(0)

		 lim
x`Ú 0+

g(x)-g(0)
x-0 ‌�= lim

x`Ú 0+

f(|x|)+|f(x)|
x 	 

= lim
x`Ú 0+

f(x)+ f(x)
x 	  

=2 lim
x`Ú 0+

f(x)
x 	  

=2 lim
x`Ú 0+

f(x)- f(0)
x =2 f '(0)

	 이때, lim
x`Ú 0-

g(x)
x = lim

x`Ú 0+

g(x)
x 이려면

	 -2 f '(0)=2 f '(0)에서 f '(0)=0이어야 한다.

	 그러나 f '(0)+0이므로 ㉡에 모순이다.

Ú, Û에서 f(x)=x(x-a)3 (a>0)

f '(x)‌�=(x-a)3+x_3(x-a)2	  

=(x-a)2(4x-a)

f '(x)=0에서 x=a 또는 x= a
4

함수 f(x)는 x= a
4 에서 극솟값 f{ a

4 }=- 27
256 a4을 가

지므로 조건 ㈎에서

- 27
256 a4=-27, a4=256

∴ a=4 (∵ a>0)

즉, f(x)=x(x-4)3, f '(x)=4(x-4)2(x-1)이므로

h(x)= f(x)ex에서�

h'(x)‌�= f '(x)ex+ f(x)ex	  

=4(x-4)2(x-1)ex+x(x-4)3ex	  

=(x+2)(x-2)(x-4)2ex

h'(x)=0에서 x=-2 또는 x=2 또는 x=4

함수 h(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -2 y 2 y 4 y

h'(x) + 0 - 0 + 0 +

h(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗ ↗

함수 h(x)는 x=-2에서 극댓값

h(-2)=
f(-2)

e2 = 432
e2 , x=2에서 극솟값

h(2)= f(2)eÛ`=-16e2을 가지므로

M= 432
e2 , m=-16e2

∴ - Mm
16 =- 1

16 _ 432
e2 _(-16e2)=432� 답 432

(첨삭)

실수 전체의 집합에서 미분가능한 함수 f(x)에 대하여 함수 |f(x)|가

⑴ x=p에서 미분가능하면

Ú f(p)>0 또는 f(p)<0이거나

Û ‌�f(p)=0이면 f '(p)=0이어야 한다.	  

즉, f(p)=0이면 함수 f(x)는 x=p에서 중근을 가져야 한다.

⑵ x=p에서 미분가능하지 않으면 f(p)=0, f '(p)+0

0<a<b<c< p2 인 세 실수 a, b, c에 대하여

f(b)- f(a)
b-a >

f(c)- f(b)
c-b 를 만족시키려면 곡선

y= f(x)가 구간 {0, p2 }에서 위로 볼록해야 하므로 구

간 {0, p2 }에서 f "(x)<0이어야 한다.
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ㄱ.	f(x)=-x3-3x+2에서 f '(x)=-3x2-3

	 ∴ f "(x)=-6x

	‌� 구간 {0, p2 }에서 f "(x)<0이므로 이 구간에서 곡

선 y= f(x)는 위로 볼록하다.

ㄴ. f(x)=x+ 4
x 에서 f '(x)=1- 4

x2

	 ∴ f "(x)= 8
x3

	‌� 구간 {0, p2 }에서 f "(x)>0이므로 이 구간에서 곡

선 y= f(x)는 아래로 볼록하다.

ㄷ.	f(x)=x+cos`x에서 f '(x)=1-sin`x

	 ∴ f "(x)=-cos`x

	‌� 구간 {0, p2 }에서 f "(x)<0이므로 이 구간에서 곡

선 y= f(x)는 위로 볼록하다.

따라서 조건을 만족시키는 함수 f(x)는 ㄱ, ㄷ이다.

� 답 ③

x<y인 임의의 두 실수 x, y에 대하여

f(x)+ f(y)
2 > f{ x+y

2 }

이려면 함수 y= f(x)의 그래프는 아래로 볼록해야 하므

로 f "(x)¾0이어야 한다.

f(x)=e
1

x-2 에서

f '(x)=e
1

x-2_{ 1
x-2 }

'=- 1
(x-2)2  e

1
x-2

f "(x)

= 2
(x-2)3  e

1
x-2- 1

(x-2)2  e
1

x-2_[- 1
(x-2)2 ]

=[ 2
(x-2)3 + 1

(x-2)4 ]e
1

x-2

= 2x-3
(x-2)4 e

1
x-2

2x-3
(x-2)4  e

1
x-2¾0이어야 하므로

2x-3¾0 {∵ e
1

x-2>0, (x-2)Ý`>0}

2x¾3    ∴ 
3
2Éx<2 (∵ x<2)

따라서 함수 y= f(x)의 그래프는 
3
2Éx<2에서 아래로 

볼록하므로 b-a의 최댓값은 b=2, a= 3
2 일 때이다.

즉, b-a의 최댓값은 2- 3
2 = 1

2 � 답 
1
2

ㄱ.	‌�조건 ㈎의 f(x)= f(-x)의 양변을 x에 대하여 미

분하면 f '(x)=- f '(-x)

	 위의 식에 x=0을 대입하면

	 f '(0)=- f '(0), 2 f '(0)=0

15 

16 

	 ∴ f '(0)=0

	 g(x)=ef(x)에서 g'(x)= f '(x)ef(x)

	 ∴ g'(0)=ef(0)_ f '(0)=0 (참)

ㄴ.	‌�h(x)= f '(x)라 하면 h'(x)= f "(x)이므로 조건 ㈏

에 의하여 h'(0)=0이고 x+0이면 h'(x)>0

	 또한, ㄱ에서 f '(0)=0이므로 h(0)=0

	‌� 즉, 함수 y=h(x)의 그래프는 원점을 지나고 실수 

전체의 집합에서 증가하므로

	 x<0에서 h(x)<0, x>0에서 h(x)>0이다.

	‌� 따라서 x=0의 좌우에서 함수 f '(x)의 부호가 음에

서 양으로 바뀌므로 함수 f(x)는 x=0에서 극값을 

갖는다. (참)

ㄷ.	ㄱ에서 g'(x)= f '(x)ef(x)이므로

	 g "(x)‌�= f "(x)ef(x)+ f '(x)ef(x)_ f '(x)	  

=ef(x)[ f "(x)+{ f '(x)}2]

	 g "(0)‌�=ef(0)[ f "(0)+{ f '(0)}2]	  

=ef(0)_(0+02)=0

� (∵ ㈏에서 f "(0)=0, ㄱ에서 f '(0)=0)

	‌� 그런데 x+0에서 f "(x)>0 (∵ 조건 ㈏)이고,

	 { f '(x)}2>0이므로 x+0에서 g "(x)>0

	‌� 따라서 x=0의 좌우에서 g "(x)의 부호가 바뀌지 않

으므로 점 (0, g(0))은 곡선 y=g(x)의 변곡점이

	 아니다. (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

ㄱ.	f(x)=xn`ln`x에서

	 f '(x)‌�=nxn-1`ln`x+xn_ 1
x 	  

=xn-1(n`ln`x+1)

	 ∴ f '(1)=1_(n`ln`1+1)=1 (참)

ㄴ.	ㄱ에서 f '(x)=xn-1(n`ln`x+1)이므로

	 f '(x)=0에서 n`ln`x+1=0`(∵ x>0)

	 ln`x=- 1
n     ∴ x=e-;n!;

	‌� 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 

	 같다.

	

x (0) y e-;n!; y

f '(x) - 0 +

f(x) ↘ 극소 ↗

	 함수 f(x)는 x=e-;n!;에서 극솟값

	 f{e-;n!;}={e-;n!;}
n

`ln`e-;n!;=- 1
en  을 가지므로

	 g(n)=- 1
en

	 g(n)<- 1
10 에서 - 1

en <- 1
10 , 

1
en > 1

10

	 en<10    ∴ n< 10
e =3.___

	‌� 즉, 조건을 만족시키는 2 이상의 자연수 n은 2, 3의

	 2개이다. (거짓)

17 
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ㄷ.	f '(x)=xn-1(n`ln`x+1)에서

	 f "(x)‌�=(n-1)xn-2(n`ln`x+1)+xn-1_ n
x 	 

=xn-2{n(n-1)`ln`x+2n-1}

	 f"(x)=0에서 n(n-1)ln`x+2n-1=0`(∵ x>0)

	 ln`x= 1-2n
n(n-1)

    ∴ x=e
1-2n

n(n-1)

	‌� x=e
1-2n

n(n-1)의 좌우에서 f "(x)의 부호가 음에서 양으

로 바뀌므로

	 an=e
1-2n

n(n-1)=e- 2n-1
n(n-1)=e-{ 1

n-1 + 1
n }

	 ∴ 
an

an+1
‌�=

e-{ 1
n-1 + 1

n }

e-{ 1
n + 1

n+1 }
=e

1
n+1 - 1

n-1 	  

=e
-2

nÛ`-1<1 {∵ - 2
nÛ`-1

<0}

	 ∴ an<an+1 (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

f(x)=12- 12x2

x2+2x+3
에서

f '(x)‌�=-
24x(x2+2x+3)-12x2(2x+2)

(x2+2x+3)2 	  

=- 24x2+72x
(x2+2x+3)2 =-

24x(x+3)
(x2+2x+3)2

f '(x)=0에서 x=-3 또는 x=0

함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -3 y 0 y

f '(x) - 0 + 0 -

f(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

함수 f(x)는 x=-3에서 극솟값 f(-3)=-6, x=0

에서 극댓값 f(0)=12를 갖는다.

또한, lim
x`Ú -¦

f(x)=lim
x`Ú ¦

f(x)=0이므로 함수 y= f(x)

의 그래프를 이용하여 함수 y=|f(x)|의 그래프를 그리

면 다음 그림과 같다.

함수 y=|f(x)|의 그래프와 직선 y=t의 교점의 개수가 

g(t)이므로

g(t)=

(
|
|
{
|
|
9

`

0 (t<0)

1 (t=0)

4 (0<t<6)

3 (t=6)

2 (6<t<12)

1 (t=12)

0 (t>12)

18 

함수 g(t)는 t=0, 6, 12에서 불연속이므로

n=3, t1=0, t2=6, t3=12

∴ n+t1+t2+t3=3+0+6+12=21� 답 21

g(x)=- x
x2+1

라 하면

g'(x)‌�=- x2+1-x_2x
(x2+1)2 	  

= x2-1
(x2+1)2 =

(x+1)(x-1)
(x2+1)2

g'(x)=0에서 x=-1 또는 x=1

함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -1 y 1 y

g '(x) + 0 - 0 +

g(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

함수 g(x)는 x=-1에서 극댓값 g(-1)= 1
2 , x=1에

서 극솟값 g(1)=- 1
2  을 갖고,

lim
x`Ú -¦

g(x)=lim
x`Ú ¦

g(x)=0이다.

이때, f(x)=g(x-1)+ 1
2 이므로 함수 y= f(x)의 그

래프는 함수 y=g(x)의 그래프를 x축의 방향으로 1만

큼, y축의 방향으로 
1
2 만큼 평행이동한 것과 같고 그 그

래프는 다음 그림과 같다.

f(a)=af '(b)에서 
f(a)
a = f '(b)`(∵ a>0)� yy㉠

f(a)
a 는 원점과 점 (a, f(a))를 지나는 직선의 기울기

이고 f '(b)는 점 (b, f(b))에서의 접선의 기울기이다.

x>0에서 f(x)¾0이므로 
f(a)
a ¾0

즉, ㉠에서 f '(b)¾0이어야 하므로 양수 b의 최솟값은 2

이다.

∴ m=2

∴ 10 f{ 1
m }‌�=10 f{ 1

2 }	  

=10_

(
{
9

1- 1
2

{ 1
2 -1}

2
+1

+ 1
2

)
}
0
	  

=10_{ 2
5 + 1

2 }	  

=4+5=9� 답 ③

19 
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y‌�=
ax3-2ax2+(2a+2)x-2

x2-2x+2
	  

=
ax(xÛ`-2x+2)+2x-2

x2-2x+2
	  

=ax+ 2x-2
x2-2x+2

이므로

y'‌�=a+
2(x2-2x+2)-(2x-2)2

(x2-2x+2)2 	  

=a- 2x2-4x
(x2-2x+2)2

주어진 함수가 극값을 가지려면 방정식

a- 2x2-4x
(x2-2x+2)2 =0, 즉 a= 2x2-4x

(x2-2x+2)2 가 중근이 

아닌 실근을 가져야 한다.    yy㉠

f(x)= 2x2-4x
(x2-2x+2)2 라 하면

f '(x)

=
(4x-4)(x2-2x+2)2

(x2-2x+2)4

� -
(2x2-4x)_2(x2-2x+2)(2x-2)

(x2-2x+2)4

=
(4x-4)(x2-2x+2)-(2x2-4x)(4x-4)

(x2-2x+2)3

=
-4(x-1)(x2-2x-2)

(x2-2x+2)3

f '(x)=0에서 x=1 또는 x2-2x-2=0

∴ x=1-'3 또는 x=1 또는 x=1+'3
함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y 1-'3 y 1 y 1+'3 y

f '(x) + 0 - 0 + 0 -

f(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

함수 f(x)는 x=1-'3, x=1+'3에서 극댓값

f(1-'3)= f(1+'3)= 1
4 ,

x=1에서 극솟값 f(1)=-2를 갖고,

lim
x`Ú -¦

f(x)=lim
x`Ú ¦

f(x)=0이므로 함수 y=f(x)의 그래

프는 다음 그림과 같다.

㉠을 만족시키려면 곡선 y= f(x)와 직선 y=a가 접하지 

않으면서 만나야 하므로

-2<a< 1
4

따라서 정수 a는 -1, 0의 2개이다.� 답 2

20 두 점 A, B에서의 각각의 접선 및 x축으로 둘러싸인 도

형이 정삼각형이므로 두 접선의 기울기는 '3 또는 -'3
이어야 한다.

점 A에서의 접선의 기울기를 '3, 점 B에서의 접선의 기

울기를 -'3이라 하자.

이때, 이것을 만족시키는 두 점 A, B가 오직 하나씩만 존

재해야 하므로 두 점 A, B의 x좌표를 각각 a, b라 하면 

f '(a)='3, f '(b)=-'3을 만족시키는 a, b는 각각 하

나뿐이어야 한다.   yy㉠

f(x)=kxe2x-1에서

f '(x)‌�=ke2x-1+kxe2x-1_2	  

=k(2x+1)e2x-1

f '(x)=0에서 x=- 1
2  (∵ e2x-1>0)

f "(x)‌�=2ke2x-1+k(2x+1)e2x-1_2	  

=4k(x+1)e2x-1

f "(x)=0에서 x=-1 (∵ e2x-1>0)

함수 f '(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -1 y - 1
2 y

f "(x) - 0 + +

f '(x) ↘ 극소 ↗ 0 ↗

함수 f '(x)는 x=-1에서 극솟값 f '(-1)=- k
e3  를 갖

고, lim
x`Ú -¦

f '(x)=0이므로 함수 y=f '(x)의 그래프는 다

음 그림과 같다.

㉠에서 함수 y= f '(x)의 그래프와 두 직선 y='3,
y=-'3은 각각 한 점에서 만나야 하므로 위의 그림에서 

함수 f '(x)의 극솟값이 -'3이어야 한다.

즉, -'3=- k
e3 에서 k='3 e3� 답 '3 e3

f(x)= ln`x2

x2 에서

f '(x)=

2x
x2 _x2-ln`x2_2x

x4 =
2(1-ln`x2)

xÜ`
f '(x)=0에서 2(1-ln`x2)=0`(∵ x+0)

ln`x2=1, x2=e

∴ x=-'e 또는 x='e
함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -'e y (0) y 'e y

f '(x) + 0 - + 0 -

f(x) ↗ 극대 ↘ ↗ 극대 ↘

함수 f(x)는 x=Ñ'e에서 극댓값 f(Ñ'e )= 1
e  을 갖

21 
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는다.

이때, f(-x)= f(x)가 성립하므로 lim
x`Ú ¦

f(x)=0이면

lim
x`Ú -¦

f(x)=0이고, lim
x`Ú 0-

f(x)= lim
x`Ú 0+

f(x)=-¦이므

로 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

함수 |f(x)-t|의 미분가능하지 않은 점의 개수가 g(t)
이므로 함수 g(t)는 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 

y=t의 교점 중에서 접하지 않는 것의 개수이다.

∴ g(t)=

(
\
{
\
9

`

2 (tÉ0)

4 {0<t< 1
e }

0 {t¾ 1
e }

함수 g(t)가 t=0, t= 1
e 에서 미분가능하지 않으므로 삼

차함수 h(x)에 대하여 합성함수 (h½g)(t)가 실수 전

체의 집합에서 연속이려면 t=0, t= 1
e 에서 연속이어야 

한다.

lim
t`Ú 0-

(h½g)(t)=lim
t`Ú 0+

(h½g)(t)=(h½g)(0)에서

lim
t`Ú 0-

h(g(t))=lim
t`Ú 0+

h(g(t))=h(g(0))

t`Ú 0-일 때 g(t)=2, t`Ú 0+일 때 g(t)=4이므로

h(2)=h(4)    yy㉠

lim
t`Ú ;e!;-

(h½g)(t)= lim
t`Ú ;e!;+

(h½g)(t)=(h½g){ 1
e }에서

lim
t`Ú ;e!;-

h(g(t))= lim
t`Ú ;e!;+

h(g(t))=h{g{ 1
e }}

t`Ú 1e -일 때 g(t)=4, t`Ú 1e +일 때 g(t)=0이므로

h(4)=h(0)    yy㉡

즉, ㉠, ㉡에서 h(0)=h(4)=h(2)이고, h(x)는 최고차

항의 계수가 1인 삼차함수이므로

h(x)=x(x-2)(x-4)+a (a는 상수)

라 할 수 있다.

∴ h(5)-h(3)=(15+a)-(-3+a)=18� 답 18

a=-1이면 0Éx<2에서 f(x)=
(x+1)2

x+1 =x+1이

므로 함수 f(x)는 극댓값을 갖지 않는다.

그런데 함수 f(x)가 x=0에서 극댓값을 가지므로 모순

이다. 즉, a+-1이다.

f(x)=
(x-a)2

x+1 에서

f '(x)‌�=
2(x-a)(x+1)-(x-a)2

(x+1)2 	  

=
(x-a)(x+2+a)

(x+1)2

23 

f '(x)=0에서 x=a 또는 x=-a-2

Ú	a<-a-2, 즉 a<-1일 때,

	‌� x=-a-2의 좌우에서 f '(x)의 부호가 음에서 양으

로 바뀌므로 함수 f(x)는 x=-a-2에서 극솟값을 

갖는다.

	 또한, lim
x`Ú 0+

f '(x)<0, lim
x`Ú 2-

f '(x)>0이고 함수 

	 f(x)는 주기가 2이므로 lim
x`Ú 0-

f '(x)>0

	 즉, 함수 f(x)는 x=0에서 극댓값을 갖는다.

	 따라서 0<-a-2<2에서 2<-a<4

	 ∴ -4<a<-2

	 그런데 a는 정수이므로 a=-3

Û	a>-a-2, 즉 a>-1일 때,

	‌� x=a의 좌우에서 f '(x)의 부호가 음에서 양으로 바

뀌므로 함수 f(x)는 x=a에서 극솟값을 갖는다.

	 또한, Ú과 마찬가지로 lim
x`Ú 0+

f '(x)<0,

	 lim
x`Ú 0-

f '(x)>0이므로 함수 f(x)는 x=0에서 극댓값

	 을 갖는다.

	 따라서 0<a<2이고, a는 정수이므로

	 a=1

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 정수 a의 값은

-3 또는 1이므로 그 곱은

-3_1=-3� 답 ①

a=-3과 a=1일 때 함수 y= f(x)의 그래프를 각각 그려 보면 다

음의 [그림 1], [그림 2]와 같고 모두 x=0에서 극댓값을 갖는다.

[그림 1] [그림 2]

blacklabel 특강 참고

f(x)= kx
x2+4

에서

f '(x)=
k(x2+4)-kx_2x

(x2+4)2 =
-k(x2-4)
(x2+4)2

f "(x)‌�=
-2kx(x2+4)2+k(x2-4)_2(x2+4)_2x

(x2+4)4 	

=
-2kx(x2+4)+4kx(x2-4)

(x2+4)3 	  

=
2kx(x2-12)

(x2+4)3

f "(x)=0에서 x=-2'3 또는 x=0 또는 x=2'3
함수 f '(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -2'3 y 0 y 2'3 y

f "(x) - 0 + 0 - 0 +

f '(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

24 
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함수 f '(x)는 x=Ñ2'3에서 극솟값 f '(Ñ2'3)=- k
32 , 

x=0에서 극댓값 f '(0)= k
4  를 갖는다.

또한, lim
x`Ú -¦

f '(x)=lim
x`Ú ¦

f '(x)=0이므로 함수

y= f '(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

따라서 함수 f '(x)의 최댓값은 f '(0)= k
4 , 최솟값은

f '(Ñ2'3)=- k
32 이고 그 곱이 -8이므로

k
4 _{- k

32 }=-8에서 k2=322

∴ k=32 (∵ k>0)� 답 32

f(x)=e3x-6e2x+11ex-6에서

f '(x)=3e3x-12e2x+11ex

ex=t로 놓으면 0ÉxÉln`3에서 1ÉtÉ3이고 x=ln`t이

므로

f(ln`t)=tÜ`-6tÛ`+11t-6

f '(ln`t)=3tÜ`-12tÛ`+11t

g(x)=|f(x)|+ 1
3 |f '(x)-2ex|이므로

g(ln`t)=G(t)`(1ÉtÉ3)라 하면

G(t)‌�=|f(ln`t)|+ 1
3 |f '(ln`t)-2t|	  

=|t3-6t2+11t-6|+ 1
3 |3t3-12t2+11t-2t|	

=|t3-6t2+11t-6|+ 1
3 |3t3-12t2+9t|	

=|(t-1)(t-2)(t-3)|+|t(t-1)(t-3)|

Ú	1Ét<2일 때,

	 G(t)‌�=(t-1)(t-2)(t-3)-t(t-1)(t-3)	 

=t3-6t2+11t-6-t3+4t2-3t	  

=-2t2+8t-6

	 G'(t)‌�=-4t+8	  

=-4(t-2)

	 1Ét<2에서 G'(t)>0

Û	2ÉtÉ3일 때,

	 G(t)‌�=-(t-1)(t-2)(t-3)-t(t-1)(t-3)	

=-t3+6t2-11t+6-t3+4t2-3t	  

=-2t3+10t2-14t+6

	 G'(t)‌�=-6t2+20t-14	  

=-2(t-1)(3t-7)

	 G'(t)=0에서 t= 7
3  (∵ 2ÉtÉ3)

25 

Ú, Û에서 함수 G(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 

다음과 같다.

t 1 y 2 y 7
3 y 3

G'(t) + + 0 -

G(t) 0 ↗ 2 ↗
64
27 ↘ 0

함수 G(t)는 t=7
3에서 최댓값 

64
27 , t=1 또는 t=3에서 

최솟값 0을 가지므로 함수 g(x)의 최댓값과 최솟값의 합은

64
27 +0= 64

27 � 답 ③

f(x)=x+"Ã4-x2`(-2<x<2)에서

f '(x)=1+ -x
"Ã4-x2 =

"Ã4-x2-x
"Ã4-x2

ㄱ.	f '(x)=0에서 "Ã4-x2-x=0

	 "Ã4-x2=x`(x¾0)`(∵ "Ã4-x2¾0)

	 4-x2=x2, 2x2=4    ∴ x='2`(∵ x¾0)

	‌� 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 

같다.

	

x (-2) y '2 y (2)

f '(x) + 0 -

f(x) ↗ 극대 ↘

	 즉, 함수 f(x)는 x='2에서 극값을 갖는다. (거짓)

ㄴ.	‌�ㄱ에서 함수 f(x)는 x='2에서 극대이면서 최대이

고 최댓값은 f('2)='2+'2=2'2이다. (참)

ㄷ.	f '(x)=1- x
"Ã4-x2 에서

	 f "(x)=-
"Ã4-x2-x_ -x

"Ã4-x2

4-x2

	 =- 4-x2+x2

(4-x2)"Ã4-x2 =- 4
(4-x2);2#;

	‌� -2<x<2에서 f "(x)<0이므로 곡선 y= f(x)는 

이 구간에서 위로 볼록하다.

	 따라서 곡선 y= f(x)는 변곡점을 갖지 않는다. (참)

그러므로 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

g(x)=e3`sin`x+2에서

-1Ésin`xÉ1이므로 -3É3`sin`xÉ3

-1É3`sin`x+2É5

(밑)=e>1이므로 e-1Ée3`sin`x+2ÉeÞ`

∴ 
1
eÉg(x)ÉeÞ`

이때, g(x)=t로 놓으면 
1
eÉtÉe5이고,

26 

27 
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( f½g)(x)= f(g(x))= f(t)

f(t)=t`ln`'t-t= 1
2 t`ln`t-t에서

f '(t)‌�= 1
2 `ln`t+ 1

2 t_ 1
t -1	  

= 1
2 `ln`t- 1

2

f '(t)=0에서 
1
2 `ln`t- 1

2 =0

ln`t=1    ∴ t=e

1
eÉtÉe5에서 함수 f(t)의 증가와 감소를 표로 나타내

면 다음과 같다.

t 1
e y e y e5

f '(t) - 0 +

f(t) - 3
2e ↘ - 1

2 e ↗
3
2 e5

함수 f(t)는 t=e5에서 최댓값 
3
2 e5, t=e에서 최솟값

- 1
2 e를 가지므로 구하는 최댓값과 최솟값의 곱은

3
2 e5_{- 1

2 e}=- 3
4 e6

따라서 p=4, q=3, r=6이므로

p+q+r=4+3+6=13� 답 13

두 곡선 y= f(x), y=g(x)의 교점이 존재하면 함수 

h(x)의 최솟값이 0이어야 한다.

그런데 함수 h(x)는 x=1에서 최솟값 f(1)=e를 가지

므로 모순이다.

즉, 두 곡선 y= f(x), y=g(x)는 만나지 않고 모든 실

수 x에 대하여 f(x)>g(x)이어야 한다.

∴ h(x)=|f(x)-g(x)|= f(x)-g(x)

그런데 h(1)= f(1)이므로 f(1)-g(1)= f(1)

∴ g(1)=0

함수 g(x)는 최고차항의 계수가 -1인 이차함수이므로

g(x)=-(x-1)(x-a) (a는 상수)

라 하면

h(x)‌�=ex+(x-1)(x-a)	  

=ex+x2-(a+1)x+a

h'(x)=ex+2x-(a+1)

h'(x)=0에서

ex=-2x+a+1    yy㉠

이므로 이 방정식의 근을 x=a라 하고 

함수 h(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y a y

h'(x) - 0 +

h(x) ↘ 극소 ↗

함수 h(x)는 x=a에서 극소이면서 최소이므로 a=1

28 

즉, 방정식 ㉠의 근이 x=1이므로 이것을 ㉠에 대입하면

e=-2+a+1    ∴ a=e+1

따라서 g(x)=-(x-1)(x-e-1)이므로

g(e)=-(e-1)(e-e-1)=e-1� 답 ②

f(x)=k(x2+x)e-x에서

f '(x)‌�=k(2x+1)e-x-k(x2+x)e-x	  

=k(-x2+x+1)e-x

접점의 좌표를 (t, k(t2+t)e-t)이라 하면 접선의 기울기

는 f '(t)=k(-t2+t+1)e-t이므로 접선의 방정식은

y-k(t2+t)e-t=k(-t2+t+1)e-t(x-t)

∴ y=k(-t2+t+1)e-tx+kt3e-t

이 직선의 y절편을 g(t)라 하면

g(t)=kt3e-t

g'(t)=3kt2e-t-kt3e-t=ke-tt2(3-t)

g'(t)=0에서 t=0 또는 t=3 (∵ e-t>0)

함수 g(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

t y 0 y 3 y

g '(t) + 0 + 0 -

g(t) ↗ ↗ 극대 ↘

함수 g(t)는 t=3에서 극대이면서 최대이므로 최댓값은

g(3)= 27k
e3

이때, 함수 g(t)의 최댓값이 27이므로 
27k
e3 =27

∴ k=e3

따라서 f(x)=(x2+x)e-x+3이므로

f(2) f(4)=6e_20e-1=120� 답 120

곡선 y= f(x) 위의 점 {t, (2t+a)e-;a$;t}에서 x축과 y축

에 내린 수선의 발이 각각 A, B이므로

A(t, 0), B{0, (2t+a)e-;a$;t}

삼각형 OAB의 넓이를 g(t)라 하면

g(t)‌�= 1
2 t(2t+a)e-;a$;t {∵ t>0, (2t+a)e-;a$;t>0}	

={t2+ 1
2 at}e-;a$;t

g'(t)‌�={2t+ 1
2 a}e-;a$;t+{t2+ 1

2 at}e-;a$;t_{- 4
a }	

={- 4
a t2+ 1

2 a}e-;a$;t

g'(t)=0에서 - 4
a t2+ 1

2 a=0 {∵ e-;a$;t>0}

t2= a2

8     ∴ t= a
2'2

 (∵ t>0, a>0)

함수 g(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

t (0) y
a

2'2 y

g '(t) + 0 -

g(t) ↗ 극대 ↘

29 

30 
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함수 g(t)는 t= a
2'2

에서 극대이면서 최대이므로

a
2'2 =2'2    ∴ a=8� 답 8

점 P(t, cos`t)를 중심으로 하고 반지름의 길이가 f(t)

인 원이 직선 x+2y=0에 접하므로 점 P와 직선 

x+2y=0 사이의 거리가 f(t)이다. 즉,

f(t)=
|t+2`cos`t|
"Ã12+22 = 1

'5
|t+2`cos`t|   yy㉠

g(t)=t+2`cos`t라 하면 g'(t)=1-2`sin`t

g'(t)=0에서 1-2`sin`t=0

sin`t= 1
2     ∴ t= p6 , 

5
6 p, 

13
6 p, 

17
6 p, y (∵ t>0)

t>0에서 함수 g(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다

음과 같다.

t (0) y p
6 y 5

6 p y 13
6 p y

g '(t) + 0 - 0 + 0 -

g(t) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

함수 g(t)는 x= p6 에서 극댓값 g{ p6 }=
p
6 +'3,

x= 5
6 p에서 극솟값 g{ 56 p}=

5
6 p-'3,

x= 13
6 p에서 극댓값 g{ 136 p}=

13
6 p+'3, y을 갖는다.

㉠에서 f(t)= 1
'5

|g(t)|이므로 함수 y=g(t)의 그래

프를 이용하여 함수 y= f(t)의 그래프를 그리면 다음 그

림과 같다.

함수 f(t)는 t=5
6p에서 극소이면서 최소이므로 최솟값은

f{ 5
6 p}‌�=

1
'5
|g{ 5

6 p}| (∵ ㉠)	  

= 1
'5

_{ 5
6 p-'3}	  

=
5'5p-6'1�5

30 � 답 ④

BPÓ=a`m`(0<a<3)이므로 PCÓ=3-a(m)

∠APB=a, ∠DPC=b라 하면

tan`a= 5
a , tan`b= 2

3-a

이때, h=p-(a+b)이므로

31 

32 

tan`h‌�=tan`{p-(a+b)}=-tan`(a+b)	 	

=- tan`a+tan`b
1-tan`a `tan`b=-

5
a + 2

3-a

1- 5
a _ 2

3-a

	 	

= -3a+15
aÛ`-3a+10

f(a)= -3a+15
aÛ`-3a+10

`(0<a<3)라 하면

f '(a)‌�=
-3(aÛ`-3a+10)-(-3a+15)(2a-3)

(aÛ`-3a+10)Û`
	

= 3aÛ`-30a+15
(aÛ`-3a+10)Û`

=
3(aÛ`-10a+5)
(aÛ`-3a+10)Û`

f '(a)=0에서 aÛ`-10a+5=0 (∵ (aÛ`-3a+10)Û`+0)

∴ a=5-2'5 (∵ 0<a<3)

0<a<3에서 함수 f(a)의 증가와 감소를 표로 나타내면 

다음과 같다.

a (0) y 5-2'5 y (3)

f '(a) + 0 -

f(a) ↗ 극대 ↘

따라서 함수 f(a)는 a=5-2'5에서 극대이면서 최대이

므로 두 지점 B, P 사이의 거리는 (5-2'5)`m이다.

∴ a=5-2'5� 답 5-2'5
단계 채점 기준 배점

㈎
∠APB=a, ∠DPC=b라 하고 tan`a, tan`b를 a
를 이용하여 나타낸 경우

20%

㈏
h=p-(a+b)임을 이용하여 tan`h를 a를 이용하

여 나타낸 경우
30%

㈐
미분을 이용하여 tan`h의 값이 최대가 되는 a의 값

을 구한 경우
50%

위의 그림과 같이 색종이를 접었을 때 호 AP와 선분 AB

의 교점을 Q, 접힌 색종이를 다시 폈을 때 점 Q가 호 AB

위에 있게 되는 점을 Q'이라 하자.

색종이를 접었으므로 도형 AQP와 도형 AQ'P는 합동이다.

즉, S(h)는 도형 APQ'의 넓이와 같으므로 호 AP와 현 

AP로 둘러싸인 도형에서 호 AQ'과 현 AQ'으로 둘러싸

인 도형의 넓이를 뺀 것이다.

ABÓ=2에서 반원의 반지름의 길이는 1이고,

∠PAO=∠APO=h에서 ∠AOP=p-2h,
∠Q'AO=∠AQ'O=2h에서 ∠AOQ'=p-4h이므로

S(h)={(부채꼴 AOP의 넓이)-△AOP}

� -{(부채꼴 AOQ'의 넓이)-△AOQ'}

=[ 1
2 _1Û`_(p-2h)- 1

2 _1Û`_sin`(p-2h)]

� -[ 12 _1Û`_(p-4h)- 1
2 _1Û`_sin`(p-4h)]

= 1
2 `sin`4h- 1

2 `sin`2h+h

33 
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S'(h)‌�=2`cos`4h-cos`2h+1	  

=2(2`cos2`2h-1)-cos`2h+1	  

=4`cos2`2h-cos`2h-1

S'(h)=0에서 4`cos2`2h-cos`2h-1=0

cos`2h=x라 하면 이차방정식 4x2-x-1=0의 근은

x=
1Ñ'1�7

8 이므로

cos`2h= 1-'1�7
8  또는 cos`2h= 1+'1�7

8

그런데 0<h< p4 , 즉 0<2h< p2 에서

0<cos`2h<1이므로 cos`2h= 1+'1�7
8

0<h< p4 에서 cos`2h= 1+'1�7
8  을 만족시키는 h를 h0

이라 하면

h<h0일 때 S'(h)>0,

h>h0일 때 S'(h)<0

이므로 S(h)는 h=h0에서 극대이면서 최대이다.

따라서 a=h0이므로

cos`2a=cos`2h¼= 1+'1�7
8 � 답 ④

01 1189	 02 2'3	 03 148	 04 - 15
2 	 05 1	

06 ⑤

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 62

해결단계

➊ 단계
dx
dt , 

dy
dt  를 구한 후, 

dy
dx  를 구한다.

➋ 단계
dy
dx  를 이용하여 주어진 곡선이 극솟값을 갖는 t의 값을 구

한 후 an, bn을 각각 구한다.

➌ 단계

10
Á
n=1
[an

2+(bn-
p
3 }

2

]의 값을 구하여 p, q의 값을 각각 구

한 후, p+q의 값을 구한다.

x=-n`cos`nt, y=nt-sin`2nt에서

dx
dt =n2`sin`nt, dy

dt =n-2n`cos`2nt

dy
dx ‌�=

dy
dt
dx
dt

= n-2n`cos`2nt
n2`sin`nt

	 

= 1-2`cos`2nt
n`sin`nt

dy
dx =0에서 1-2`cos`2nt=0 (∵ n`sin`nt+0)

01 

cos`2nt= 1
2 , 2nt= p3  {∵ 0<t< p

2n 에서 0<2nt<p}

∴ t= p
6n

주어진 곡선은 t= p
6n 에서 

dy
dx =0이고, t= p

6n 의 좌우

에서 
dy
dx 의 부호가 음에서 양으로 바뀌므로 t= p

6n 에서 

극솟값을 갖는다.

∴ ‌�an=-n`cos`{n_ p
6n }=-n`cos` p6 =-

'3
2 n,	

bn‌�=n_ p
6n -sin`{2n_ p

6n }=
p
6 -sin` p3 	  

= p6 -
'3
2

∴ 
10
Á
n=1
[an

2+{bn-
p
6 }

2
]‌�=

10
Á
n=1
[{- '32 n}

2
+{- '32 }

2
]	

=
10
Á
n=1
{ 3

4 nÛ`+ 3
4 }	  

= 3
4 _ 10_11_21

6 + 3
4 _10	

= 1155
4 + 30

4 = 1185
4

따라서 p=4, q=1185이므로

p+q=4+1185=1189� 답 1189

해결단계

➊ 단계 ABÓ를 h를 이용하여 나타낸다.

➋ 단계 함수 f(h)를 구한 후, 함수 
1

f(h)
을 구한다.

➌ 단계
함수 

1
f(h)

이 최댓값을 갖는 h의 값 a를 구한 후, f(a)의 

값을 구한다.

다음 그림과 같이 점 B를 포함한 변의 양 끝 점을 D, E

라 하고 ABÓ=a라 하자.

종이를 접었으므로 ∠BAC=∠BAE=h
△ABE에서 BEÓ=a`sin`h
△ABC에서 BCÓ=a`sin`h, ACÓ=a`cos`h

∠ABE=∠ABC= p2 -h이므로

∠DBC=p-2_{ p2 -h}=2h

△BCD에서 BDÓ=BCÓ`cos`2h=a`sin`h`cos`2h
이때, DEÓ=3이므로 BDÓ+BEÓ=3

a`sin`h`cos`2h+a`sin`h=3

∴ a‌�= 3
sin`h(cos`2h+1)

	  

= 3
2`sinh`cos2`h

 (∵ cos`2h=2`cos2`h-1)

02 
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삼각형 ACB의 넓이가 f(h)이므로

f(h)‌�= 1
2 _a`sin`h_a`cos`h	  

= 1
2 `sin`h`cos`h_{ 3

2`sin`h`cos2`h }
2
	 

= 9
8`sin`h`cos3`h

즉, 
1

f(h) = 8
9 `sin`h`cos3`h이므로

[ 1
f(h) ]

'

= 8
9 {cos`h`cos3`h+sin`h_3`cos2`h_(-sin`h)}

= 8
9 (cos4`h-3`cos2`h`sin2`h)

= 8
9 {cosÝ``h-3`cosÛ``h(1-cosÛ``h)}

= 8
9 (4`cos4`h-3`cos2`h)

= 8
9 `cos2`h(4`cos2`h-3)

[ 1
f(h) ]

'=0에서 cosÛ``h=0 또는 4`cosÛ``h-3=0

∴ cos`h=-
'3
2  또는 cos`h=0 또는 cos`h= '32

그런데 0<h< p2 에서 0<cos`h<1이므로

cos`h= '32     ∴ h= p6

함수 
1

f(h)
의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

h (0) y p
6 y { p2 }

[ 1
f(h) ]

' + 0 -

1
f(h)

↗ 극대 ↘

따라서 함수 
1

f(h)
 은 h= p6 에서 극대이면서 최대이므로

a= p6

∴ f(a)= f{ p6 }

= 9

8`sin` p6 `cos3` p6
= 9

8_ 1
2 _{ '32 }

3

=2'3� 답 2'3

해결단계

➊ 단계 조건 ㈎, ㈏를 이용하여 a, b의 값을 각각 구한다.

➋ 단계 함수 g(t)를 구한 후, 불연속이 되는 t의 값을 구한다.

➌ 단계
n(t1+t2+y+tn)의 값을 구하여 p, q의 값을 각각 구한 

후, p2+q2의 값을 구한다.

f(x)=ax2+bx+ln`x에서

f '(x)=2ax+b+ 1
x

03 

f "(x)=2a- 1
x2

조건 ㈎에서 함수 f(x)가 x=1에서 극댓값을 가지므로

f '(1)=0에서 2a+b+1=0
조건 ㈏에 의하여 변곡점은 x=2일 때이므로

f "(2)=0에서 2a- 1
4 =0    ∴ a= 1

8

이것을 2a+b+1=0에 대입하면 b=- 5
4

∴ f(x)= 1
8 x2- 5

4 x+ln`x

f '(x)= 1
4 x- 5

4 + 1
x 이므로 f '(x)=0에서

x2-5x+4=0, (x-1)(x-4)=0
∴ x=1 또는 x=4
함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x (0) y 1 y 2 y 4 y

f '(x) + 0 - - 0 +

f "(x) - - 0 + +

f(x)  극대   극소 

함수 f(x)는 x=1에서 극댓값 f(1)=- 9
8 , 

x=4일 때 극솟값 f(4)=ln`4-3을 갖는다.

또한, 조건 ㈎에서 f(1)> f(6)이고, lim
x`Ú 0-

f(x)=-¦,

lim
x`Ú ¦

f(x)=¦이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 

그림과 같다.

점 (6, t)에서 곡선 y= f(x)에 그은 접선의 개수가 

g(t)이므로 다음과 같이 경우를 나눌 수 있다.

Ú	‌�점 (6, t)가 곡선 y= f(x) 

위에 있을 때,

	 t‌�= f(6)= 9
2 - 15

2 +ln`6	

=ln`6-3
	‌� 이때, 점 (6, t)에서 곡선

	 y= f(x)에 그을 수 있는 접선의 개수는 2이다.

Û	‌�점 (6, t)가 곡선

	‌� y= f(x)의 변곡점에서의 

접선 위에 있을 때,

	 f(2)‌�= 1
2 - 5

2 +ln`2	

=ln`2-2,

	 f '(2)= 1
2 - 5

4 + 1
2 =- 1

4

	 이므로 변곡점 (2, ln`2-2)에서의 접선의 방정식은

	 y-(ln`2-2)=- 1
4(x-2)

	 ∴ y=- 1
4 x- 3

2 +ln`2

본문 pp. 61~62
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A n s w e r

	 점 (6, t)가 이 직선 위에 있으므로

	 t‌�=- 3
2 - 3

2 +ln`2	  

=ln`2-3

	‌� 이때, 점 (6, t)에서 곡선 y= f(x)에 그을 수 있는 

접선의 개수는 2이다.

Ü	①	t<ln`2-3일 때,

		‌�  점 (6, t)에서 곡선 	

y= f(x)에 그을 수 

있는 접선의 개수는 오

른쪽 그림과 같이 1이다.

	 ②	‌�ln`2-3<t<ln`6-3일 때,

		‌�  점 (6, t)에서 곡선	

y= f(x)에 그을 수 

있는 접선의 개수는 오

른쪽 그림과 같이 3이

다.

	 ③	‌�t>ln`6-3일 때,

		‌�  점 (6, t)에서 곡선 	

y=f(x)에 그을 수 있는 

접선의 개수는 오른쪽 그

림과 같이 1이다.

Ú, Û, Ü에서

g(t)=

(
|
{
|
9

`

1 (t<ln`2-3)

2 (t=ln`2-3)

3 (ln`2-3<t<ln`6-3)

2 (t=ln`6-3)

1 (t>ln`6-3)

함수 g(t)가 불연속이 되는 t의 값은

t1=ln`2-3, t2=ln`6-3

이므로 n=2

n(t1+t2)‌�=2_{(ln`2-3)+(ln`6-3)}	

=2_(ln`12-6)	  

=-12+2`ln`12

이므로 p=-12, q=2

∴ p2+q2=(-12)2+22=148� 답 148

해결단계

➊ 단계
조건 ㈎, ㈏를 이용하여 함수 y=g(x)의 그래프의 개형을 

파악한다.

➋ 단계

곡선 y=g(x)와 직선 y=t가 서로 다른 두 점에서 만나도

록 하는 t의 값의 범위가 0<t<'e임을 이용하여 함수 

g(x)를 구한다.

➌ 단계
역함수의 미분법을 이용하여 h'(t)의 최댓값 k를 구한 후, 

f(k)의 값을 구한다.

조건 ㈎에 의하여 이차함수 y= f(x)의 그래프가 직선 

x=2에 대하여 대칭이므로

f(x)=a(x-2)2+b (a+0, a, b는 상수)

라 할 수 있고,

f '(x)=2a(x-2), f "(x)=2a

04 

이때, g(x)=e f(x)에서

g '(x)= f '(x)e f(x)

g "(x)‌�= f "(x)e f(x)+{ f '(x)}2e f(x)	  

=[ f "(x)+{ f '(x)}2]e f(x)	  

=[2a+{2a(x-2)}2]e f(x)

조건 ㈏에 의하여 g "(1)=0, g "(3)=0이므로 x에 대한 

이차방정식 2a+{2a(x-2)}2=0의 두 실근이 1, 3이다.

x=1을 대입하면 2a+4aÛ`=0

2a(2a+1)=0    ∴ a=- 1
2  (∵ a+0)

g '(x)=(2-x)e f(x)이므로 g '(x)=0에서 x=2

함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y 1 y 2 y 3 y

g '(x) + + 0 - -

g "(x) + 0 - - 0 +

g(x)   극대  

함수 g(x)는 x=2에서 극대이면서 최대이므로 최댓값

g(2)=eb을 갖고, lim
x`Ú -¦

g(x)=lim
x`Ú ¦

g(x)=0이다.

곡선 y=g(x)와 직선 y=t가 서로 다른 두 점에서 만나

도록 하는 t의 값의 범위가 0<t<'e이므로

eb='e    ∴ b= 1
2

∴ f(x)=- 1
2 (x-2)Û`+ 1

2 , g(x)=e-;2!;(x-2)Û`+;2!;,

 g '(x)=(2-x)e-;2!;(x-2)Û`+;2!;� yy㉠

곡선 y=g(x)와 직선 y=t가 만나는 두 점의 x좌표를 

a, b (a<2<b)라 하면 g(a)=t, g(b)=t� yy㉡

이때, x<2에서 함수 g(x)의 역함수를 i(x), x>2에서 

함수 g(x)의 역함수를 j(x)라 하면 ㉡에서

a=i(t), b=j(t)

곡선 y=g(x)와 직선 y=t의 두 교점의 x좌표의 차가 

h(t)이므로

h(t)=b-a=j(t)-i(t)

h'(t)=j '(t)-i '(t)� yy㉢

역함수의 미분법에 의하여

i '(t)= 1
g '(i(t))

= 1
g '(a)

,

j '(t)= 1
g '(j(t))

= 1
g '(b)

� yy㉣

또한, ㉠에서 g '(x)=(2-x)g(x)이고,

g(a)=g(b), a+b2 =2이므로

g '(b)‌�=(2-b)g(b)={2-(4-a)}g(a)	  

=-(2-a)g(a)	 
=-g '(a)
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㉢, ㉣에서

h'(t)‌�= 1
g '(b) - 1

g '(a) = 1
g '(b) + 1

g '(b)
	  

= 2
g '(b)

함수 h'(t)가 최대이려

면 g '(b)는 최소이어야 

하고, x>2에서 함수 

g '(x)의 증가와 감소를 

나타낸 표가 오른쪽과 같으므로 함수 g '(x)는 x=3에서 

극소이면서 최소이다.

g '(3)=-e0=-1이므로 함수 h'(t)의 최댓값은

k= 2
-1 =-2

∴ f(-2)=-8+ 1
2 =- 15

2 � 답 - 15
2

해결단계

➊ 단계
곡선 y= f(x)의 변곡점 A의 좌표를 구한 후, 점 A에서의 

접선 l의 방정식을 구한다.

➋ 단계

점 A를 지나는 직선 m과 또 다른 접선 n에 대하여 세 직

선 l, m, n으로 둘러싸인 도형이 직각이등변삼각형일 조건

을 찾는다.

➌ 단계
➋단계에서 구한 조건에 따라 직각이등변삼각형의 넓이를 

각각 구한 후, 최댓값을 구한다.

f(x)=ln`(x2+1)에서 f '(x)= 2x
x2+1

f "(x)‌�=
2(x2+1)-2x_2x

(x2+1)2 =
2(1-x2)
(x2+1)2 	  

=
-2(x+1)(x-1)

(x2+1)2

f '(x)=0에서 x=0

f "(x)=0에서 x=-1 또는 x=1

함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -1 y 0 y 1 y

f '(x) - - 0 + +

f "(x) - 0 + + 0 -

f(x)  ln`2  극소  ln`2 

함수 f(x)는 x=0에서 극솟값 f(0)=0을 가지므로 함

수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

곡선 y= f(x)의 변곡점 중 x좌표가 양수인 점이 A이므

로 점 A의 좌표는 (1, ln`2)

x=1에서의 접선의 기울기는 f '(1)=1이므로 직선 l의 

방정식은

y-ln`2=x-1    ∴ y=x-1+ln`2

x (2) y 3 y

g "(x) - 0 +

g '(x) ↘ 극소 ↗

05 

이때, 직선 l이 x축의 양의 방향과 이루는 각의 크기가 

p
4 이므로 점 A를 지나는 직선 m과 곡선 y= f(x)의 또 

다른 접선 n으로 둘러싸인 도형이 직각이등변삼각형이려

면 직선 m이 직선 l과 이루는 각의 크기는 
p
4  또는 

p
2 이

어야 한다.

Ú	직선 l과 직선 m이 이루는 각의 크기가 
p
4 일 때,

	‌� 직선 m이 x축 또는 y축과 평행해야 하고, 직선 m은 

점 A(1, ln`2)를 지나므로 직선 m의 방정식은

	 y=ln`2 또는 x=1

	 ①	직선 m의 방정식이 y=ln`2일 때,

		‌�  세 직선 l, m, n으로 둘러싸인 도형이 직각이등변

삼각형이려면 접선 n은 y축과 평행하거나 기울기

가 -1이어야 한다.

		‌�  그런데 곡선 y= f(x)의 접선 중에서 y축과 평행

한 것은 없으므로 접선 n은 기울기가 -1이다.

		  f '(x)=-1에서 
2x

x2+1
=-1

		  x2+2x+1=0, (x+1)2=0

		  ∴ x=-1

		‌�  즉, B(-1, ln`2)이므로 접선 n은 점 B에서의 접

선이고, 세 직선 l, m, n으로 둘러싸인 도형은 다

음 그림과 같다.

		

		  따라서 ABÓ=2이므로 이때의 삼각형의 넓이는

		
2Û`
4 =1

	 ②	직선 m의 방정식이 x=1일 때,

		‌�  세 직선 l, m, n으로 둘러싸인 도형이 직각이등변

삼각형이려면 접선 n은 x축과 평행하거나 기울기

가 -1이어야 한다.

		‌�  접선 n이 x축과 평행하려면 기울기가 0이어야 하

므로

		  f '(x)=0에서 
2x

x2+1
=0

		  ∴ x=0

		‌�  즉, 점 B(0, 0)이므로 접선 

n은 점 B에서의 접선이고, 

세 직선 l, m, n으로 둘러

싸인 도형은 오른쪽 그림과 

같다.

		  따라서 이때의 삼각형의 넓이는

		
1
2 (ln`2)2

본문 p. 62
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A n s w e r

		‌�  한편, 접선 n의 기

울기가 -1이려면 

①에서 점 	

B(-1, ln`2)에	

서의 	접선이므로

		‌�  세 직선 l, m, n

		‌�  으로 둘러싸인 도

형은 오른쪽 그림과 같다.

		‌�  즉, 이때의 삼각형의 넓이는 ①과 같으므로 1

Û	직선 l과 직선 m이 이루는 각의 크기가 
p
2 일 때,

	 직선 m의 기울기가 -1이므로 방정식은

	 y-ln`2=-(x-1)    ∴ y=-x+1+ln`2

	‌� 이때, 세 직선 l, m, n으로 둘러싸인 도형이 직각이

등변삼각형이려면 접선 n은 x축 또는 y축과 평행해야 

한다.

	‌� Ú에 의하여 y축과 평행한 접선은 존재하지 않고, x축

과 평행하려면 접선 n은 점 B(0, 0)에서의 접선이다.

	

	 이때의 삼각형의 넓이는

	
1
2 _ln`2_2`ln`2=(ln`2)2

Ú, Û에서 구하는 삼각형의 넓이의 최댓값은 1이다.

� 답 1

해결단계

➊ 단계

점근선의 방정식을 y=px+q라 하고,

lim
x`Ú ¦

{f(x)-(px+q)}= lim
x`Ú -¦

{f(x)-(px+q)}=0

을 만족시키는 p, q의 값을 각각 구하여 ㄱ의 참, 거짓을 판

별한다.

➋ 단계 f "(x)의 부호를 이용하여 ㄴ의 참, 거짓을 판별한다.

➌ 단계
함수 f(x)의 극대 또는 극소를 이용하여 ㄷ의 참, 거짓을 

판별한다.

ㄱ.	‌�곡선 f(x)="ÃxÛ̀ +ax+b- 1
2 x의 점근선이 두 개 존

재하므로 점근선의 방정식을 y=px+q`(p, q는 상수)

라 하면

	 lim
x`Ú ¦

{ f(x)-(px+q)}=0이 성립하므로

	 lim
x`Ú ¦ ["ÃxÛ`+ax+b-[{p+ 1

2 }x+q]]

	 =lim
x`Ú ¦

xÛ`+ax+b-[{p+ 1
2 }x+q]2`

"ÃxÛ`+ax+b+{p+ 1
2 }x+q

	 =lim
x`Ú ¦

[1-{p+ 1
2 }2`]xÛ`+{a-q(2p+1)}x+b-qÛ`

"ÃxÛ`+ax+b+{p+ 1
2 }x+q

06 

	‌� 위의 극한값이 존재하려면 1-{p+ 1
2 }2`=0이고, 극

한값은 
a-q(2p+1)

1+p+ 1
2

=0� yy㉠

	 1={p+ 1
2 }2`에서 pÛ`+p- 3

4 =0

	 4pÛ`+4p-3=0, (2p-1)(2p+3)=0

	 ∴ p= 1
2  또는 p=- 3

2

	‌� 그런데 p=- 3
2 이면 ㉠에서 (분모)=0이므로 p= 1

2

이어야 한다.

	 이것을 ㉠에 대입하여 풀면 q= 1
2 a

	 즉, 곡선 y= f(x)의 점근선은 y= 1
2 x+ 1

2 a이다.

	 또한, lim
x`Ú -¦

{ f(x)-(px+q)}=0이 성립하고

	 -x=t로 놓으면 x`Ú -¦일 때 t`Ú ¦이므로

	 lim
x`Ú -¦ ["ÃxÛ`+ax+b-[{p+ 1

2 }x+q]]
	 =lim

t`Ú ¦ ["ÃtÛ`-at+b-[{-p- 1
2 }t+q]]

	 =lim
t`Ú ¦

tÛ`-at+b-[{-p- 1
2 }t+q]2`

"ÃtÛ`-at+b+{-p- 1
2 }t+q

	 =lim
t`Ú ¦

[1-{p+ 1
2 }2`]tÛ`+{q(2p+1)-a}t+b-qÛ`

"ÃtÛ`-at+b+{-p- 1
2 }t+q

	‌� 위의 극한값이 존재하려면 1-{p+ 1
2 }2`=0이고, 극

한값은 
q(2p+1)-a

1-p- 1
2

=0� yy㉡

	 1={p+ 1
2 }2`에서 p= 1

2  또는 p=- 3
2

	‌� 그런데 p= 1
2 이면 ㉡에서 (분모)=0이므로 p=- 3

2

이어야 한다.

	 이것을 ㉡에 대입하여 풀면 q=- 1
2 a

	 즉, 곡선 y= f(x)의 점근선은 y=- 3
2 x- 1

2 a이다.

	‌� 따라서 두 점근선 y= 1
2 x+ 1

2 a, y=- 3
2 x- 1

2 a의 

교점의 좌표는 {- a
2 , 

a
4 }이므로 직선 y=- 1

2 x 위

에 있다. (참)

ㄴ.	f(x)="Ãx2+ax+b- 1
2 x에서

	 f '(x)= 2x+a
2"Ãx2+ax+b

- 1
2

	 f "(x)

	 =
2_2"Ãx2+ax+b-(2x+a)_ 2x+a

"Ãx2+ax+b
4(x2+ax+b)
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	 =
4(x2+ax+b)-(2x+a)2

4(x2+ax+b);2#;

	 = 4b-a2

4(x2+ax+b);2#;
>0

� {∵ 
1
4 aÛ`<b에서 4b-a2>0}

	‌� 즉, f '(x)는 증가함수이므로 xÁ<xª인 두 실수 xÁ, 

xª에 대하여 f '(xÁ)< f '(xª)이다. (참)

ㄷ.	‌�ㄴ에서 f "(x)>0이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 

	 아래로 볼록하고, 극소인 점에서 최솟값을 갖는다.

� yy㉢

	 f '(x)= 2x+a
2"Ãx2+ax+b

- 1
2

	 =
2x+a-"Ãx2+ax+b

2"Ãx2+ax+b

	 f '(x)=0에서 2x+a="Ãx2+ax+b� yy㉣

	 위의 식의 양변을 제곱하면

	 4x2+4ax+a2=x2+ax+b

	 3x2+3ax+a2-b=0

	 a2=2b에서 b= 1
2 a2이므로

	 3x2+3ax+ 1
2 a2=0, 6x2+6ax+a2=0

	 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

	 D=9a2-6a2=3a2>0`(∵ aÛ`>0)

	 에서 서로 다른 두 실근을 가지므로

	 x=
-3aÑ"Ã9a2-6a2

6 =
-3Ñ'3

6 a

	 이때, ㉣에서 2x+a>0이어야 하므로

	 x=
-3+'3

6 a

	‌� x=
-3+'3

6 a의 좌우에서 f '(x)의 부호가 음에서 

양으로 바뀌므로 ㉢에 의하여 함수 f(x)는

	 x=
-3+'3

6 a에서 극소이면서 최소이다.

	 따라서 함수 f(x)의 최솟값은

	 f{-3+'3
6 a}

	 =2_
-3+'3

6 a+a- 1
2 _

-3+'3
6 a

	 =
3+3'3

12 a=
'3+1

4 a (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

1 ④	 2 72	 3 ④	 4 ①

이것이 수능	 p. 63

f(x)‌�="Ãx2+ax+b- 1
2 x 

=2x+a- 1
2 x`(∵ ㉣)

해결단계

➊ 단계
함수 f(x)의 역함수가 존재하려면 일대일대응이어야 함을 

파악한다.

➋ 단계
함수 f(x)의 그래프의 개형을 그린 후, ➊단계를 만족시키

는 a의 최솟값 g(n)을 구한다.

➌ 단계
1Ég(n)É8을 만족시키는 모든 자연수 n의 값을 구한 후, 

그 합을 구한다.

함수 f(x)의 역함수가 존재하려면 함수 f(x)는 일대일 

대응이어야 하므로 실수 전체의 집합에서 증가하거나 실

수 전체의 집합에서 감소해야 한다.

이때, lim
x`Ú ¦

f(x)=¦이므로 f(x)는 증가함수이어야 한다.

즉, 모든 실수 x에 대하여

f '(x)¾0    yy㉠

이어야 한다.

f(x)=ex+1{x2+(n-2)x-n+3}+ax에서

f '(x)

=ex+1{x2+(n-2)x-n+3}+ex+1(2x+n-2)+a

=ex+1(x2+nx+1)+a

이때, h(x)=ex+1(x2+nx+1)이라 하면

h'(x)‌�=ex+1(x2+nx+1)+ex+1(2x+n)	  

=ex+1{x2+(n+2)x+n+1}	  

=ex+1(x+1)(x+n+1)

h'(x)=0에서 ex+1(x+1)(x+n+1)=0

∴ x=-n-1 또는 x=-1`(∵ ex+1>0)

함수 h(x)의 증가와 함수를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -n-1 y -1 y

h'(x) + 0 - 0 +

h(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

함수 h(x)는 x=-n-1에서 극댓값

h(-n-1)=n+2
en , x=1에서 극솟값 h(-1)=2-n을 

갖고, lim
x`Ú --¦

h(x)=0, lim
x`Ú ¦

h(x)=¦이므로 함수 

y=h(x)의 그래프의 개형은 다음 그림과 같다.

함수 h(x)의 최솟값은 h(-1)=2-n이고, ㉠을 만족시

키려면 (h(x)의 최솟값)+a¾0이어야 하므로

2-n+a¾0    ∴ a¾n-2

실수 a의 최솟값이 g(n)이므로

g(n)=n-2

1Ég(n)É8에서 1Én-2É8

∴ 3ÉnÉ10

즉, n=3, 4, 5, y, 10 (∵ n은 자연수)

따라서 조건을 만족시키는 모든 자연수 n의 값의 합은

3+4+5+y+10=
8_(3+10)

2 =52� 답 ④

1 

본문 pp. 62~63
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해결단계

➊ 단계
조건 ㈎를 이용하여 함수 g(x)를 상수 a를 이용하여 나타

낸다.

➋ 단계

곡선 y=g(x) 위의 점 (t, g(t))에서의 접선를 방정식을 

구한 후, 이 직선이 점 (0, k)를 지날 때의 k를 t를 이용하

여 나타낸다.

➌ 단계

➋단계에서 정리한 식을 만족시키는 t의 값이 -1<k<0
에서 3개가 되도록 하는 a의 값을 구하여 함수 g(x)를 구

한다.

➍ 단계 g(-2)_g(4)의 값을 구한다.

g(x)= f(x)e-x에서

g'(x)‌�= f '(x)e-x- f(x)e-x	  

={ f '(x)- f(x)}e-x

g"(x)‌�={ f "(x)- f '(x)}e-x-{ f '(x)- f(x)}e-x	

={ f "(x)-2 f '(x)+ f(x)}e-x

조건 ㈎에서 g"(1)=g"(4)=0이고, e-x>0이므로

f "(1)-2 f '(1)+ f(1)=0	 yy㉠

f "(4)-2 f '(4)+ f(4)=0	 yy㉡

이때, f(x)=ax2+bx+c`(a+0)라 하면

f '(x)=2ax+b, f "(x)=2a이므로

㉠에서 2a-2(2a+b)+(a+b+c)=0

∴ a+b-c=0	 yy㉢

㉡에서 2a-2(8a+b)+(16a+4b+c)=0

∴ 2a+2b+c=0	 yy㉣

㉢, ㉣을 연립하여 풀면

b=-a, c=0

즉, f(x)=ax2-ax이므로

g(x)=a(x2-x)e-x

g'(x)‌�={(2ax-a)-(ax2-ax)}e-x	  

=a(-x2+3x-1)e-x

한편, 곡선 y=g(x) 위의 점 (t, g(t))에서의 접선의 기

울기는 g'(t)이므로 접선의 방정식은

y-g(t)=g'(t)(x-t)

이 접선이 점 (0, k)를 지나므로

k-g(t)=-tg'(t)
∴ k‌�=g(t)-tg'(t)	  

=a(tÛ`-t)e-t-at(-tÛ`+3t-1)e-t	  

=a(tÜ`-2tÛ`)e-t

이때, h(t)=a(tÜ`-2tÛ`)e-t이라 하면 조건 ㈏에 의하여 

점 (0, k) (-1<k<0)에서 곡선 y=g(x)에 그은 접선

의 개수가 3이므로 함수 y=h(t)의 그래프와 직선 y=k

가 서로 다른 세 점에서 만나도록 하는 k의 값의 범위가 

-1<k<0이어야 한다.	 yy㉤

h(t)=a(tÜ`-2tÛ`)e-t에서

h'(t)‌�=a(3tÛ`-4t)e-t-a(tÜ`-2tÛ`)e-t	  

=a(-tÜ`+5tÛ`-4t)e-t	  

=-at(t-1)(t-4)e-t

h'(t)=0에서 t=0 또는 t=1 또는 t=4

Ú	a<0일 때,

	 함수 h(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

2 
	

t y 0 y 1 y 4 y

h'(t) - 0 + 0 - 0 +

h(t) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

	‌� 함수 h(t)는 t=0에서 극솟값 h(0)=0, t=1에서 극

댓값 h(1)=- a
e , t=4에서 극솟값 h(4)= 32a

eÝ`
를 

갖고, lim
t`Ú -¦

h(t)=¦, lim
t`Ú ¦

h(t)=0이므로 함수 

	 y=h(t)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

	 그런데 ㉤을 만족시키지 못하므로 모순이다.

Û	a>0일 때,

	 함수 h(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

	

t y 0 y 1 y 4 y

h'(t) + 0 - 0 + 0 -

h(t) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

	 lim
t`Ú -¦

h(t)=-¦, lim
t`Ú ¦

h(t)=0이므로 함수 

	 y=h(t)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

	 ㉤을 만족시키려면 h(1)=-1이어야 하므로

	 - a
e =-1에서 a=e

Ú, Û에서 g(x)=e(xÛ`-x)e-x이므로

g(-2)_g(4)=6eÜ`_12e-3=72� 답 72

해결단계

➊ 단계
l(x)=|f(x)-t|라 하고, 함수 "Ãl(x)의 미분가능하지 

않은 점에 대해 파악한다.

➋ 단계
함수 y= f(x)의 그래프를 이용하여 t의 값에 범위에 따라 

함수 g(t)를 구한다.

➌ 단계
합성함수 (h½g)(t)가 실수 전체의 집합에서 연속이기 위

한 사차함수 h(x)를 구한다.

➍ 단계
a, b, c의 값을 각각 구한 후, h(a+5)-h(b+3)+c의 값

을 구한다.

f(x)=

(

{

9

`
2`sin3`x	{- p2 <x< p4 }

cos`x	 { p4Éx< 3
2 p}

에서

f '(x)=

(

{

9

`
6`sin2`x`cos`x	 {- p2 <x< p4 }

-sin`x	 { p4 <x< 3
2 p}

f '(x)=0에서 x=0 또는 x=p
이때, x=0의 좌우에서 f '(x)>0이고, x=p의 좌우에

서 f '(x)의 부호가 음에서 양으로 바뀌므로 함수 f(x)

는 x=p에서 극솟값 f(p)=-1을 갖는다.

또한, lim
x`Ú ;4Ò;-

f '(x)= lim
x`Ú ;4Ò;-

6`sin2`x`cos`x=
3'2
2 ,

3 
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lim
x`Ú ;4Ò;+

f '(x)= lim
x`Ú ;4Ò;+

(-sin`x)=-
'2
2 에서

x= p4 의 좌우에서 f '(x)의 부호가 양에서 음으로 바뀌

므로 함수 f(x)는 x= p4 에서 극댓값 f{ p4 }=
'2
2  를 갖

는다.

따라서 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

이때, l(x)=|f(x)-t|라 하면

{"Ãl(x)}'=
l'(x)

2"Ãl(x)

에서 함수 "Ãl(x)는 함수 l(x)가 미분가능하지 않은 x의 

값과 l(x)=0인 x의 값에서 미분가능하지 않으므로

함수 f(x)가 미분가능하지 않은 점과 곡선 y= f(x)와 

직선 y=t가 만나는 점에서 미분가능하지 않을 수 있다.

� yy㉠

Ú	t=
'2
2 일 때,

	‌� 곡선 y= f(x)와 직선 y=
'2
2 는 곡선 y= f(x)의 뾰

족점에서만 만나므로 ㉠을 만족시키는 점은 1개로

	 k=1이다.

Û	0<t<
'2
2 일 때,

	‌� 곡선 y= f(x)와 직선 y=t는 서로 다른 두 점에서 

접하지 않으면서 만나므로 ㉠을 만족시키는 점은 이 	

두 점과 곡선 y= f(x)의 뾰족점의 3개로 k=3이다.

Ü	t=0일 때,

	

	 곡선 l(x)=|f(x)|는 위의 그림과 같다.

	‌� 이때, 함수 "Ãl(x)에 대하여 x=0에서의 미분계수를 

구해 보면

	‌� lim
h`Ú 0

"Ãl(0+h)-"Ãl(0)
h 	  

=lim
h`Ú 0

"Ã2|sin3`h|
h 	  

=lim
h`Ú 0

|sin`h|
h _lim

h`Ú 0
"Ã2|sin`h|=0

	 이므로 x=0에서 미분가능하다.

	 즉, ㉠을 만족시키는 점은 2개이므로 k=2이다.

Ý	-1<t<0일 때,

	‌� 곡선 y= f(x)와 직선 y=t는 서로 다른 세 점에서 

{ p4 , 
'2
2 }, {

p
2 , 0}

접하지 않으면서 만나므로 ㉠을 만족시키는 점은 이 

세 점과 곡선 y= f(x)의 뾰족점의 4개로 k=4이다.

Þ	t=-1일 때,

	

	 곡선 l(x)=|f(x)+1|은 위의 그림과 같다.

	‌� 이때, 함수 "Ãl(x)에 대하여 x=p에서의 미분계수를 

구해 보면

	 lim
h`Ú 0-

"Ãl(p+h)-"Ãl(p)
h

	 = lim
h`Ú 0-

"Ã|cos`(p+h)+1|
h

	 = lim
h`Ú 0-

"Ã|1-cos`h|
h

	 = lim
h`Ú 0-

"Ãsin2`h
h"Ã|1+cos`h|

	 = lim
h`Ú 0-

-sin`h
h"Ã|1+cos`h|

=-
'2
2 ,

	 lim
h`Ú 0+

"Ãl(p+h)-"Ãl(p)
h

	 = lim
h`Ú 0+

"Ã|cos`(p+h)+1|
h

	 = lim
h`Ú 0+

"Ã|1-cos`h|
h

	 = lim
h`Ú 0+

"Ãsin2`h
h"Ã|1+cos`h|

	 = lim
h`Ú 0+

sin`h
h"Ã|1+cos`h|

=
'2
2

	 이므로 x=p에서 미분가능하지 않다.

	 즉, ㉠을 만족시키는 점은 3개이므로 k=3이다.

ß	-2<t<-1일 때,

	‌� 곡선 y= f(x)와 직선 y=t는 한 점에서 접하지 않으

면서 만나므로 ㉠을 만족시키는 점은 이 점과 곡선 	

y= f(x)의 뾰족점의 2개로 k=2이다.

à	tÉ-2 또는 t>
'2
2 일 때,

	‌� 곡선 y= f(x)와 직선 y=t는 만나지 않으므로 ㉠을 

만족시키는 점은 곡선 y= f(x)의 뾰족점의 1개로 	

k=1이다.

Ú~à에서 함수 y=g(t)의 그래프는 다음과 같다.

사차함수 h(x)에 대하여 합성함수 (h½g)(t)가 실수 

전체의 집합에서 연속이려면 t=-2, t=-1, t=0,

t=
'2
2 에서 연속이어야 한다.

(-1, 0), { p4 , 1+
'2
2 }, (p, 0)

본문 p. 63
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lim
t`Ú '2

2
-

(h½g)(t)= lim
t`Ú '2

2
+

(h½g)(t)=(h½g){ '22 }

에서 h(3)=h(1)

lim
t`Ú 0-

(h½g)(t)=lim
t`Ú 0+

(h½g)(t)=(h½g)(0)에서

h(4)=h(3)=h(2)

lim
t`Ú -1-

(h½g)(t)= lim
t`Ú -1+

(h½g)(t)=(h½g)(-1)

에서 h(2)=h(4)=h(3)

lim
t`Ú -2-

(h½g)(t)= lim
t`Ú -2+

(h½g)(t)=(h½g)(-2)

에서 h(1)=h(2)

즉, h(1)=h(2)=h(3)=h(4)이고 h(x)는 최고차항

의 계수가 1인 사차함수이므로

h(x)=(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)+m`(m은 상수)

라 할 수 있다.

따라서 a=g{ '22 }=1, b=g(0)=2, c=g(-1)=3이

므로

h(a+5)-h(b+3)+c‌�=h(6)-h(5)+3	  

=(120+m)-(24+m)+3	

=99� 답 ④

해결단계

➊ 단계 함수 y= f(x)의 그래프의 개형을 파악한다.

➋ 단계
k의 값의 범위를 나누어 함수 g(x)의 그래프의 개형을 구

한다.

➌ 단계
조건 ㈎, ㈏를 만족시키기 위한 k의 값의 범위를 구한 후, 

정수 k의 개수를 구한다.

x¾0일 때, f(x)=(x-2)2ex+k이므로

f '(x)‌�=2(x-2)ex+(x-2)Û`ex	  

=x(x-2)ex (x>0)

f '(x)=0에서 x=2 (∵ x>0, ex+0)

x¾0에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다

음과 같다.

x 0 y 2 y

f '(x) - 0 +

f(x) 4+k ↘ 극소 ↗

함수 f(x)는 x=2에서 극솟값 f(2)=k를 가지므로 함

수 y= f(x)의 그래프의 개형은 다음과 같다.

4 

g(x)=|f(x)|- f(x)에서

g(x)=[`
0� ( f(x)¾0)

-2 f(x) ( f(x)<0)

k의 값의 범위에 따라 함수 y=g(x)의 그래프를 그리면 

다음과 같다.

Ú	k¾0일 때,

	‌� 함수 y=g(x)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같으므로 모든 실수에

서 연속이고,

	 lim
x`Ú 0-

g(x)-g(0)
x-0

	 = lim
x`Ú 0-

2x2

x = lim
x`Ú 0-

2x=0,

	 lim
x`Ú 0+

g(x)-g(0)
x-0 = lim

x`Ú 0+

0
x =0

	 이므로 x=0에서 미분가능하다.

	 즉, 함수 g(x)는 실수 전체의 집합에서 미분가능하다.

	‌� 그런데 조건 ㈏에서 미분가능하지 않은 점이 2개이므

로 모순이다.

Û	-4<k<0일 때,

	‌� 함수 y=g(x)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같으므로 모든 실수에

서 연속이고, Ú에 의하여 x=0

에서 미분가능하다.

	‌� 즉, 미분가능하지 않은 점은 2개이다.

Ü	k=-4일 때,

	‌� 함수 y=g(x)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같으므로 모든 실수에

서 연속이고,

	 lim
x`Ú 0-

g(x)-g(0)
x-0

	 = lim
x`Ú 0-

2xÛ`
x = lim

x`Ú 0-
2x=0,

	 lim
x`Ú 0+

g(x)-g(0)
x-0 ‌�= lim

x`Ú 0+

(x-2)Û`ex-4
x 	  

= lim
x`Ú 0+

[ex(x-4)+
4(ex-1)

x ]	

=-4+4=0

	 이므로 x=0에서 미분가능하다.

	 즉, 미분가능하지 않은 점은 1개이다.

	‌� 그런데 조건 ㈏에서 미분가능하지 않은 점이 2개이므

로 모순이다.

Ý	k<-4일 때,

	‌� 함수 y=g(x)의 그래프는 오른쪽 

그림과 같으므로 x=0에서 불연

속이다.

	‌� 그런데 함수 g(x)는 모든 실수에

서 연속이므로 모순이다.

Ú~Ý에서 -4<k<0이므로

정수 k는 -3, -2, -1의 3개이다.� 답 ①
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함수 y=f(x)의 그래프와 x축이 만나는 교점의 개수가 4

이므로 주어진 방정식의 서로 다른 실근의 개수는 4이다.

� 답 ⑤

p
6ÉxÉp3 일 때 sin`x>0이므로

cos`xÉk`sin`x에서 
cos`x
sin`xÉk    yy㉠

f(x)= cos`x
sin`x 라 하면

f(x)=cot`x이므로

f '(x)‌�=-cscÛ``x	  

=- 1
sinÛ``x

p
6ÉxÉp3 일 때 sinÛ``x>0이므로 f '(x)<0

즉, 함수 f(x)는 
p
6ÉxÉp3 에서 감소하므로 x= p6 에

서 최댓값 f{ p6 }=cot` p6 ='3을 갖는다.

이때, 
p
6ÉxÉp3  를 만족시키는 모든 실수 x에 대하여 

㉠이 성립하려면 ( f(x)의 최댓값)Ék이어야 하므로

k¾'3
따라서 구하는 실수 k의 최솟값은 '3이다.� 답 '3

1
x +3¾a`ln` 3x+1

2x 에서

1
2x + 3

2¾
1
2 a`ln`{ 32 + 1

2x }

t= 3
2 + 1

2x 로 놓으면 x>0에서 t> 3
2 이고

t¾ 1
2 a`ln`t

t> 3
2 에서 ln`t>0이므로 부등식의 양변을 ln`t로 나누면

aÉ 2t
ln`t     yy㉠

f(t)= 2t
ln`t 라 하면

f '(t)=
2`ln`t-2t_ 1

t
(ln`t)Û`

=
2(ln`t-1)

(ln`t)Û`
f '(t)=0에서 ln`t-1=0    ∴ t=e

함수 f(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

t { 3
2 } y e y

f '(t) - 0 +

f(t) ↘ 극소 ↗

03 

04 

본문 pp. 63~65

도함수의 활용 ⑵07

01 ①	 02 ⑤	 03 '3	 04 aÉ2e	 05 ④

06 ④	 07 1	 08 ③

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 p. 65

x에 대한 방정식 x`ln`x-2x-k=0, 즉 x`ln`x-2x=k

가 오직 하나의 실근을 갖기 위해서는 곡선

y=x`ln`x-2x와 직선 y=k가 한 점에서 만나야 한다.

f(x)=x`ln`x-2x`(x>0)라 하면

f '(x)‌�=ln`x+x_ 1
x -2	 	

=ln`x-1

f '(x)=0에서 ln`x=1    ∴ x=e

x>0에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다

음과 같다.

x (0) y e y

f '(x) - 0 +

f(x) ↘ 극소 ↗

함수 f(x)는 x=e일 때 극소이면서 최소이므로 최솟값은

f(e)=e`ln`e-2e=-e

즉, 함수 y=f(x)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같으므로 함수 y=f(x)의 

그래프와 직선 y=k가 오직 한 점에

서 만나려면

k=-e 또는 k¾0

따라서 구하는 k의 최솟값은 -e이다.� 답 ①

4xÛ`=exÛ`에서 exÛ`-4xÛ`=0

f(x)=exÛ`-4xÛ`이라 하면 주어진 방정식의 실근의 개수

는 함수 y= f(x)의 그래프와 x축의 교점의 개수이다.

f '(x)=2xexÛ`-8x

f '(x)=0에서 2x(exÛ`-4)=0    yy㉠

exÛ`=4에서 xÛ`=ln`4    ∴ x=Ñ'Äln`4

따라서 ㉠에서 x=-'Äln`4 또는 x=0 또는 x='Äln`4이

므로 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 

같다.

x y -'Äln`4 y 0 y 'Äln`4 y

f '(x) - 0 + 0 - 0 +

f(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

함수 f(x)는 x=Ñ'Äln`4일 때 극솟값

f(Ñ'Äln`4)=4-4`ln`4, x=0일 때 극댓값 f(0)=1을 

가지므로 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

01 

x는 진수이므로

02 
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따라서 ㉠에서 x= 5
2 일 때의 점 P의 속도는

(etÁ-e-tÁ, etÁ+e-tÁ), 즉 { 32 , 
5
2 }

점 P의 시각 t에서의 위치 (x, y)가

x=et cos`t, y=et sin`t이므로

dx
dt =et cos`t-et sin`t=et(cos`t-sin`t),

dy
dt =et sin`t+et cos`t=et(sin`t+cos`t)

즉, 점 P의 시각 t에서의 속도는

(et(cos`t-sin`t), et(sin`t+cos`t))

이므로 속력은`

¾Ð{ dx
dt }2`+{

dy
dt }2`	  

=¿¹e2t(cos`t-sin`t)Û`+e2t(sin`t+cos`t)Û`	  

="�2e2t='2et`

따라서 점 P의 속력이 '2e일 때의 시각 t는

'2et='2e에서 t=1� 답 1

점 P의 시각 t에서의 위치 (x, y)가

x=3`cos` p4 t, y=3`sin` p4 t이므로

dx
dt =- 3

4 p`sin` p4 t, dy
dt = 3

4 p`cos`
p
4 t

dÛ`x
dtÛ`

=- 3
16 pÛ``cos`

p
4 t, dÛ`y

dtÛ`
=- 3

16 pÛ``sin` p4 t

즉, 점 P의 시각 t에서의 가속도는

{- 3
16 pÛ``cos`

p
4 t, - 3

16 pÛ``sin` p4 t`}

이므로 점 P의 가속도의 크기는

¾Ð{- 3
16 pÛ``cos`

p
4 t}2`+Ð{- 3

16 pÛ``sin` p4 t}2`	

=¾{Ð 316 pÛ`}2`{cosÛ``
p
4 t+sinÛ`` p4 t}	  

= 3
16 pÛ`� 답 ③

01 e 02 3
4 -ln`2 03 e2p 04 ⑤ 05 ③

06 ⑤ 07 ⑤ 08 ⑤ 09 1
2 10 - 1

4

11 16
e2 12 ⑤ 13 ② 14 48 15 ③

16 3
4 17 4 18 ④ 19 ⑤ 20 2p

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 66~68

방정식 ax-x- 1
ln`a =0, 즉 ax=x+ 1

ln`a 이 실근을 가

지려면 곡선 y=ax과 직선 y=x+ 1
ln`a 이 만나야 한다.

f(x)=ax, g(x)=x+ 1
ln`a 이라 하면 

07 

08 

01 

ln`a에서 a>0이고 
ln`a+0이어야 하므로 a+1

함수 f(t)는 t=e일 때 극소이면서 최소이고 최솟값은 

f(e)=2e이다.

따라서 t> 3
2 에 대하여 ㉠을 만족시키려면

( f(t)의 최솟값)¾a이어야 하므로

aÉ2e� 답 aÉ2e

점 P의 시각 t에서의 위치 x= f(t)가 

f(t)=sin`2t+'3`cos`2t이므로 속도를 v(t)라 하면

v(t)‌�= f '(t)	  

=2`cos`2t-2'3`sin`2t	  

=4{ 1
2 `cos`2t-

'3
2 `sin`2t}	  

=4{sin` p6 `cos`2t-cos` p6 `sin`2t}	  

=-4`sin`{2t- p6 }

이때, t¾0에서 -1Ésin`{2t- p6 }É1이므로

-4Év(t)É4

따라서 점 P의 최대 속도는 4이다.� 답 ④

점 P의 시각 t에서의 위치 (x, y)가

x=et+e-t, y=et-e-t이므로

dx
dt =et-e-t, 

dy
dt =et+e-t

즉, 점 P의 시각 t에서의 속도는 (et-e-t, et+e-t)

한편, x= 5
2 일 때의 시각 t를 구하면 

et+e-t= 5
2 , 2e2t-5et+2=0 

(2et-1)(et-2)=0 

∴ et= 1
2  또는 et=2 

∴ t=ln` 12  또는 t=ln`2

그런데 t>0이어야 하므로 t=ln`2이다.

따라서 t=ln`2일 때의 점 P의 속도는

(eln`2-e-ln`2, eln`2+e-ln`2)‌�={2- 1
2 , 2+ 1

2 }	  

={ 3
2 , 

5
2 }� 답 ④

다른풀이

점 P의 시각 t에서의 위치가 x=et+e-t, y=et-e-t이

므로 시각 t에서의 속도는

{dx
dt , 

dy
dt }, 즉 (et-e-t, et+e-t)� yy㉠

x= 5
2 일 때의 시각을 t1이라 하면 etÁ+e-tÁ= 5

2 이므로

(etÁ-e-tÁ)Û`‌�=(etÁ+e-tÁ)Û`-4= 25
4 -4= 9

4

t>0에서 et-e-t>0이므로

etÁ-e-tÁ= 3
2

05 

06 
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f '(x)=ax`ln`a, g'(x)=1

Ú	0<a<1일 때,

	 오른쪽 그림과 같이 곡선

	‌� y=f(x)와 직선 y=g(x)가

	‌� 항상 만나므로 조건을 만족시키

는 a의 값의 범위는 0<a<1

Û	a>1일 때,

	‌� 곡선 y=f(x)와 직선 y=g(x)가 접할 때의 교점의 

x좌표를 t라 하면

	 f(t)=g(t)에서 at=t+ 1
ln`a 	 yy㉠

	 f '(t)=g'(t)에서 at`ln`a=1	 yy㉡

	 ㉠, ㉡을 연립하여 풀면

	 t+ 1
ln`a = 1

ln`a     ∴ t=0

	‌� 이때, f(0)=a â`=1이므로 곡선

과 직선이 만나려면 g(0)¾1이

어야 한다. 즉, 
1

ln`a¾1에서 ln`aÉ1	  

aÉe    ∴ 1<aÉe

Ú, Û에서 주어진 방정식이 실근을 갖도록 하는 실수 a

의 값의 범위는 0<a<1 또는 1<aÉe이다.

따라서 a=0, b=e이므로 

a+b=e� 답 e

다른풀이

방정식 ax-x- 1
ln`a =0이 실근을 가지려면 함수

y=ax-x- 1
ln`a 의 그래프가 x축과 만나야 한다.

f(x)=ax-x- 1
ln`a 이라 하면 f '(x)=ax`ln`a-1

f '(x)=0에서 ax`ln`a-1=0, ax= 1
ln`a     yy㉢

Ú	0<a<1일 때,

	 ‌�ln`a<0이므로 f '(x)=ax`ln`a-1<0

	 ‌�즉, 함수 f(x)는 실수 전체의 집합에서 감소한다.

	 ‌�이때, f(0)=1- 1
ln`a >0이므로 x>0에서 함수

	 y= f(x)의 그래프는 x축과 한 점에서 만난다.

	 따라서 방정식 f(x)=0은 실근을 갖는다.

Û	a>1일 때,

	 ln`a>0이므로 ㉢에서

	 x=loga`{
1

ln`a }=-loga`(ln`a)

	 ‌�함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

	

x y -loga`(ln`a) y

f '(x) - 0 +

f(x) ↘ 극소 ↗

	 ‌�함수 f(x)는 x=-loga`(ln`a)일 때 극소이자 최소

이고, 최솟값은 f(-loga`(ln`a))=loga`(ln`a)이다.

	 함수 y= f(x)의 그래프가 x축과 만나려면

	 (함수 f(x)의 최솟값)É0이어야 하므로

	 loga`(ln`a)É0, 0<ln`aÉ1

	 ∴ 1<aÉe

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 실수 a의 값의 범위는

0<a<1 또는 1<aÉe이므로

a=0, b=e

∴ a+b=e

방정식 ln`x=-xÛ`+3x+k, 즉 ln`x+xÛ`-3x=k가 서

로 다른 세 실근을 가지려면 곡선 y=ln`x+xÛ`-3x와 직

선 y=k가 서로 다른 세 점에서 만나야 한다.

f(x)=ln`x+xÛ`-3x라 하면

f '(x)‌�= 1
x +2x-3= 2xÛ`-3x+1

x 	  

=
(2x-1)(x-1)

x

f '(x)=0에서 x= 1
2  또는 x=1

x>0에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다

음과 같다.

x (0) y 1
2 y 1 y

f '(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

함수 f(x)는 x= 1
2 일 때 극댓값

f{ 1
2 }=ln` 12 + 1

4 - 3
2 =-ln`2- 5

4

를 갖고, x=1일 때 극솟값

f(1)=ln`1+1-3=-2

를 가지므로 곡선 y=f(x)는 

오른쪽 그림과 같다.

즉, 곡선 y=f(x)와 직선

y=k가 서로 다른 세 점에서 만나도록 하는 실수 k의 값의 

범위는 

-2<k<-ln`2- 5
4

따라서 p=-2, q=-ln`2- 5
4 이므로

q-p‌�=-ln`2- 5
4 -(-2)= 3

4 -ln`2� 답 
3
4 -ln`2

단계 채점 기준 배점

㈎

주어진 방정식을 ln`x+xÛ`-3x=k로 변형한 후, 방

정식이 서로 다른 세 실근을 가지려면 곡선

y=ln`x+xÛ`-3x와 직선 y=k가 서로 다른 세 점

에서 만나야 함을 파악한 경우

30%

㈏
f(x)=ln`x+xÛ`-3x라 하고 함수 y= f(x)의 그

래프를 그린 경우
40%

㈐
곡선 y= f(x)와 직선 y=k가 서로 다른 세 점에서 

만나도록 하는 실수 k의 값의 범위를 구한 경우
20%

㈑ p, q의 값을 각각 구한 후, q-p의 값을 구한 경우 10%

02 

x>0

본문 pp. 65~66
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방정식 a`sin`x=e-x이 주어진 구간에서 오직 하나의 실

근을 가지려면 그 구간에서 두 함수 y=a`sin`x, y=e-x

의 그래프가 한 점에서 만나야 한다.

Ú	-2p<x<0에서 오직 하나의 실근을 가질 때,

	‌� -2p<x<0에서 두 함수 y=a`sin`x, y=e-x의 그

래프는 다음 그림과 같으므로 한 점에서 만나려면 접

해야 한다.

	

	 접점의 x좌표를 t`{- 3
2 p<t<-p}라 하면

	 x=t에서의 함숫값이 같아야 하므로

	 a`sin`t=e-t	 yy㉠

	 또한, y=a`sin`x에서 y'=a`cos`x, y=e-x에서

	‌� y'=-e-x이고, x=t에서의 접선의 기울기도 같아야 

하므로

	 a`cos`t=-e-t	 yy㉡

	 ㉠+㉡을 하면 a(sin`t+cos`t)=0

	 sin`t=-cos`t (∵ a>0)

	 - 3
2 p<t<-p에서 cos`t+0이므로

	
sin`t
cos`t =-1, tan`t=-1

	 ∴ t=- 5
4 p {∵ - 3

2 p<t<-p}

	 이것을 ㉠에 대입하여 정리하면

	 a='2e;4%;p

Û 0<x<2p에서 오직 하나의 실근을 가질 때,

	 같은 방법으로 0<x<2p에서 두 함수 y=a`sin`x, 

	‌� y=e-x의 그래프가 다음 그림과 같으므로 한 점에서 

만나려면 접해야 한다.

	

	‌� 접점의 x좌표를 t`{ p2 <t<p}라 하면 함숫값과 접선

의 기울기가 각각 같아야 하므로

	 a`sin`t=e-t	 yy㉢

	 a`cos`t=-e-t	 yy㉣

	 ㉢+㉣을 하면 a(sin`t+cos`t)=0

	 sin`t=-cos`t (∵ a>0)

	
p
2 <t<p에서 cos`t+0이므로

	
sin`t
cos`t =-1, tan`t=-1

03 	 ∴ t= 3
4 p {∵ 

p
2 <t<p}

	 이것을 ㉢에 대입하여 정리하면 a='2e-;4#;p

Ú, Û에서 p='2e;4%;p, q='2e-;4#;p이므로

p
q =

'2e;4%;p

'2e-;4#;p
=e2p� 답 e2p

f(x)=2x`cos`x에서 f '(x)=2`cos`x-2x`sin`x

ㄱ.	f '(a)=0이면 2`cos`a-2a`sin`a=0    yy㉠

	 이때, f '(0)=2이므로 a+0

	‌� 또한, f '{ p2 }=2`cos` p2 -p`sin` p2 =-p이므로

	 a+p2     ∴ cos`a+0

	 ㉠의 양변을 2a`cos`a로 나누면

	
1
a - sin`a

cos`a =0, 1a -tan`a=0

	 ∴ tan`a= 1
a  (참)

ㄴ.	함수 f '(x)는 구간 [0, p]에서 연속이고

	 f '{ p4 }=2_
'2
2 -2_ p4 _

'2
2 ='2 {1- p4 }>0,

	 f '{ p3 }=2_ 1
2 -2_ p3 _

'3
2 =1-

'3p
3 <0

	‌� 이므로 사잇값 정리에 의하여 f '(a)=0인 실수 a가 

구간 { p4 , 
p
3 }에 존재한다.

	‌� 또한, x=a의 좌우에서 f '(x)의 부호가 양에서 음으

로 바뀌므로 함수 f(x)는 x=a에서 극댓값을 갖는

다. (참)

ㄷ.	f(x)=2x`cos`x이므로 f(0)= f{ p2 }=0

	‌� ㄴ에서 함수 f(x)가 x=a에서 극댓값을 가지는 a가 

구간 { p4 , 
p
3 }에 존재하고, ㄱ에 의하여 tan`a= 1

a

을 만족시킨다.

	‌� 이때, 두 함수 y=tan`x, y= 1
x

의 그래프가 오른쪽 그림과 같

으므로 이것을 이용하여 구간

	‌� [0, p2 ]에서 함수 f(x)의 증가

와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

	

x 0 y a y p
2

f '(x) + 0 -

f(x) 0 ↗ 극대 ↘ 0

	 함수 f(x)는 x=a일 때 극대이면서 최대이고

	‌� f{ p4 }=
p
2 _

'2
2 >

3'2
4 >1이므로 함수 y= f(x)

의 그래프의 개형은 다음 그림과 같다.

04 
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	‌� 따라서 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=1은 서로 

다른 두 점에서 만나므로 구간 [0, p2 ]에서 방정식 

f(x)=1의 서로 다른 실근의 개수는 2이다. (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

f(x)=xÛ`ex+1이므로

g(x)‌�=
f(|x|)

x 	  

= |x|Û`e|x|+1
x = xÛ`e|x|+1

x

x>0일 때, g(x)= xÛ`ex+1
x 이므로

g'(x)‌�=
(2xex+xÛ`ex)_x-(xÛ`ex+1)

xÛ`
	  

=
(xÜ`+xÛ`)ex-1

xÛ`
� yy㉠

h(x)=(xÜ`+xÛ`)ex-1이라 하면

h'(x)‌�=(3xÛ`+2x)ex+(xÜ`+xÛ`)ex	  

=(xÜ`+4xÛ`+2x)ex

x>0에서 h'(x)>0이므로 x>0에서 함수 h(x)는 증가

한다.

또한, h(0)=-1, lim
x`Ú ¦

h(x)=¦이고 h(x)가 연속함수

이므로 h(k)=0을 만족시키는 양수 k가 오직 하나 존재

한다.

이때, ㉠에서 h(x)=0이면 g'(x)=0이므로 x>0에서 

g'(x)=0을 만족시키는 x의 값은 k뿐이다.� yy㉡

한편,

g(-x)‌�=
(-x)Û`e|-x|+1

-x 	  

=- xÛ`e|x|+1
x 	  

=-g(x)

에서 -g'(-x)=-g'(x), 즉 g'(-x)=g'(x)이므로

함수 y=g'(x)의 그래프는 y축에 대하여 대칭이다.

즉, ㉡에 의하여 x<0에서 방정식 g'(x)=0을 만족시키

는 x의 값은 -k뿐이다.

따라서 방정식 g'(x)=0의 실근의 개수는 2이다.� 답 ③

방정식 ax=2`ln`x+ln`3    yy㉠에서

f(x)=2`ln`x+ln`3이라 하면 방정식 ㉠의 실근은 직선 

y=ax와 곡선 y= f(x)의 교점의 x좌표와 같다.

05 

06 

ㄱ.	‌�곡선 y= f(x)는 오른쪽 그림

과 같으므로 a<0이면 직선 

y=ax와 곡선 y= f(x)가 한 

점에서 만난다.

	‌� 따라서 방정식 ㉠의 실근의 

개수는 1이다. (참)

ㄴ.	a=ln`3이면 방정식 ㉠은

	 x`ln`3=2`ln`x+ln`3

	 이때, 위의 식에 x=1, x=3을 각각 대입하면

	 ln`3=2`ln`1+ln`3, 3`ln`3=2`ln`3+ln`3

	‌� 에서 등식이 성립하므로 방정식 ㉠은 정수인 근 x=1, 

x=3을 갖는다. (참)

ㄷ.	‌�원점에서 곡선 y= f(x)에 그은 접선의 접점의 좌표

를 (s, 2`ln`s+ln`3)`(s>0)이라 하자.

	‌� f(x)=2`ln`x+ln`3에서 f '(x)= 2
x 이므로 접선의 	

기울기는 f '(s)= 2
s 이고, 접선의 방정식은

	 y-(2`ln`s+ln`3)= 2
s (x-s)

	 이 직선이 원점을 지나야 하므로

	 -(2`ln`s+ln`3)=-2

	 2`ln`s=2-ln`3=ln` eÛ`3

	 ln`s= 1
2 `ln` eÛ`3 , ln`s=ln` e

'3 `(∵ s>0)

	 ∴ s= e
'3 =

'3
3 e

	‌� 즉, 접점의 좌표는 { '33 e, 2}이고 접선의 방정식은 

y=
2'3
e x이다.

	‌� 곡선 y= f(x)가 오른쪽 

그림과 같으므로 곡선 

y= f(x)와 직선 y=ax

의 교점의 개수가 두 개 

이상이려면 0<a<
2'3
e

이어야 한다.

	‌� 이때, 방정식 ㉠의 실근은 곡선 y= f(x)와 직선 

y=ax의 교점의 x좌표이므로 가장 작은 값 t의 값의 

범위는

	
'3
3 <t<

'3
3 e (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

다른풀이

ㄱ.	로그의 진수 조건에 의하여 x>0이므로

	 ㉠에서 a= 2`ln`x+ln`3
x

	 f(x)=0에서 2`ln`x+ln`3=0

	 ln`x=- 1
2 `ln`3=ln`

'3
3 `(∵ x>0)

본문 p. 66

책1.indb   119 20. 6. 5.   오후 3:15



120  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

	 ∴ x=
'3
3

	 f '(x)=

2
x _x-(2`ln`x+ln`3)

xÛ`

	 = 2-2`ln`x-ln`3
xÛ`

	 f '(x)=0에서 2-2`ln`x-ln`3=0

	 ln`x= 1
2 `ln` eÛ`3 =ln`

'3
3 e`(∵ x>0)

	 ∴ x=
'3
3 e

	‌� 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 

같다.

	

x (0) y '3
3 e y

f '(x) + 0 -

f(x) ↗ 극대 ↘

	 함수 f(x)는 x=
'3
3 e에서 극댓값 f{ '33 e}= 2'3

e  

	 을 갖고, lim
x`Ú 0+

f(x)=-¦, lim
x`Ú ¦

f(x)=0이므로 함

	 수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

	‌� 방정식 ㉠의 실근의 개수는 함수 y= f(x)의 그래프

와 직선 y=a의 교점의 개수와 같고, 위의 그림에서

	‌� a<0이면 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=a는 

한 점에서 만나므로 방정식 ㉠의 실근의 개수는 1이

다. (참)

ㄴ.	a=ln`3이면  ㉠에서

	 x`ln`3=2`ln`x+ln`3

	‌� 위의 식에 x=1, x=3을 대입하면 등식이 성립하므

로 방정식 ㉠은 a=ln`3일 때 정수인 근 x=1, x=3

을 갖는다. (참)

ㄷ.	‌�방정식 ㉠이 두 개 이상의 실근을 가지려면 ㄱ에서 함

수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=a의 교점이 2개 이

상이어야 한다.

	

	‌� 위의 그림에서 0<a<
2'3
e 이어야 하므로 가장 작은 

근 t의 값의 범위는 
'3
3 <t<

'3
3 e (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.

f(x)= 2x
xÛ`+1

에서

f '(x)‌�=
2(xÛ`+1)-2x_2x

(xÛ`+1)Û`
	  

= -2xÛ`+2
(xÛ`+1)Û`

=
-2(x+1)(x-1)

(xÛ`+1)Û`
f '(x)=0에서 x=-1 또는 x=1

함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -1 y 1 y

f '(x) - 0 + 0 -

f(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

함수 f(x)는 x=-1일 때 극솟값 f(-1)=-1, x=1일 

때 극댓값 f(1)=1을 갖고, lim
x`Ú ¦

f(x)= lim
x`Ú -¦

f(x)=0

이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

ㄱ.	위의 그림에서 -1É f(x)É1이므로

	 -1É f( f(x))É1

	 g(x)= f( f(x))이므로 -1Ég(x)É1

	‌� 따라서 함수 g(x)의 최댓값은 1, 최솟값은 -1이므

로 그 곱은 1_(-1)=-1 (참)

ㄴ.	g(x)= f( f(x))에서 g '(x)= f '( f(x)) f '(x)

	 g '(1)= f '( f(1)) f '(1)=0 (∵ f '(1)=0)

	 방정식 g '(x)=g '(1)에서

	 f '( f(x)) f '(x)=0

	 ∴ f '( f(x))=0 또는 f '(x)=0   yy㉠

	‌� 이때, f '(x)=0을 만족시키는 x의 값은 -1과 1이므

로 ㉠에서

	 f(x)=-1 또는 f(x)=1 또는 x=-1 또는 x=1

	 ∴ x=-1 또는 x=1

	‌� 따라서 방정식 g '(x)=g '(1)의 서로 다른 실근은

	 x=-1 또는 x=1의 2개이다. (참)

ㄷ.	ㄴ에 의하여 g '(x)=0에서 x=-1 또는 x=1

	 이때, g '(x)= f '( f(x)) f '(x)이므로

	 Ú	x<-1일 때,

		  -1< f(x)<0에서 f '( f(x))>0이고,

		  f '(x)<0이므로 g '(x)<0

	 Û	-1Éx<0일 때,

		  -1É f(x)<0에서 f '( f(x))¾0이고,

		  f '(x)¾0이므로 g '(x)¾0

	 Ü	0ÉxÉ1일 때,

		  0É f(x)É1에서 f '( f(x))¾0이고,

		  f '(x)¾0이므로 g '(x)¾0

	 Ý	x>1일 때,

		  0< f(x)<1에서 f '( f(x))>0이고,

		  f '(x)<0이므로 g '(x)<0

07 
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	‌� g '(x)¾0일 때, 함수 g(x)는 증가하므로 Ú~Ý
에서 함수 g(x)가 증가하는 x의 값의 범위는 

	 -1ÉxÉ1이다. (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

해결단계

➊ 단계

조건 ㈎, ㈏를 이용하여 a, b, c의 값을 각각 구한 후, 함수 

f(x)의 공통인 접선을 갖는 두 점을 구하여 함수 g(t)를 

구한다.

➋ 단계 f '(x)의 부호를 이용하여 ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➌ 단계
방정식 g(t)=2를 만족시키는 t의 값을 구한 후, ㄴ의 참, 

거짓을 판별한다.

➍ 단계

함수 g(t)를 이용하여 lim
t`Ú k

g(t)-g(k)=2를 만족시키는

k의 값을 구한 후, 함수 y= f '(x)의 그래프를 이용하여 

ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

조건 ㈎에서 f(0)=5이므로 c=5

f(x)=(axÛ`+bx+5)ex에서

f '(x)‌�=(2ax+b)ex+(axÛ`+bx+5)ex	 

={axÛ`+(2a+b)x+b+5}ex

f "(x)

=(2ax+2a+b)ex+{axÛ`+(2a+b)x+b+5}ex

={axÛ`+(4a+b)x+2a+2b+5}ex

함수 y= f(x)의 그래프가 x=-1, x=1에서 변곡점을 

가지므로

f "(-1)=0, f "(1)=0

즉, 이차방정식 axÛ`+(4a+b)x+2a+2b+5=0의 두

근이 x=-1 또는 x=1이므로 근과 계수의 관계에 의하여

- 4a+b
a =0, 2a+2b+5

a =-1에서

4a+b=0, 2a+2b+5=-a

위의 두 식을 연립하여 풀면

a=1, b=-4

∴ ‌�f(x)=(xÛ`-4x+5)ex,	  

f '(x)=(xÛ`-2x+1)ex,	  

f "(x)=(xÛ`-1)ex

ㄱ.	f '(x)‌�=(xÛ`-2x+1)ex=(x-1)Û`ex

	 f '(x)=0에서 x=1`(∵ ex>0)

	‌� 그런데 x=1의 좌우에서 f '(x)의 부호는 모두 양이

므로 함수 f(x)의 극값은 존재하지 않는다. (참)

ㄴ.	f "(x)=0에서 (xÛ`-1)ex=0

	 (x+1)(x-1)ex=0    ∴ x=-1 또는 x=1

	‌� 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 

같다.

	

x y -1 y 1 y

f '(x) + 4
e + 0 +

f "(x) + 0 - 0 +

f(x) 
10
e  2e 

08 

	 함수 f(x)는 lim
x`Ú -¦

f(x)=0, lim
x`Ú ¦

f(x)=¦이므로

	 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

	‌� 이때, 위의 그림과 같이 함수 y= f(x)의 그래프의 	

서로 다른 두 점에서 접하는 직선을 l, 두 접점의 x좌

표를 각각 p, q (p<-1, q>1)라 하면 접선의 기울

기가 같으므로 f '(p)= f '(q)    yy㉠

	‌� 또한, 변곡점 {-1, 10
e }, (1, 2e)에서의 접선의 기

울기가 각각 f '(-1)= 4
e , f '(1)=0이므로 접선의 

방정식은 y- 10
e = 4

e (x+1), 즉 y= 4
e x+ 14

e 와 

y=2e이다.

	

	‌� 함수 g(t)는 곡선 y= f(x) 위의 점 (t, f(t))에서

의 접선이 곡선 y= f(x)와 만나는 점의 개수이므로

	 g(t)=

(

|

|

{

|

|

9

`

1 (t<p)

2 (t=p)

3 (p<t<-1)

2 (t=-1)

3 (-1<t<1)

1 (t=1)

3 (1<t<q)

2 (t=q)

1 (t>q)

	 즉, 방정식 g(t)=2의 근은

	 t=p 또는 t=-1 또는 t=q

	 이므로 t1=p, t2=-1, t3=q

	‌� 이때, ㉠에서 f '(p)= f '(q)이고, 위의 그림에서

	‌� t=-1일 때의 접선의 기울기가 t=p 또는 t=q일 

때의 접선의 기울기보다 크다.

	 ∴ f '(t1)= f '(t3)< f '(t2) (참)

ㄷ.	‌�ㄴ의 g(t)에 의하여 lim
t`Ú k

g(t)- g(k)=2를 만족

	 시키는 k의 값은 1이다.

	‌� ㄱ의 f(x)의 증가와 감소를 나타낸 표를 이용하여 함

수 y= f '(x)의 그래프를 그리면 다음 그림과 같다.

본문 pp. 66~67
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	‌� 방정식 f '(x)=1의 실근의 개수는 함수 y= f '(x)의 

그래프와 직선 y=1의 교점의 개수와 같으므로 위의 

그림과 같이 3이다. (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

x
ax+1Éln`(1+x)에서 ln`(1+x)- x

ax+1¾0

f(x)=ln`(1+x)- x
ax+1 `(x>0)라 하면

f '(x)‌�= 1
1+x - ax+1-x_a

(ax+1)Û`
	  

= 1
1+x - 1

(ax+1)Û`
	  

=
x{aÛ`x-(1-2a)}
(1+x)(ax+1)Û`

    yy㉠

Ú	1-2aÉ0, 즉 a¾ 1
2 일 때,

	 ㉠에서 f '(x)>0이므로 f(x)는 증가함수이다.

	 이때, f(0)=0이므로 f(x)>0이다.

Û	1-2a>0, 즉 0<a< 1
2 일 때,

	 ㉠에 의하여 f '(x)=0에서 x= 1-2a
aÛ`

 (∵ x>0)

	‌� 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

	

x (0) y 1-2a
aÛ`

y

f '(x) - 0 +

f(x) ↘ 극소 ↗

	‌� 함수 f(x)는 x= 1-2a
aÛ`

일 때 극소이면서 최소이다.

	 이때, 양수 x에 대하여 f(x)¾0이려면

	 ( f(x)의 최솟값)¾0이어야 한다.

	 그런데 f(0)=0이고 f(0)> f{ 1-2a
aÛ`
}이므로

	 f{ 1-2a
aÛ`
}<0이다.

	 따라서 0<a< 1
2 일 때 조건을 만족시키지 않는다.

Ú, Û에서 a¾ 1
2 이므로 양수 a의 최솟값은 

1
2 이다.

� 답 
1
2

2
ex+1 -(2ax+1)¾0에서 

2
ex+1¾2ax+1

f(x)= 2
ex+1

, g(x)=2ax+1이라 하면 두 함수

09 

10 

y=f(x), y=g(x)의 그래프는

오른쪽 그림과 같다. 

이때, x¾0인 모든 실수 x에 대하

여 f(x)¾g(x)가 성립하려면

a<0이고

|(x=0에서의 곡선 y=f(x)의 접선의 기울기)|

É|(직선 y=g(x)의 기울기)|

이어야 한다.

즉, f '(x)= -2ex

(ex+1)Û`
, g'(x)=2a에서 

|f '(0)|É|2a|

1
2É-2a (∵ a<0)    ∴ aÉ- 1

4

따라서 실수 a의 최댓값은 - 1
4 이다.� 답 - 1

4

'¶kx ¾2`ln`x에서 f(x)='¶kx, g(x)=2`ln`x라 하면

f '(x)= k
2'¶kx

, g'(x)= 2
x

오른쪽 그림과 같이 두 곡선

y=f(x), y=g(x)의 접점의 

x좌표를 t라 하면

f(t)=g(t)에서

'¶kt=2`ln`t� yy㉠

f '(t)=g'(t)에서 

k
2'¶kt

= 2
t � yy㉡

㉡에서 양변을 제곱하여 정리하면 

kÛ`tÛ`-16kt=0 (∵ k>0, t>0) 

kt(kt-16)=0    ∴ kt=16 (∵ kt>0)� yy㉢

㉢을 ㉠에 대입하면 4=2`ln`t 

ln`t=2    ∴ t=eÛ`

x>0인 모든 실수 x에 대하여 f(x)¾g(x)가 성립하려

면 f(eÛ`)¾g(eÛ`)이어야 하므로

e'k¾4, 'k¾ 4
e   

∴ k¾ 16
eÛ`

 (∵ k>0)

따라서 양수 k의 최솟값은 
16
eÛ`

이다.� 답 
16
eÛ`

서울대 선배들의 강추문제 1등급 비법 노하우

이와 같은 문제는 상수를 기준으로도 풀 수 있는데, 그래프를 그리는 

데에 자신이 있다면 그 방법이 훨씬 직관적이고 간편하다. 주어진 식 

'¶kx¾2`ln`x에서 k를 기준으로 정리하면 k¾
4(ln`x)Û`

x 이 된다. 

f(x)=
4(ln`x)Û`

x 이라 하고 그래프를 그려 최댓값을 구하면 되는데, 

미분을 하면 최댓값이 x=eÛ`일 때 생긴다. 따라서 구하는 k의 최솟값

은 16
eÛ`

이 된다.

=| -2e0

(eâ`+1)Û`
|= 1

2

11 
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f(x)= ln`x
x , g(x)=-2`sin`x+a라 하면 임의의 두 

양의 실수 xÁ, xª에 대한 부등식 
ln`xÁ
xÁ É-2`sin`xª+a

에서 

f(xÁ)Ég(xª)    yy㉠

f '(x)=

1
x _x-ln`x

xÛ`
= 1-ln`x

xÛ`
f '(x)=0에서 

1-ln`x=0 (∵ x>0)    ∴ x=e

x>0에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다

음과 같다.

x (0) y e y

f '(x) + 0 -

f(x) ↗ 극대 ↘

즉, 함수 f(x)는 x=e일 때 극대이면서 최대이고 최댓

값은

f(e)= ln`e
e = 1

e

또한, g(x)=-2`sin`x+a에서 -1Ésin`xÉ1이므로 

-2É-2`sin`xÉ2

∴ a-2É-2`sin`x+aÉa+2

이때, 임의의 두 양수 xÁ, xª에 대하여 ㉠이 성립하려면 

( f(x)의 최댓값)É(g(x)의 최솟값)이어야 한다.

즉, 
1
eÉa-2에서 a¾2+ 1

e

따라서 구하는 a의 최솟값은 2+ 1
e 이다.� 답 ⑤

f(x)‌�=|x-1|-sin`x	  

=[`
-x+1-sin`x (xÉ1)

x-1-sin`x� (x>1)

에서

f '(x)=[`
-1-cos`x (x<1)

1-cos`x� (x>1)

ㄱ.	x>1일 때, f '(x)=1-cos`x

	 이때, -1Écos`xÉ1에서 -1É-cos`xÉ1

	 ∴ 0É1-cos`xÉ2

	‌� 즉, f '(x)¾0이므로 x>1일 때 함수 f(x)는 증가한

다. (참)

ㄴ.	xÉ1일 때, f(x)=1-x-sin`x이므로

	 f{ 1
2 }‌�=1- 1

2 -sin` 12 = 1
2 -sin` 12 	 

=sin` p6 -sin` 12 >0,

	 f{ p6 }=1- p6 -sin` p6 = 1
2 - p6 <0`{∵ 

1
2 < p6 }

	‌� 이때, 함수 f(x)가 닫힌구간 [ 1
2 , 
p
6 ]에서 연속이고 

f{ 12 } f{
p
6 }<0이므로 사잇값 정리에 의하여

12 
ln`x에서 x>0이므로 함수 f(x)의 정의역은 {x|x>0}이다.

함수 y=f(x)의 그래프가 함수
y=g(x)의 그래프와 한 점에서 
만나거나 아래쪽에 있어야 한다.

13 

	‌� f(a)=0인 a가 열린구간 { 1
2 , 
p
6 }에 적어도 하나 

존재한다.

	 ∴ 
1
2 <a< p6

	 x>1일 때, f(x)=x-1-sin`x이므로

	 f{ p2 }=
p
2 -1-sin` p2 = p2 -2<0,

	 f(2)‌�=2-1-sin`2=1-sin`2	  

=sin` p2 -sin`2>0`{∵ 
p
2 <2}

	‌� 이때, 함수 f(x)가 닫힌구간 [ p2 , 2]에서 연속이고 

f{ p2 } f(2)<0이므로 사잇값 정리에 의하여 

	‌� f(b)=0인 b가 열린구간 { p2 , 2}에 적어도 하나 존

재한다.

	 ∴ 
p
2 <b<2 (참)

ㄷ.	‌�m>0이므로 부등식 m`sin` 4nm >|m-4n|의 양변

을 m으로 나누면

	 sin` 4nm >|1- 4n
m |

	 | 4n
m -1|-sin` 4nm <0

	 ∴ f{ 4n
m }<0	 yy㉠

	‌� 이때, x<1일 때 f '(x)=-1-cos`xÉ0이므로 함

수 f(x)는 x<1에서 감소하고, ㄱ에서 x>1일 때 

함수 f(x)는 증가한다.

	‌� 또한, 방정식 f(x)=0의 두 실근이 a, b`(a<1, b>1)
이면 함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	

	‌� f(x)<0에서 a<x<b이므로 부등식 ㉠을 만족시키

는 정수 m, n에 대하여

	 a< 4n
m <b	 yy㉡

	‌� 이때, ㄴ에서 
1
2 <a< p6 , 

p
2 <b<2이므로 부등식 

㉡을 만족시키는 순서쌍 (m, n)은 (3, 1), (4, 1)의 

2개이다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

f '(x)=[`
-1-cos`x (x<1)
1-cos`x� (x>1)

이므로

x<1일 때 f '(x)É0이고, x>1일 때, f '(x)¾0이다.

즉, 방정식 f(x)=0은 2개 이하의 실근을 갖고, 서로 다른 2개의 실

근 a, b를 갖는다면 a<1<b이다.

blacklabel 특강 풀이첨삭

본문 p. 67
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점 P의 시각 t에서의 위치가 f(t)=p`sin`pt-q`cos`pt
이므로 속도를 v(t), 가속도를 a(t)라 하면 

v(t)= f '(t)=pp`cos`pt+qp`sin`pt
a(t)= f "(t)=-ppÛ``sin`pt+qpÛ``cos`pt

이때, v{ 13 }=6p이므로

pp`cos` p3 +qp`sin` p3 =6p 

p
2 p+

'3q
2 p=6p

∴ p+'3q=12	 yy㉠

또한, a{ 13 }=-2'3 pÛ`이므로

-ppÛ``sin` p3 +qpÛ``cos` p3 =-2'3 pÛ`

-
'3p
2 pÛ`+

q
2 pÛ`=-2'3 pÛ`

∴ '3p-q=4'3	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

p=6, q=2'3
∴ pÛ`+qÛ`=36+12=48� 답 48

x=(2t-3)e-t에서

dx
dt ‌�=2e-t-(2t-3)e-t	  

=(-2t+5)e-t

점 P가 운동 방향을 바꿀 때의 속도는 0이므로

dx
dt =0에서 (-2t+5)e-t=0

-2t+5=0`(∵ e-t+0)

t= 5
2     ∴ a= 5

2

이때의 위치는

b={2_ 5
2 -3}e-;2%;=2e-;2%;

∴ ab= 5
2 _2e-;2%;=5e-;2%;� 답 ③

x=1+sin`t에서 
dx
dt =cos`t

y=cosÛ``t-cos`2t에서

dy
dt ‌�=2`cos`t_(-sin`t)+2`sin`2t	  

=-2`sin`t`cos`t+4`sin`t`cos`t	  

� (∵ sin`2t=2`sin`t`cos`t)	

=2`sin`t`cos`t

점 P의 시각 t에서의 속도는

(cos`t, 2`sin`t`cos`t)

이므로 속력은

¾Ð{ dx
dt }2`+{

dy
dt }2`‌�="ÃcosÛ``t+4`sinÛ``t`cosÛ``t	  

="ÃcosÛ``t+4(1-cosÛ``t)`cosÛ``t	

="Ã-4`cosÝ``t+5`cosÛ``t

14 

15 

t< 5
2 일 때 dx

dt >0,

t> 5
2 일 때 dx

dt <0

16 

cosÛ``t=X로 놓으면 0ÉXÉ1이고

"Ã-4XÛ`+5X=¾Ð-4{X- 5
8 }2`+

25
16

따라서 X= 5
8 일 때 속력이 최대가 된다.

즉, cosÛ``t= 5
8 이므로 sinÛ``t=1- 5

8 = 3
8

∴ sin`t=Ñ® 3
8 =Ñ '64

이때의 점 P의 위치 (a, b)는

a=1+sin`t=1Ñ '64 ,

b‌�=cosÛ``t-cos`2t	  

=cosÛ``t-(cosÛ``t-sinÛ``t)	  

=sinÛ``t= 3
8

∴ (a-1)Û`+b={Ñ '64 }2`+
3
8 = 3

8 + 3
8 = 3

4 � 답 
3
4

점 P의 시각 t1에서의 위치를 점 (4, 0)이라 하면

a(1-cosÜ``xt1)=4	 yy㉠

a`sinÜ``xt1=0	 yy㉡

a>0이므로 ㉡에서 sin`xt1=0

∴ cos`xt1=Ñ1

그런데 cos`xt1=1이면 ㉠을 만족시키지 않으므로

cos`xt1=-1

이것을 ㉠에 대입하여 풀면

a{1-(-1)}=4, 2a=4    ∴ a=2

x=2(1-cosÜ``xt), y=2`sinÜ``xt이므로

dx
dt =2_3`cosÛ``xt`sin`xt_x=6x`sin`xt`cosÛ``xt,

dy
dt =2_3`sinÛ``xt`cos`xt_x=6x`sinÛ``xt`cos`xt

점 P의 시각 t에서의 속도는

(6x`sin`xt`cosÛ``xt, 6x`sinÛ``xt`cos`xt)
이므로 속력은

¾Ð{ dx
dt }2`+{

dy
dt }2`

="Ã(6x`sin`xt`cosÛ``xt)Û`+(6x`sinÛ``xt`cos`xt)Û`
="Ã36xÛ``sinÛ``xt`cosÛ``xt_(cosÛ``xt+sinÛ``xt)
=6x|sin`xt`cos`xt|`(∵ x>0)

=3x|sin`2xt|
이때, 속력의 최댓값이 6이므로

3x=6    ∴ x=2

∴ a+x=2+2=4� 답 4

시각 t에서의 점 P의 위치를 (x, y)라 하면

y=xex-1에서

dy
dt ‌�= d

dt (xex-1)= d
dx (xex-1)_ dx

dt 	  

=(ex-1+xex-1) dx
dt 	  

=(x+1)ex-1 dx
dt

17 

18 
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이므로 점 P의 시각 t에서의 속도는

{ dx
dt , (x+1)ex-1 dx

dt }

점 P의 속력이 4이므로

¾Ð{ dx
dt }2`+[(x+1)ex-1 dx

dt ]2`=4

{ dx
dt }"Ã1+(x+1)Û`e2x-2=4

dx
dt = 4

"Ã1+(x+1)Û`e2x-2

점 P에서 x축에 내린 수선의 발이 Q이므로 점 Q의 위치

는 (x, 0)이고 속도는 {dx
dt , 0}이다.

즉, 점 Q의 속력은

¾Ð{ dx
dt }2`+{

dy
dt }2`‌�=¾Ð{

dx
dt }2`+0Û`= dx

dt 	 

= 4
"Ã1+(1+x)Û`e2x-2

따라서 x=1일 때 점 Q의 속력은

4
"Ã1+2Û`

= 4
'5 =

4'5
5 � 답 ④

점 P의 속력이 매초 1이고 호 AB를 따라 움직이므로 t초 

후, 호 AP의 길이는 t이고 호 AP의 중심각의 크기도 t

이다.

즉, 시각 t에서의 점 P의 위치는 (cos`t, sin`t)이므로 직

선 OP의 방정식은 y=(tan`t)x이다.

점 Q는 직선 AB, 즉 y=-x+1과 직선 y=(tan`t)x의 

교점이므로

-x+1=(tan`t)x에서 (tan`t+1)x=1

∴ x= 1
tan`t+1 , y=(tan`t)x= tan`t

tan`t+1

시각 t에서의 점 Q의 속도는

dx
dt = -secÛ``t

(tan`t+1)Û`
dy
dt ‌�=

secÛ``t_(tan`t+1)-tan`t_secÛ``t
(tan`t+1)Û`

	  

= secÛ``t
(tan`t+1)Û`

점 P의 x좌표가 
4
5 일 때의 시각을 t1이라 하면

cos`t1=
4
5 이므로 tan`t1=

3
4 , sec`t1=

5
4

이때의 점 Q의 속도는

{- secÛ``t1

(tan`t1+1)Û`
, 

secÛ``t1

(tan`t1+1)Û`
}

=»
-{ 5

4 }2`

{ 3
4 +1}2`

, 
{ 5

4 }2`

{ 3
4 +1}2`

¼={- 25
49 , 

25
49 }

따라서 a=- 25
49 , b= 25

49 이므로

b-a= 25
49 -{- 25

49 }=
50
49 � 답 ⑤

19 

원 C는 중심이 원점을 출발하여 직선 y=x 위를 매초 4'2
의 속력으로 움직이므로 t초동안 움직인 거리는 4'2t이다.

시각 t에서의 원 C의 중심을 C(a, a)`(a>0)라 하면

"ÃaÛ`+aÛ`=4'2t, a'2=4'2t
∴ a=4t

즉, 시각 t에서의 원 C의 중심의 위치는 (4t, 4t)이다.

한편, A(1, 0)이라 하면 점 P는 점 A에서 출발하여 원 

C 위를 시계 반대 방향으로 매초 2의 일정한 속력으로 움

직이므로 t초 후 점 A의 위치를 A', 점 P의 위치를 P', 

원의 중심의 위치를 O'이라 하면

∠A'O'P'=2t

시각 t에서의 점 P의 위치는

(4t+cos`2t, 4t+sin`2t)이다.

원 C의 중심과 점 P를 지나는 직선의 방정식은

y-4t= sin`2t
cos`2t (x-4t)

∴ y=(tan`2t)x-4t`tan`2t+4t

이 직선이 x축과 만나는 점이 Q이므로

0=(tan`2t)x-4t`tan`2t+4t에서

x= 4t`tan`2t-4t
tan`2t =4t-4t`cot`2t

∴ Q(4t-4t`cot`2t, 0)

시각 t에서의 점 Q의 속도는

dx
dt ‌�=4-4`cot`2t-4t_(-cscÛ``2t)_2	 

=4-4`cot`2t+8t`cscÛ``2t,

dy
dt =0

에서 (4-4`cot`2t+8t`cscÛ``2t, 0)이므로 속력은

¾Ð{dx
dt }2`+{

dy
dt }2`‌�="Ã(4-4`cot`2t+8t`cscÛ``2t)Û`+0Û`	

=|4-4`cot`2t+8t`cscÛ``2t|

따라서 시각 t= p8 에서의 점 Q의 속력은

|4-4`cot` p4 +8_ p8 `cscÛ`` p4 |=2p� 답 2p

01 44	 02 2	 03 
29
32 	 04 6	 05 ④	

06 22

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 69

해결단계

➊ 단계
점 P{t, ln` t

n }에서의 접선의 방정식을 구하여 점 B의 좌

표를 구한다.

➋ 단계
삼각형 ABP의 넓이 S(t)를 구한 후, S(t)의 최댓값을 구

한다.

➌ 단계
부등식 S(t)Ép를 만족시키는 p의 최솟값 an을 구한 후, 

10
eÛ`

<an<
100
eÛ`

 을 만족시키는 자연수 n의 개수를 구한다.

20 

= 1

tan` p4
=1 = 1

sinÛ`` p4
= 1

{ 1
'2 }2`

=2

01 

본문 pp. 67~69
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A n s w e r

곡선 y=ln` xn  위의 점 P{t, ln` t
n }`(0<t<n)에서 x축

에 내린 수선의 발이 A이므로

A(t, 0)

y=ln` xn =ln`x-ln`n에서 y'= 1
x

점 P{t, ln` t
n }에서의 접선의 기울기는 

1
t 이므로 접선의 

방정식은

y-ln` t
n = 1

t (x-t)

∴ y= 1
t x-1+ln` t

n

이 접선이 x축과 만나는 점이 B이므로

0= 1
t x-1+ln` t

n 에서 
1
t x=1-ln` t

n

∴ x=t-t`ln` t
n

∴ B{t-t`ln` t
n , 0}

삼각형 APB의 넓이가 S(t)이므로

S(t)‌�= 1
2 _ABÓ_APÓ	  

= 1
2 _[{t-t`ln` t

n }-t]_{-ln` t
n }	 

= 1
2 t{ln` t

n }2`

S'(t)‌�= 1
2 {ln` t

n }2`+
1
2 t_2`ln` t

n _ 1
t 	  

= 1
2 {ln` t

n }2`+ln` t
n

S'(t)=0에서 
1
2 {ln` t

n }2`+ln` t
n =0

1
2 ln` t

n {ln` t
n +2}=0

ln` t
n =0 또는 ln` t

n =-2

t
n =1 또는 

t
n =e-2

∴ t=n 또는 t= n
eÛ`

그런데 0<t<n이므로 t= n
eÛ`

0<t<n에서 함수 S(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 

다음과 같다.

t (0) y n
eÛ`

y (n)

S '(t) + 0 -

S(t) ↗ 극대 ↘

함수 S(t)는 t= n
eÛ`

일 때 극대이면서 최대이고 최댓값

S{ n
eÛ`
}= 1

2 _ n
eÛ`
{ln` 1

eÛ`
}2`= 2n

eÛ`
 을 갖는다.

이때, 0<t<n인 실수 t에 대하여 S(t)Ép이려면

(S(t)의 최댓값)Ép이어야 하므로

2n
eÛ`
Ép

이것을 만족시키는 실수 p의 최솟값이 
2n
eÛ`

이므로

an=
2n
eÛ`

10
eÛ`

<an<
100
eÛ`

에서 
10
eÛ`

< 2n
eÛ`

< 100
eÛ`

10<2n<100    ∴ 5<n<50

따라서 조건을 만족시키는 자연수 n은 6, 7, 8, y, 49의 

44개이다.� 답 44

해결단계

➊ 단계
f(x)=axÜ`+bxÛ`+cx+d라 하고, 조건 ㈎, ㈏를 이용하

여 a와 b 사이의 관계식과 c, d의 값을 각각 구한다.

➋ 단계
조건 ㈐를 만족시키기 위한 조건을 찾고 a의 값의 범위를 

구한다.

➌ 단계 f(-1)의 최솟값을 구한다.

g(x)=
f(x)
xÛ`+1

에서

g '(x)=
(xÛ`+1) f '(x)-2xf(x)

(xÛ`+1)Û`
    yy㉠

h(x)=(xÛ`+1) f '(x)-2xf(x)라 하면 조건 ㈏에서 함

수 g(x)가 x=0, x=1에서 극값을 가지므로

g '(0)=0, g '(1)=0에서 h(0)=0, h(1)=0

h(0)=0에서 f '(0)=0

h(1)=0에서 2 f '(1)-2 f(1)=0

∴ f '(1)= f(1)

f(x)=axÜ`+bxÛ`+cx+d (a, b, c, d는 상수, a+0)라 

하면 조건 ㈎에서 f(0)=4이므로 d=4

f '(x)=3axÛ`+2bx+c이므로

f '(0)=0에서 c=0

f '(1)= f(1)에서 3a+2b=a+b+4

∴ b=4-2a

즉, f(x)=axÜ`+(4-2a)xÛ`+4,

f '(x)=3axÛ`+(8-4a)x이므로

h(x)‌�=(xÛ`+1){3axÛ`+(8-4a)x}	  

-2x{axÜ`+(4-2a)xÛ`+4}	

=3axÝ`+(8-4a)xÜ`+3axÛ`+(8-4a)x	  

-2axÝ`-(8-4a)xÜ`-8x	 

=axÝ`+3axÛ`-4ax	  

=ax(x-1)(xÛ`+x+4)

∴ g '(x)=
ax(x-1)(xÛ`+x+4)

(xÛ`+1)Û`
`(∵ ㉠)

이때, g '(x)=0에서

x=0 또는 x=1 (∵ xÛ`+x+4>0)

02 
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Ú	a>0일 때,

	‌� x>0에서 함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 

다음과 같다.

	

x (0) y 1 y

g '(x) - 0 +

g(x) ↘ 극소 ↗

	‌� 함수 g(x)는 x=1일 때 극소이면서 최소이고 최솟값 

g(1)= f(1)
2 = 8-a

2  를 갖는다.

Û	a<0일 때,

	‌� x>0에서 함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 

다음과 같다.

	

x (0) y 1 y

g '(x) + 0 -

g(x) ↗ 극대 ↘

	‌� 함수 g(x)는 x=1일 때 극대이면서 최대이고 최댓값 

g(1)= f(1)
2 = 8-a

2  를 갖는다.

양수 x에 대하여 g(x)¾3이려면

(g(x)의 최솟값)¾3이어야 하고, Ú, Û에서 a>0일 

때 함수 g(x)의 최솟값이 존재하므로

g(1)¾3에서 
8-a

2 ¾3, 8-a¾6

aÉ2    ∴ 0<aÉ2

f(-1)=-a+4-2a+4=-3a+8이므로

0<aÉ2에서 -6É-3a<0

∴ 2É-3a+8<8

따라서 f(-1)의 최솟값은 2이다.� 답 2

해결단계

➊ 단계 시각 t를 이용하여 두 점 P, Q의 위치를 나타낸다.

➋ 단계 선분 PQ의 길이가 최대일 조건을 구한다.

➌ 단계
➋단계에서 구한 조건을 이용하여 이때의 선분 PQ의 중점

에서 y축에 내린 수선의 발 R의 속력을 구한다.

점 Q의 속력이 점 P의 속력의 2배이므로 호 OQ의 길이

는 호 OP의 길이의 2배이고, 호 OQ의 중심각의 크기도 

호 OP의 중심각의 크기의 2배이다.

시각 t에서의 호 OP의 중심각의 크기가 t이므로 호 OQ의 

중심각의 크기는 2t이고, 두 점 P, Q는 각각 중심이 	

(-1, 0), (1, 0)이고 반지름의 길이가 1인 원 위에 있으

므로 시각 t에서의 위치는

P(cos`t-1, sin`t), Q(1-cos`2t, -sin`2t)

선분 PQ의 길이는

PQÓ

03 

="Ã(cos`t-2+cos`2t)Û`+(sin`t+sin`2t)Û`

="Ã(2`cosÛ``t+cos`t-3)Û`+(sin`t+2`sin`t`cos`t)Û`

="Ã(2`cos`t+3)Û`(cos`t-1)Û`+sinÛ``t_(1+2`cos`t)Û`

="Ã(1-cos`t){(2`cos`t+3)Û`(1-cos`t)+(1+cos`t)(1+2`cos`t)Û`}

="Ã(1-cos`t)(8`cos`t+10)

f(t)=(1-cos`t)(8`cos`t+10)이라 하면

f '(t)‌�=sin`t(8`cos`t+10)+(1-cos`t)(-8`sin`t)	

=16`sin`t`cos`t+2`sin`t	  

=2`sin`t(8`cos`t+1)

f '(t)=0에서 sin`t=0 또는 cos`t=- 1
8     yy㉠

이때, 두 점 P, Q는 각각 t=2p, t=p일 때 원점으로 되

돌아 오므로 선분 PQ의 길이는 2p마다 반복된다.

즉, 함수 f(t)는 주기가 2p인 함수이므로 0Ét<2p에서 

함수 f(t)의 그래프의 개형을 그려 보자.

㉠의 sin`t=0에서 t=0 또는 t=p 또는 t=2p
오른쪽 그림과 같이 함수

y=cos`x의 그래프와 직선

y=- 1
8 의 교점의 x좌표를

a, b (a<b)라 하면

cos`t=- 1
8 에서 t=a 또는 t=b

함수 f(t)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

t 0 y a y p y b y (2p)

f '(t) 0 + 0 - 0 + 0 -

f(t) 0 ↗ 극대 ↘ 극소 ↗ 극대 ↘ 0

함수 f(t)는 t=a 또는 t=b일 때 극대이면서 최대이다.

즉, 선분 PQ의 길이는 cos`t=- 1
8 일 때 최대이다.

한편, 선분 PQ의 중점의 좌표는

{ cos`t-cos`2t
2 , 

sin`t-sin`2t
2 }

이므로 이 점에서 y축에 내린 수선의 발 R는

R{0, sin`t-sin`2t
2 }

x=0, y= sin`t-sin`2t
2 이므로

dx
dt =0,

dy
dt ‌�= cos`t-2`cos`2t

2 = cos`t-4`cosÛ``t+2
2

즉, 점 R의 시각 t에서의 속도는 {0, cos`t-4`cosÛ``t+2
2 }

이므로 점 R의 속력은

¾Ð{dx
dt }2`+{

dy
dt }2`‌�=¾Ð0Û`+{

cos`t-4`cosÛ``t+2
2 }2`	 

=| cos`t-4`cosÛ``t+2
2 |

따라서 선분 PQ의 길이가 최대일 때의 점 R의 속력은

|- 1
8 -4_ 1

64 +2

2
|= 29

32 � 답 
29
32

본문 p. 69
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A n s w e r

해결단계

➊ 단계
조건 ㈎를 이용하여 a와 b 사이의 관계식과 a의 부호를 구

한다.

➋ 단계
함수 f(x)가 x=-a에서 극솟값을 갖기 위한 a의 값의 

범위를 구한 후, 함수 f(x)의 증가와 감소를 파악한다.

➌ 단계
조건 ㈏를 만족시키기 위한 조건을 파악한 후, a의 값을 구

한다.

➍ 단계 p, q의 값을 각각 구한 후, p-q의 값을 구한다.

f(x)=(xÛ`+ax+b)e-x에서

f '(x)‌�=(2x+a)e-x-(xÛ`+ax+b)e-x	 

=-{xÛ`+(a-2)x-a+b}e-x

조건 ㈎에서 f '(-a)=0이므로

-{aÛ`-a(a-2)-a+b}ea=0

a+b=0 (∵ ea>0)    ∴ b=-a

또한, f(-a)>0이므로

f(-a)=(aÛ`-aÛ`-a)ea=-aea>0

∴ a<0 (∵ ea>0)

f '(x)‌�=-{xÛ`+(a-2)x-a+b}e-x	  

=-{xÛ`+(a-2)x-2a}e-x (∵ b=-a)	  

=-(x+a)(x-2)e-x

f '(x)=0에서 x=-a 또는 x=2    yy㉠

함수 f(x)는 x=-a일 때 극솟값을 가지므로 x=-a의 

좌우에서 f '(x)의 부호가 음에서 양으로 바뀌어야 한다.

그런데 e-x>0에서 f '(x)의 부호는 -(x+a)(x-2)의 

부호와 일치하므로 -a<2

함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y -a y 2 y

f '(x) - 0 + 0 -

f(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

함수 f(x)는 x=-a일 때 극솟값 f(-a)=-aea,

x=2일 때 극댓값 f(2)=(4+a)e-2을 갖는다.

이때, 0<-a<2, 즉 -2<a<0이므로 e-2<ea<1

∴ 0<-aea<2, -aea<-a

조건 ㈏에서 방정식 f '( f(x))=0의 서로 다른 실근의 

개수가 3이려면 ㉠에 의하여 두 방정식 f(x)=-a,

f(x)=2의 서로 다른 실근의 개수의 합이 3이어야 하므

로 함수 y= f(x)의 그래프와 두 직선 y=2, y=-a는 

다음 그림과 같아야 한다.

즉, f(2)=-a이어야 하므로

(4+a)e-2=-a, a(e-2+1)=-4e-2

∴ a= -4e-2

e-2+1
= -4

1+eÛ`
따라서 p=2, q=-4이므로

p-q=2-(-4)=6� 답 6

04 해결단계

➊ 단계

방정식 t f(x)=xf(t)를 f(x)=
f(t)
t x로 변형한 후, 주

어진 방정식의 서로 다른 실근의 개수가 곡선 y= f(x)와 

직선 y=
f(t)
t x의 교점의 개수임을 파악한다.

➋ 단계
원점에서 곡선 y= f(x)에 그린 접선과 곡선 y= f(x)의 

교점의 x좌표를 이용하여 g(t)의 함수식을 구한다.

➌ 단계
함수 y=g(t)의 그래프를 이용하여 ㄱ, ㄴ, ㄷ의 참, 거짓

을 판별한다.

f(x)=2(x-2)Û`e-x+3에서

f '(x)‌�=4(x-2)e-x+3-2(x-2)Û`e-x+3	 

=2(x-2)e-x+3{2-(x-2)}	  

=2(x-2)(4-x)e-x+3

f '(x)=0에서 x=2 또는 x=4

함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y 2 y 4 y

f '(x) - 0 + 0 -

f(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

함수 f(x)는 x=2일 때 극솟값 f(2)=0, x=4일 때 극

댓값 f(4)= 8
e  을 가지므로 그래프는 다음 그림과 같다.

한편, t f(x)=xf(t)에서 f(x)=
f(t)
t x (∵ t>0)이

므로 주어진 방정식의 서로 다른 실근의 개수는 곡선

y= f(x)와 직선 y=
f(t)
t x의 서로 다른 교점의 개수와 

같다.    yy㉠

이때, 직선 y=
f(t)
t x는 원점과 곡선 y= f(x) 위의 한 

점을 지나므로 원점에서 곡선 y= f(x)에 그린 접선을 구

해 보자.

접점의 좌표를 (a, 2(a-2)Û`e-a+3)`(a>0)이라 하면 접

선의 기울기는 f '(a)=2(a-2)(4-a)e-a+3이므로 접

선의 방정식은

y-2(a-2)Û`e-a+3=2(a-2)(4-a)e-a+3(x-a)

이 직선이 원점을 지나므로 위의 식에 x=0, y=0을 대

입하면

-2(a-2)Û`e-a+3=-2a(a-2)(4-a)e-a+3

(a-2)Û`=a(a-2)(4-a) (∵ -2e-a+3+0)

(a-2){(a-2)-a(4-a)}=0

(a-2)(aÛ`-3a-2)=0

∴ a=2 또는 a=
3+'1�7

2  (∵ a>0)

즉, 두 점 (2, f(2)), { 3+'1�7
2 , f{ 3+'1�7

2 }}에서의

곡선 y= f(x)의 접선은 각각 원점을 지난다.

05 
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위의 그림과 같이 점 { 3+'1�72 , f{ 3+'1�7
2 }}에서의 접

선이 곡선 y= f(x)와 만나는 접점이 아닌 점의 x좌표를 

t1이라 하면 ㉠에서 곡선 y= f(x)와 직선 y=
f(t)
t x의 

서로 다른 교점의 개수가 g(t)이므로

g(t)=

(

|

|

{

|

|

9

`

1 (0<t<t1)

2 (t=t1)

3 (t1<t<2)

1 (t=2)

3 {2<t<
3+'1�7

2 }

2 {t= 3+'1�7
2 }

3 {t> 3+'1�7
2 }

함수 y=g(t)의 그래프는 다음 그림과 같다.

ㄱ.	위의 그림에서 lim
t`Ú 2-

g(t)=lim
t`Ú 2+

g(t)=3 (참)

ㄴ.	‌�함수 g(t)는 t=t1, t=2, t=
3+'1�7

2 에서 연속이 아

니므로 불연속점의 개수는 3이다. (거짓)

ㄷ.	‌�위의 그림에서 방정식 g(t)=2의 실근은 tÁ, 
3+'1�7

2

의 2개이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ④

해결단계

➊ 단계
시침과 분침의 회전 속도를 이용하여 시각 t에서의 두 바늘

이 이루는 각을 구한다.

➋ 단계
코사인법칙을 이용하여 x(t)를 a, b, t를 이용하여 나타낸 

후, v(t)를 구한다.

➌ 단계 v(t)가 최대가 되는 조건을 찾은 후, k의 값을 구한다.

시계의 두 바늘이 출발한 후, 두 바늘 모두 처음과 같은 

지점에 위치하려면 12시간이 지나야 한다.

t=12일 때 두 바늘이 처음으로 t=0일 때의 위치와 같으

므로 t의 단위는 시간이다.

시침은 한 시간 동안 
p
6 만큼 회전하고, 분침은 한 시간 

동안 2p만큼 회전하므로 시각 t에서 시침과 분침은 처음 

위치에서 각각 
p
6 t, 2pt만큼씩 회전한 지점에 위치한다.

06 

즉, 시각 t=0에서 두 바늘은 같은 위치에 있으므로 시각 

t에서 분침과 시침이 이루는 각은 
11
6 pt이다.

이때, 두 바늘의 끝 점 사이의 거리가 x(t)이므로 코사인

법칙에 의하여

{x(t)}Û`=aÛ`+bÛ`-2ab`cos` 116 pt

∴ x(t)=®ÉaÛ`+bÛ`-2ab`cos` 116 pt

두 바늘의 끝 점이 가까워지거나 멀어지는 속도 v(t)는 	

x'(t)=v(t)이므로 위의 식의 양변을 t에 대하여 미분하면

v(t)‌�=
2ab`sin` 116 pt_

11
6 p

2®ÉaÛ`+bÛ`-2ab`cos` 116 pt
	  

=
11abp`sin` 116 pt

6®ÉaÛ`+bÛ`-2ab`cos` 116 pt

이때, 0<t< 6
11 에서

v(t)‌�= 11abp
6  `

sinÛ`` 116 pt

aÛ`+bÛ`-2ab`cos` 116 pt
	 

= 11abp
6  `

1-cosÛ`` 116 pt

aÛ`+bÛ`-2ab`cos` 116 pt

z=cos` 116 pt (-1ÉzÉ1)로 놓고

f(z)= 1-zÛ`
aÛ`+bÛ`-2abz

이라 하자.

f '(z)‌�=
-2z(aÛ`+bÛ`-2abz)-(1-zÛ`)_(-2ab)

(aÛ`+bÛ`-2abz)Û`
	

=
2abzÛ`-2(aÛ`+bÛ`)z+2ab

(aÛ`+bÛ`-2abz)Û`
	  

=
2(az-b)(bz-a)
(aÛ`+bÛ`-2abz)Û`

f '(z)=0에서 z= b
a  또는 z= a

b

이때, a>b>0이므로 
a
b >1, 0< b

a <1

∴ z= b
a  (∵ -1ÉzÉ1)

함수 f(z)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

z -1 y b
a y 1

f '(z) + 0 -

f(z) ↗ 극대 ↘

함수 f(z)는 z= b
a 일 때, 극대이면서 최대이므로

본문 p. 69
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속도 v(t)는 cos` 116 pt=
b
a 를 만족시키는 t`{0<t< 6

11 }

에서 최댓값 
11
6 bp를 갖는다.

같은 방법으로 속도 v(t)는 
6
11 <t< 12

11 에서 최솟값 

- 11
6 bp를 갖고, 속도 v(t)는 주기가 

12
11 인 연속함수이

므로 최대·최소 정리에 의하여 속력 |v(t)|는 닫힌구간

[ 6
11 n, 

6
11 (n+1)]`(n=0, 1, 2, y, 21)

에서 최댓값을 갖는다.

따라서 속력이 최대가 되는 것은 22회 나타나므로

k=22� 답 22

1 30	 2 71	 3 4	 4 ②

이것이 수능	 p. 70

해결단계

➊ 단계
함수 y=g(x)의 그래프와 조건 ㈎를 이용하여 함수

y= f(x)의 그래프의 개형을 파악한다.

➋ 단계
조건 ㈏를 이용하여 함수 f(x)를 상수 b를 이용하여 나타

낸다.

➌ 단계
조건 ㈐를 만족시키기 위한 함수 f(x)의 극댓값의 조건을 

구한 후, 상수 b의 값을 구한다.

➍ 단계
함수 f(x)를 미분하여 f '(x)를 구한 후, f '(5)의 값을 구

한다.

g(x)=2xÝ`e-x에서

g'(x)=8xÜ`e-x-2xÝ`e-x=-2xÜ`e-x(x-4)

g'(x)=0에서 x=0 또는 x=4

함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y 0 y 4 y

g '(x) - 0 + 0 -

g(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

함수 g(x)는 x=0일 때 극솟값 g(0)=0, x=4일 때 극

댓값 g(4)=2á`e-4을 갖고, lim
x`Ú ¦

g(x)=0이므로 함수

y=g(x)의 그래프의 개형은 다음 그림과 같다.

한편, 사차함수 f(x)의 최고차항의 계수가 양수이므로 

최솟값이 0이면 사차함수 y= f(x)의 그래프는 x축에 접

해야 하고 그래프의 개형은 다음의 [그림 1] 또는 [그림 2]

와 같아야 한다.

[그림 1] [그림 2]

1 

사차함수 y= f(x)의 그래프의 개형이 [그림 2]와 같고, 

x=a에서 x축에 접한다고 하면 조건 ㈎의 방정식

h(x)=0, 즉 f(g(x))=0의 실근의 개수는 방정식

g(x)=a의 실근의 개수와 같다.    yy㉠

그런데 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=a는 a¾0일 

때, 많아야 세 점에서 만나므로 방정식 h(x)=0의 서로 

다른 실근의 개수가 4가 되기 위해서는 방정식 f(x)=0

은 2개의 0 이상의 실근을 가져야 한다.

즉, 사차함수 y= f(x)의 그래프의 개형은 [그림 1]과 같

고 최고차항의 계수가 
1
2 이므로

f(x)= 1
2 (x-a)Û`(x-b)Û` (0Éa<b)    yy㉡

이라 할 수 있다.

조건 ㈏에서 함수 h(x)는 x=0에서 극소이므로

h'(0)=0이고 x=0의 좌우에서 h'(x)의 부호가 음에서 

양으로 바뀌어야 한다.

h(x)= f(g(x))에서 h'(x)= f '(g(x))g'(x)이고

x=0의 좌우에서 g'(x)의 부호가 음에서 양으로 바뀌므

로 x=0의 좌우에서 f '(g(x))의 부호는 모두 양이어야 

한다.

이때, x=0의 좌우에서 g(x)>0이므로 x=0의 우측에

서 f '(x)>0이어야 한다.

그런데 a>0이면 x=0의 우측에서 f '(x)<0이므로 a=0

이어야 한다.

즉, ㉡에서 f(x)= 1
2 xÛ`(x-b)Û`    yy㉢

이때, f(x)=0에서 x=0 또는 x=b이므로 ㉠에 의하여 

방정식 g(x)=0 또는 g(x)=b의 서로 다른 실근의 개

수가 4이어야 한다.

방정식 g(x)=0의 실근은 0뿐이므로 방정식 g(x)=b
의 실근의 개수는 3이어야 하고 함수 y=g(x)의 그래프

와 직선 y=b는 서로 다른 세 점에서 만나야 한다.

한편, 조건 ㈐에서 방정식 h(x)=8, 즉 f(g(x))=8의 

서로 다른 실근의 개수가 6이어야 하므로 g(x)=t로 놓

으면 t¾0이고 주어진 방정식은 f(t)=8이다.

방정식 f(t)=8의 근은 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 

y=8의 교점의 개수와 같으므로 다음과 같이 경우를 나

누어 생각할 수 있다.

Ú	함수 f(x)의 극댓값이 8보다 작은 경우

	

	‌� 두 함수 y= f(x), y=8의 그래프의 교점의 x좌표 중

에서 0보다 큰 값을 a라 하면 f(t)=8에서 t=a이므

로 방정식 g(x)=a의 서로 다른 실근의 개수는 6이

어야 한다.

	‌� 그런데 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=a (a>0)
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인 직선은 많아야 세 점에서 만나므로 조건을 만족시

키지 않는다.

Û	함수 f(x)의 극댓값이 8인 경우

	

	‌� 두 함수 y= f(x), y=8의 그래프의 교점의 x좌표 중

에서 0보다 큰 값을 각각 a, b (a<b<b)라 하면 

	 f(t)=8에서 t=a 또는 t=b이므로 방정식 

	‌� g(x)=a 또는 g(x)=b의 서로 다른 실근의 개수의 

합이 6이어야 한다.

	‌� 이때, 다음 그림과 같이 함수 y=g(x)의 그래프와 직

선 y=a의 교점의 개수가 3이므로 함수 y=g(x)의 

그래프와 직선 y=b의 교점의 개수가 3이면 조건을 

만족시킨다.

	

	 즉, b<g(4)=2á`e-4이어야 한다.    yy㉣

Ü	함수 f(x)의 극댓값이 8보다 큰 경우

	

	‌� 두 함수 y= f(x), y=8의 그래프의 교점의 x좌표 중

에서 0보다 큰 값을 각각 a, b, c (0<a<b<b<c)

라 하면

	‌� f(t)=8에서 t=a 또는 t=b 또는 t=c이므로 세 방

정식 g(x)=a 또는 g(x)=b 또는 g(x)=c의 서로 

다른 실근의 개수의 합이 6이어야 한다.

	‌� 그런데 a<b<b에서 함수 y=g(x)의 그래프와 두 

직선 y=a, y=b의 교점의 개수는 각각 3이므로 방정

식 h(x)=8을 만족시키는 서로 다른 실근의 개수는 

6보다 크다.

Ú, Û, Ü에서 함수 f(x)의 극댓값은 8이어야 하므로 

㉢에서

f '(x)‌�=x(x-b)Û`+xÛ`(x-b)	 

=x(x-b)(2x-b)

f '(x)=0에서 x=0 또는 x=b 또는 x= b2
함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y 0 y b
2 y b y

f '(x) - 0 + 0 - 0 +

f(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

함수 f(x)는 x= b2 일 때 극댓값을 가지므로

f{ b2 }=8에서 
1
2 _{ b2 }2`_{-

b
2 }2`=8

bÝ`=2¡`    ∴ b=4 (∵ b>0)

∴ f(x)= 1
2 xÛ`(x-4)Û`

f(x)=8에서 
1
2 xÛ`(x-4)Û`=8

xÝ`-8xÜ`+16xÛ`-16=0

(x-2)Û`(xÛ`-4x-4)=0

∴ x=2 또는 x=2-2'2 또는 x=2+2'2
즉, b=2+2'2이고 ㉣을 만족시킨다.

따라서 f '(x)=x(x-4)(2x-4)이므로

f '(5)‌�=5_1_6=30� 답 30

해결단계

➊ 단계

f(x)=a(x-m)Û̀ +n으로 나타낸 후, 이차함수 y=f(x)의 

그래프가 직선 x=m에 대하여 대칭이므로 함수 y=g(x)의 

그래프도 직선 x=m에 대하여 대칭임을 파악한다.

➋ 단계
조건 ㈏를 이용하여 a의 부호와 함수 y=g(x)의 그래프의 

개형을 파악한 후, 조건 ㈎를 이용하여 m의 값을 구한다.

➌ 단계
조건 ㈏, ㈐를 이용하여 a, n의 값을 각각 구한 후,

|f(-1)|의 값을 구한다.

f(x)가 이차함수이므로

f(x)=a(x-m)Û`+n`(a, m, n은 유리수이고, a+0)

이라 하면

f '(x)=2a(x-m), f "(x)=2a

두 곡선 y= f(x)와 y=|f '(x)|는 각각 직선 x=m에 

대하여 대칭이므로 함수 g(x)=|f '(x)|e f(x)의 그래프

도 직선 x=m에 대하여 대칭이다.    yy㉠

x>m일 때,

g(x)‌�=|f '(x)|e f(x)	 

=|2a(x-m)|e f(x)	  

=2|a|(x-m)e f(x)

g '(x)‌�=2|a|{e f(x)+(x-m)e f(x)_ f '(x)}	  

=2|a|e f(x){1+2a(x-m)Û`}

이때, a>0이면 g '(x)>0이므로 함수 g(x)는 x>m에

서 증가하고 ㉠에 의하여 x<m에서 감소하므로 함수 

g(x)의 최댓값은 존재하지 않는다.

그런데 조건 ㈏에서 함수 g(x)의 최댓값이 4'e이므로

a<0

g '(x)=0에서 1+2a(x-m)Û`=0

(x-m)Û`=- 1
2a     ∴ x=m+®É- 1

2a  (∵ x>m)

x>m에서 함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 

다음과 같다.

x (m) y m+®É- 1
2a y

g '(x) + 0 -

g(x) ↗ 극대 ↘

2 

본문 pp. 69~70
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함수 g(x)는 x=m+®É- 1
2a 일 때 극대이면서 최대이

고 직선 x=m에 대하여 대칭이므로 함수 y=g(x)의 그

래프의 개형은 다음 그림과 같다.

조건 ㈎에서 함수 g(x)가 x=2에서 극솟값을 가지므로 

위의 그림에서 m=2

또한, 조건 ㈏에서 함수 g(x)의 최댓값이 4'e이므로

g{m+®É- 1
2a  }=4'e

| f '{m+®É- 1
2a  }|e f{m+®É- 1

2a
 
}=4'e

이때, 함수 f(x)는 상수항을 포함한 모든 항의 계수가 유

리수인 이차함수이고, 조건 ㈐에 의하여 방정식 	

g(x)=4'e의 근도 모두 유리수이므로 f '{m+®É- 1
2a  }과	

f{m+®É- 1
2a  }은 각각 유리수이다. 즉,

| f '{m+®É- 1
2a  }|=4, f{m+®É- 1

2a  }= 1
2

| f '{m+®É- 1
2a  }|=4에서 |2a_®É- 1

2a |=4

'Ä-2a=4, -2a=16    ∴ a=-8

f{m+®É- 1
2a  }= 1

2 에서 f{2+ 1
4 }=

1
2

-8{2+ 1
4 -2}2`+n= 1

2 , - 1
2 +n= 1

2

∴ n=1

따라서 f(x)=-8(x-2)Û`+1이므로

|f(-1)|=|-8_9+1|=71� 답 71

해결단계

➊ 단계

점 P의 시각 t에서의 위치를 이용하여 점 P의 속도와 속력

을 각각 구한 후, 점 P의 속력이 최대가 되기 위한 조건을 

파악한다.

➋ 단계

➊단계에서 구한 점 P의 속도를 이용하여 점 P의 가속도를 

구한 후, 점 P의 속력이 최대가 될 때의 점 P의 가속도의 

크기를 구한다.

x=1-cos`4t에서 
dx
dt =4`sin`4t

y= 1
4 `sin`4t에서 

dy
dt =cos`4t

점 P의 속도가 (4`sin`4t, cos`4t)이므로 속력은

¾Ð{ dx
dt }2`+{

dy
dt }2`‌�="Ã(4`sin`4t)Û`+(cos`4t)Û`	  

="Ã16`sinÛ``4t+cosÛ``4t	  

="Ã16`sinÛ``4t+1-sinÛ``4t	  

="Ã15`sinÛ``4t+1

점 P의 속력이 최대가 되려면

sinÛ``4t=1, 즉 cosÛ``4t=0

이어야 한다.

3 

또한,

dx
dt =4`sin`4t에서 

dÛ`x
dtÛ`

=16`cos`4t,

dy
dt =cos`4t에서 

dÛ`y
dtÛ`

=-4`sin`4t

이므로 점 P의 가속도는 (16`cos`4t, -4`sin`4t)

점 P의 가속도의 크기는

¾Ð{ dÛ`x
dtÛ`
}2`+{ dÛ`y

dtÛ`
}2`‌�="Ã(16`cos`4t)Û`+(-4`sin`4t)Û`	

="Ã256`cosÛ``4t+16`sinÛ``4t

따라서 점 P의 속력이 최대일 때 점 P의 가속도의 크기는

'Ä256_0+16_1=4� 답 4

해결단계

➊ 단계
점 Q는 직선 y=-x 위에 있고, 두 직선 PQ, y=-x가 

수직임을 이용하여 점 Q의 좌표를 구한다.

➋ 단계 점 Q의 속력을 구한 후, t=1일 때의 속력을 구한다.

점 Q가 직선 y=-x 위에 있으므로 좌표를 (a, -a)라 

하면 점 P에서 직선 y=-x에 내린 수선의 발이 Q이므

로 직선 PQ와 직선 y=-x는 서로 수직이다.

즉, 직선 PQ의 기울기가 1이므로

ln`(tÛ`+1)+a
tÜ`+2t-a

=1, ln`(tÛ`+1)+a=tÜ`+2t-a

2a=tÜ`+2t-ln`(tÛ`+1)

∴ a= 1
2 {tÜ`+2t-ln`(tÛ`+1)}

점 Q의 시각 t에서의 위치 (x, y)가

x= 1
2 {tÜ`+2t-ln`(tÛ`+1)},

y=- 1
2 {tÜ`+2t-ln`(tÛ`+1)}

이므로

dx
dt = 1

2 {3tÛ`+2- 2t
tÛ`+1

},

dy
dt =- 1

2 {3tÛ`+2- 2t
tÛ`+1

}

즉 점 P의 속도가

¦ 1
2 {3tÛ`+2- 2t

tÛ`+1
}, - 1

2 {3tÛ`+2- 2t
tÛ`+1

}¥이므로

점 Q의 속력은

¾Ð{ dx
dt }2`+{

dy
dt }2`

=¾Ð[ 12 {3tÛ̀ +2- 2t
tÛ`+1

}]2̀ +Ð[- 1
2 {3tÛ̀ +2- 2t

tÛ`+1
}]2̀

=¾Ð 12 {3tÛ`+2- 2t
tÛ`+1

}2`

따라서 t=1일 때의 점 Q의 속력은

®É 12 _(3+2-1)Û`='8=2'2� 답 ②

4 
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적분법III

여러 가지 적분법08

01 ④	 02 2	 03 ④	 04 eÛ`	 05 ②

06 ⑤	 07 ①	 08 
p
2

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 p. 73

f(x)‌�=:` ('§x+1)Û`
'§x dx 	  

=:` x+2'§x+1
'§x dx 	  

=:` {'§x+ 1
'§x +2}dx	  

= 2
3 x'§x+2'§x+2x+C`(단, C는 적분상수)

이때, f(1)= 2
3 이므로

2
3 +2+2+C= 2

3

∴ C=-4

따라서 f(x)= 2
3 x'§x+2'§x+2x-4이므로

f(9)‌�= 2
3 _9_'9+2_'9+2_9-4	 	

=18+6+18-4	 	

=38� 답 ④

:` 8x

2x-1 dx=:` 1
2x-1 dx+a_4x+b_2x+x+C

에서

:` 8x

2x-1 dx-:` 1
2x-1 dx=a_4x+b_2x+x+C

∴ :` 8x-1
2x-1 dx=a_4x+b_2x+x+C

� (단, C는 적분상수)    yy㉠

㉠의 좌변을 정리하면 

:` 8x-1
2x-1 dx‌�=:` (2x-1)(4x+2x+1)

2x-1 dx	  

=:` (4x+2x+1)dx	 

= 4x

ln`4 + 2x

ln`2 +x+C

01
 

02
 

즉, ㉠에서

4x

ln`4 + 2x

ln`2 +x+C=a_4x+b_2x+x+C이므로

a= 1
ln`4 , b= 1

ln`2

∴ 
b
a =

1
ln`2
1

ln`4

= ln`4
ln`2 = 2`ln`2

ln`2 =2� 답 2

곡선 y=f(x) 위의 임의의 점 (x, y)에서의 접선의 기

울기가 tanÛ``x이므로

f '(x)=tanÛ``x

∴ f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` tanÛ``x`dx	 

=:` (secÛ``x-1)dx	  

=tan`x-x+C`(단, C는 적분상수)

이때, 곡선 y=f(x)가 원점을 지나므로 

f(0)=0    ∴ C=0

따라서 f(x)=tan`x-x이므로

f{ p4 }=tan` p4 - p4 =1- p4 � 답 ④

f('§x)=t로 놓으면 f(x)>0에서 f('§x)>0이므로 

t>0

또한, 
dt
dx = f '('§x)_ 1

2'§x
이므로

F(x)‌�‌�=:` f '('§x)
'§xf('§x)

dx	 	

=:` [ 2
f('§x)

_
f '('§x)
2'§x ]dx	  

=:` 2
t dt	  

=2`ln`t+C`(∵ t>0)	  

=2`ln` f ('§x)+C`(단, C는 적분상수)

이때, F(1)=1이므로

2`ln f(1)+C=1, 2`ln`1+C=1

∴ C=1

즉, F(x)=2`ln f('§x)+1이므로

F(4)=5에서 2`ln f(2)+1=5 

ln f(2)=2    ∴ f(2)=eÛ`� 답 eÛ`

f(x)‌�=:` e2x

e2x-1
dx+:` ex`

e2x-1
dx	  

=:` e2x+ex

e2x-1
dx	  

=:` ex(ex+1)
(ex+1)(ex-1)

dx	  

=:` ex

ex-1 dx

03
 

04
 

05
 

본문 pp. 70~73
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이때, ex-1=t로 놓으면 
dt
dx =ex이므로 

f(x)‌�=:` ex

ex-1 dx=:` 1
t dt=ln`|t|+C	  

=ln`|ex-1|+C (단, C는 적분상수)

그런데 f(ln`5)=ln`2이므로 

ln`|eln`5-1|+C=ln`2, ln`|5-1|+C=ln`2

ln`4+C=ln`2  

∴ C=ln`2-ln`4=ln` 24 =ln` 12 =-ln`2 

따라서 f(x)=ln`|ex-1|-ln`2이므로 

f(ln`9)=ln`8-ln`2=ln`4� 답 ②

x>0일 때, 곡선 y= f(x) 위의 임의의 점 (x, y)에서의 

접선의 기울기가 
(ln`x)2

x 이므로 f '(x)=
(ln`x)2

x 이다.

ln`x=t로 놓으면 
dt
dx = 1

x 이므로

f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` (ln`x)2

x dx	  

=:` t2dt= 1
3 t3+C	  

= 1
3 (ln`x)3+C (단, C는 적분상수)

이때, 곡선 y= f(x)가 점 (e, 1)을 지나므로

f(e)=1에서 
1
3 (ln`e)3+C=1

1
3 +C=1    ∴ C= 2

3

따라서 f(x)= 1
3 (ln`x)3+ 2

3 이므로

f(e2)=
(ln`e2)3

3 + 2
3 = 8

3 + 2
3 = 10

3 � 답 ⑤

f(x)‌�=:` sin5`xdx	  

=:` sin4`x`sin`xdx	  

=:` (1-cosÛ``x)Û``sin`xdx

cos`x=t로 놓으면 
dt
dx =-sin`x이므로 

f(x)‌�=:` (1-cosÛ``x)Û``sin`xdx	  

=:` {-(1-tÛ`)Û`}dt	  

=:` (-tÝ`+2tÛ`-1)dt	  

=- 1
5 tÞ`+ 2

3 tÜ``-t+C	  

=- 1
5 `cos5`x+ 2

3 `cos3`x-cos`x+C 

� (단, C는 적분상수)

06
 

07
 

이때, f{ p2 }=
1
5 이므로 

- 1
5 `cos5` p2 + 2

3 `cos3` p2 -cos` p2 +C= 1
5

∴ C= 1
5

따라서 f(x)=- 1
5 `cos5`x+ 2

3 `cos3`x-cos`x+ 1
5

이므로 

f(0)‌�=- 1
5 `cos5`0+ 2

3 `cos3`0-cos`0+ 1
5 	 	

=- 1
5 + 2

3 -1+ 1
5 	  

=- 1
3 � 답 ①

f(x)‌�=:` ex`cos`xdx	  

=ex`cos`x+:` ex`sin`xdx	  

=ex`cos`x+ex`sin`x-:` ex`cos`xdx

즉, :` ex`cos`xdx=ex`cos`x+ex`sin`x-:` ex`cos`xdx

이므로

2:` ex`cos`xdx=ex(cos`x+sin`x)+C1

� (단, C1은 적분상수)

∴ f(x)= 1
2 ex(cos`x+sin`x)+C2

� (단, C2는 적분상수)

이때, f(0)= 1
2 이므로

1
2 (1+0)+C2=

1
2     ∴ C2=0

∴ f(x)= 1
2 ex(cos`x+sin`x)

한편, 부등식 f(x)¾ 1
2 ex에서

1
2 ex(cos`x+sin`x)¾ 1

2 ex

cos`x+sin`x¾1`(∵ ex>0)

'2`sin`{x+ p4 }¾1

즉, sin`{x+ p4 }¾
1
'2

이므로

p
4Éx+ p4É

3
4 p (∵ 0Éx<2p)  

∴ 0ÉxÉp2

따라서 a=0, b= p2 이므로 

a+b=0+ p2 = p2 � 답 
p
2

08
 

← ‌�u(x)=cos`x, v'(x)=ex으로 놓으면 
u'(x)=-sin`x, v(x)=ex

← ‌�p(x)=sin`x, q'(x)=ex으로 놓으면 
p'(x)=cos`x, q(x)=ex

‌�삼각함수의 합성에 의하여

적분법
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∴ f(x)‌�=:` f '(x)dx	 	

=:` {- 2
x2 + 1

2x'§x }dx		

= 2
x - 1

'§x +C1 (단, C1은 적분상수)

이때, f(1)=2이므로

2-1+C1=2    ∴ C1=1

따라서 f(x)= 2
x - 1

'§x +1이므로 

f(4)= 1
2 - 1

2 +1=1� 답 ②

4x+5
(x-1)(x+2)Û`

= a
x-1 + b

x+2 + c
(x+2)Û`

� yy㉠

라 하면 

a
x-1 + b

x+2 + c
(x+2)Û`

=
a(x+2)Û`+b(x-1)(x+2)+c(x-1)

(x-1)(x+2)Û`

=
(a+b)xÛ`+(4a+b+c)x+(4a-2b-c)

(x-1)(x+2)Û`

= 4x+5
(x-1)(x+2)Û`

 (∵ ㉠)

위의 등식은 x에 대한 항등식이므로 

a+b=0, 4a+b+c=4, 4a-2b-c=5

위의 세 식을 연립하여 풀면 

a=1, b=-1, c=1

∴ 
4x+5

(x-1)(x+2)Û`
= 1

x-1 - 1
x+2 + 1

(x+2)Û`
즉, 곡선 y=f(x) 위의 임의의 점 (x, y)에서의 접선의 

기울기가 
1

x-1 - 1
x+2 + 1

(x+2)Û`
이므로 

f '(x)= 1
x-1 - 1

x+2 + 1
(x+2)Û`

∴ f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` [ 1
x-1 - 1

x+2 + 1
(x+2)Û`

]dx	  

=ln`|x-1|-ln`|x+2|- 1
x+2 +C

� (단, C는 적분상수)

이때, 곡선 y=f(x)가 점 (-1, -1)을 지나므로

f(-1)=-1에서 ln`2-ln`1-1+C=-1

∴ C=-ln`2

따라서 f(x)=ln`|x-1|-ln`|x+2|- 1
x+2 -ln`2

이므로 곡선 y=f(x)가 y축과 만나는 점의 y좌표는

f(0)‌�‌�=-ln`2- 1
2 -ln`2=-ln`4- 1

2 � 답 ②

lim
x`Ú 0

f(x)
x =-a+5에서 극한값이 존재하고 x`Ú 0일 때, 

(분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

04
 

05
 

01 11 02 ④ 03 ② 04 ② 05 6

06 ④ 07 ① 08 3p 09 ① 10 1
6

11 41 12 ⑤ 13 -2`ln`2 14 ln`'3 15 ④

16 ② 17 1
e2p-1

18 p+3 19 3eÛ` 20 1

21 ④ 22 1
2 23 ① 24 p3

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 74~76

h(x)=f(x)-g(x)라 하면 

h'(x)‌�=f '(x)-g '(x)	  

=
x'§x

x+'§x -
'§x

x+'§x
	  

=
'§x(x-1)

x+'§x =
'§x('§x+1)('§x-1)
'§x('§x+1)

	  

='§x-1

∴ h(x)‌�=:`h'(x)dx	  

=:` ('§x-1)dx	  

= 2
3 x'§x-x+C (단, C는 적분상수)

이때, f(0)=g(0)+2에서 f(0)-g(0)=2

즉, h(0)=2이므로 C=2

따라서 f(x)-g(x)= 2
3 x'§x-x+2이므로

f(9)-g(9)‌�= 2
3 _9_'9-9+2	 	

=18-9+2=11� 답 11

2
x = d

dx {(x-1)f(x)}에서

:` 2
x dx=:` [ d

dx {(x-1)f(x)}]dx

∴ 2`ln`x=(x-1)f(x)+C (∵ x>0) 	  

� (단, C는 적분상수)

이때, x>0에서 함수 f(x)가 연속이므로 함수 f(x)는 

x=1에서 연속이다. 즉,

lim
x`Ú 1

2`ln`x=lim
x`Ú 1

{(x-1)f(x)+C}    ∴ C=0

따라서 2`ln`x=(x-1)f(x)이므로

x+1일 때, f(x)= 2`ln`x
x-1

∴ f(e)‌�= 2`ln`e
e-1 = 2

e-1 � 답 ④

:`xf '(x)dx=-2`ln`x+'§x+C의 양변을 x에 대하여 

미분하면 

xf '(x)=- 2
x + 1

2'§x

∴ f '(x)=- 2
x2 +

1
2x'§x

 (∵ x>0)

01
 

02
 

03
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100
Á
n=1

f n(x)

={ 1
2 `sin`2x-sin`x}+{ 13 `sin`3x- 1

2 `sin`2x}

+{ 1
4 `sin`4x- 1

3 `sin`3x}+y

+{ 1
101 `sin`101x- 1

100 `sin`100x}

=-sin`x+ 1
101 `sin`101x

∴ 
100
Á
n=1

f n{
p
2 }‌�=-sin` p2 + 1

101 `sin` 1012 p	  

=-1+ 1
101 =- 100

101 � 답 ①

조건 ㈎에서

Ú	x<0일 때,

	 f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` {(2x-1)2`ln`4}dx	 

=:` ln`4_(4x-2x+1+1)dx	  

= ln`4
ln`4 4x- ln`4

ln`2 2
x+1+x`ln`4+C1	  

=4x-2x+2+x`ln`4+C1 (단, C1은 적분상수)

Û	x>0일 때,

	 f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:`a`sin2`xdx	  

=a:` 1-cos`2x
2 dx	  

= a
2 x- a

4 `sin`2x+C2 (단, C2는 적분상수)

이때, 함수 f(x)가 실수 전체의 집합에서 연속이므로 함

수 f(x)는 x=0에서 연속이다. 즉,

lim
x`Ú 0-

f(x)= lim
x`Ú 0+

f(x)= f(0)에서

1-4+C1=C2    ∴ C2=C1-3   yy㉠

조건 ㈏에서 f(-2)= 33
16 -4`ln`2이므로

1
16 -1-2`ln`4+C1=

33
16 -4`ln`2

- 15
16 -4`ln`2+C1=

33
16 -4`ln`2

∴ C1=
33
16 + 15

16 = 48
16 =3

이것을 ㉠에 대입하여 풀면 C2=0

또한, f{ p2 }=
3
2 p이므로

a
2 _ p2 - a

4 `sin`p= 3
2 p, 

a
4 p=

3
2 p

∴ a= 3
2 p_

4
p=6

sin`{50p+ p2 }=sin` p2 =1

08
 

cos`2x=1-2`sinÛ``x에서

sinÛ``x= 1-cos`2x
2

즉, lim
x`Ú 0

f(x)=0이어야 하므로 f(0)=0

lim
x`Ú 0

f(x)
x =lim

x`Ú 0

f(x)-f(0)
x-0 =f'(0)에서

f '(0)=-a+5	 yy㉠

한편, f '(x)=4ae2x의 양변에 x=0을 대입하면 

f '(0)=4a	 yy㉡

㉠, ㉡에서 -a+5=4a

5a=5    ∴ a=1

즉, f '(x)=4e2x이므로 

f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` 4e2xdx	  

=2e2x+C (단, C는 적분상수)

이때, f(0)=0이므로

2+C=0    ∴ C=-2

따라서 f(x)=2e2x-2이므로

f(ln`2)‌�=2e2`ln`2-2=2_2Û`-2	  

=8-2=6� 답 6

f '(x)=e-2x+1- 1
2 e-x이므로

f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` {e-2x+1- 1
2 e-x}dx	  

=- 1
2 e-2x+1+ 1

2 e-x+C (단, C는 적분상수)

이때, f(1)=0이므로

- 1
2 e-1+ 1

2 e-1+C=0    ∴ C=0

따라서 f(x)=- 1
2 e-2x+1+ 1

2 e-x이므로

¦
Á
n=1

f(n)‌�=
¦
Á
n=1
{- 1

2 e-2n+1+ 1
2 e-n}	  

=- 1
2 _ e-1

1-e-2 +
1
2 _ e-1

1-e-1 	  

= -e
2(e2-1)

+ 1
2(e-1)

	 

= 1
2(e2-1)

� 답 ④

f n(x)‌�=:` {cos`(n+1)x-cos`nx}dx	 

= 1
n+1 `sin`(n+1)x- 1

n `sin`nx+C

� (단, C는 적분상수)

f n(0)=0이므로 C=0

따라서 f n(x)= 1
n+1 `sin`(n+1)x- 1

n `sin`nx이므로

06
 

07
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그런데 0<x<p에서 sin`x=0 또는 cos`x=1을 만족시

키는 x는 존재하지 않는다.

따라서 주어진 방정식의 실근은 
p
4 , 

3
4 p이므로 합은

p
4 + 3

4 p=p� 답 ①

f(x)‌�=:` cos`4x`cos`2xdx	  

=:` (1-2`sin2`2x)cos`2xdx

sin`2x=t로 놓으면 
dt
dx =2`cos`2x이므로

f(x)‌�=:` (1-2t2)_ 1
2 dt	  

=:` { 1
2 -t2}dt	  

= 1
2 t- 1

3 t3+C	  

= 1
2 `sin`2x- 1

3 `sin3`2x+C (단, C는 적분상수)

이때, lim
x`Ú 0

f(x)
x =1에서 극한값이 존재하고 x`Ú 0일 때, 

(분모)`Ú 0이므로 (분자)`Ú 0이어야 한다.

즉, lim
x`Ú 0

f(x)=0이어야 하므로

f(0)=0    ∴ C=0

따라서 f(x)= 1
2 `sin`2x- 1

3 `sin3`2x이므로

f{ p4 }‌�=
1
2 `sin` p2 - 1

3 `sin3` p2 	 

= 1
2 - 1

3 = 1
6 � 답 

1
6

ex+3=t로 놓으면 
dt
dx =ex이므로 

f(x)‌�=:` ex"Ãex+3dx	  

=:`'t`dt	  

= 2
3 t't+C	  

= 2
3 (ex+3)"Ãex+3+C (단, C는 적분상수)

한편, f '(x)=ex"Ãex+3>0에서 f(x)는 증가함수이므로 

함수 f(x)는 x=0일 때 최솟값을 갖고, x=ln`6일 때 

최댓값을 갖는다.

이때, 함수 f(x)의 최댓값과 최솟값의 합이 20이므로

f(ln`6)+f(0)

=[ 23 (eln`6+3)¿¹eln`6+3+C]+[ 2
3 _4'4+C]

={ 23 _9'9+C}+{ 16
3 +C}

=(18+C)+{ 16
3 +C}=20

10
 

11
 

따라서

f(x)=
(
{
9

4x-2x+2+x`ln`4+3 (x<0)

3x- 3
2 `sin`2x� (x¾0)

이므로

f(p)=3p- 3
2 `sin`2p=3p� 답 3p

단계 채점 기준 배점

㈎
x<0, x>0일 때의 함수 f '(x)의 부정적분을 각각 

구한 경우
40%

㈏ 조건 ㈏를 이용하여 함수 f(x)를 구한 경우 40%

㈐ f(p)의 값을 구한 경우 20%

f '(x)= cos`x
1+cos`x 이므로

f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` cos`x
1+cos`x dx	 

=:` cos`x(1-cos`x)
(1+cos`x)(1-cos`x)

dx	  

=:` cos`x(1-cos`x)
sin2`x

dx	  

=:` { cos`x
sin2`x

- cos`2`x
sin2`x

}dx	 

=:` (csc`x`cot`x-cot2`x)dx	  

=:` (csc`x`cot`x-csc2`x+1)dx	  

=-csc`x+cot`x+x+C`(단, C는 적분상수)

이때, f{ p2 }=
p
2 -1이므로

-1+ p2 +C= p2 -1    ∴ C=0

즉, f(x)=-csc`x+cot`x+x이므로

'2 f(x)- f '(x)-'2x+1=0에서

'2(-csc`x+cot`x+x)

� -csc`x`cot`x+csc2`x-1-'2x+1=0

-'2`csc`x+'2`cot`x-csc`x`cot`x+csc2`x=0

csc`x(csc`x-'2)-cot`x(csc`x-'2)=0

(csc`x-'2)(csc`x-cot`x)=0

∴ csc`x='2 또는 csc`x=cot`x

csc`x='2이므로 
1

sin`x ='2

sin`x= 1
'2

    ∴ x= p4  또는 x= 3
4 p (∵ 0<x<p)

csc`x=cot`x이면 
1

sin`x = cos`x
sin`x

sin`x=sin`x`cos`x, sin`x(cos`x-1)=0

∴ sin`x=0 또는 cos`x=1

09
 

=cscÛ``x-1
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이때, f(1)=0이므로 

2`ln` 12 +C=0, -2`ln`2+C=0  

∴ C=2`ln`2

따라서 f(x)=2`ln`| '§x'§x+1
|+2`ln`2이므로 

f{ 1
9 }‌�=2`ln`|

1
3

1
3 +1

|+2`ln`2	  

=2`ln` 14 +2`ln`2=-2`ln`2� 답 -2`ln`2

f(x)‌�=:` 1
sin`x dx=:` sin`x

sinÛ``x
dx	  

=:` sin`x
1-cosÛ``x

dx 

이때, cos`x=t로 놓으면 
dt
dx =-sin`x이므로 

f(x)‌�=:` sin`x
1-cosÛ``x

dx=:` -sin`x
cosÛ``x-1

dx	  

=:` 1
tÛ`-1

dt	  

=:` 1
(t-1)(t+1)

dt	  

= 1
2 :`{ 1

t-1 - 1
t+1 }dt	  

= 1
2 (ln`|t-1|-ln`|t+1|)+C	  

= 1
2 `ln`| t-1

t+1 |+C	  

= 1
2 `ln`| cos`x-1

cos`x+1 |+C (단, C는 적분상수)

∴ ‌�f{ p2 }-f{ p3 }	  

={ 1
2 `ln`| 0-1

0+1 |+C}-» 1
2 `ln`|

1
2 -1

1
2 +1

|+C¼	 ‌

=- 1
2 `ln` 13 =ln`'3� 답 ln`'3

조건 ㈏에서 f(x)+ f '(x)=(2x+1)exÛ`+1의

양변에 ex을 곱하면

ex{ f(x)+ f '(x)}=(2x+1)exÛ`+x+ex

{ex f(x)}'=ex f(x)+ex f '(x)이므로

:` {ex f(x)}'dx=:` {(2x+1)exÛ`+x+ex}dx

ex f(x)‌�=:` (2x+1)exÛ`+xdx+:` exdx	  

=:` (2x+1)exÛ`+xdx+ex+C1

� (단, C1은 적분상수)    yy㉠

이때, :` (2x+1)exÛ`+xdx에서

14
 

15
 

2C=- 10
3     ∴ C=- 5

3

따라서 f(x)= 2
3 (ex+3)"Ãex+3- 5

3 이므로

f(ln`13)‌�= 2
3 (eln`13+3)¿¹eln`13+3- 5

3 	  

= 2
3 _16'1�6- 5

3 	  

= 128
3 - 5

3 =41� 답 41

2x=t로 놓으면 
dt
dx =2x`ln`2이므로 

f(x)‌�=:` 8x

2x+1 dx=:` (2x)Û`_2x

2x+1 dx	 	

=:` tÛ`
t+1 _ 1

ln`2 dt	 	

= 1
ln`2 :` tÛ`-1+1

t+1 dt	 	 	

= 1
ln`2 :` [ (t+1)(t-1)

t+1 + 1
t+1 ]dt	 	

= 1
ln`2 :` {t-1+ 1

t+1 }dt		

= 1
ln`2 {

1
2 tÛ`-t+ln`|t+1|}+C	 	

= 1
ln`2 [

4x

2 -2x+ln`(2x+1)]+C`(∵ 2x+1>0)	

� (단, C는 적분상수)

이때, f(0)=1이므로 

1
ln`2 {

1
2 -1+ln`2}+C=1

∴ C= 1
2`ln`2

따라서 f(x)= 1
ln`2 [

4x

2 -2x+ln`(2x+1)]+ 1
2`ln`2 이

므로

f(1)‌�= 1
ln`2 (2-2+ln`3)+ 1

2`ln`2 	  

= 1+2`ln`3
2`ln`2 � 답 ⑤

'§x+1=t로 놓으면 
dt
dx = 1

2'§x
이므로

f(x)‌�=:` f '(x)dx	 	

=:` 1
x('§x+1)

dx	 	

=:` 2
'§x('§x+1)

_ 1
2'§x dx		

=:` 2
(t-1)t

dt	 	

=2:` { 1
t-1 - 1

t }dt	 	

=2(ln`|t-1|-ln|t|)+C		

=2`ln`| t-1
t |+C	 	

=2`ln`| '§x'§x+1
|+C (단, C는 적분상수)

12
 

13
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본문 pp. 75~76

함수 g(x)는 x=-1일 때 극댓값 g(-1)=1, x=1일 

때 극솟값 g(1)=-1을 가지므로 함수 y=g(x)의 그래

프는 다음 그림과 같다.

ㄱ.	‌�함수 g(x)는 x=-1일 때 극대이면서 최대이므로 

최댓값은 g(-1)=1이다. (참)

ㄴ.	‌�방정식 g(x)= 1
2 의 서로 다른 실근의 개수는 함수 

y=g(x)의 그래프와 직선 y= 1
2 의 서로 다른 교점

의 개수이다.

	‌� 위의 그림에서 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 	 

y= 1
2 의 교점의 개수는 2이므로 방정식 g(x)= 1

2 의 

서로 다른 실근의 개수는 2이다. (참)

ㄷ.	g'(x)= 2x2-2
"Ã2-x2 에서

	 g"(x)=
4x"Ã2-x2-(2x2-2)_ -x

"Ã2-x2

2-x2

	 =
4x(2-x2)+x(2x2-2)

(2-x2)"Ã2-x2

	 = -2x3+6x
(2-x2)"Ã2-x2

	 g"(x)=0에서 -2x3+6x=0

	 -2x(x+'3)(x-'3)=0

	 ∴ x=0 (∵ -'2<x<'2)
	‌� g"(0)=0이고, x=0의 좌우에서 g"(x)의 부호가 	

음에서 양으로 바뀌므로 곡선 y=g(x)는 x=0에서 

변곡점을 갖는다. (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

ln`x=t로 놓으면 
dt
dx = 1

x 이므로 

f(x)‌�=:` 1
x `sin`(ln`x)dx	  

=:` sin`tdt	  

=-cos`t+C	  

=-cos`(ln`x)+C (단, C는 적분상수)

이때, 곡선 y=f(x)가 점 (e-;2Ò;, 1)을 지나므로

f(e-;2Ò;)=1에서

-cos`(ln`e-;2Ò;)+C=1

-cos`{- p2 }+C=1    ∴ C=1

∴ f(x)=-cos`(ln`x)+1

곡선 y=f(x)가 x축과 만나는 점의 x좌표는 방정식

17
 

x2+x=t로 놓으면 
dt
dx =2x+1이므로

:` (2x+1)exÛ`+xdx‌�=:` etdt	  

=et+C2	  

=exÛ`+x+C2 (단, C2는 적분상수)

위의 식을 ㉠에 대입하면

ex f(x)=exÛ`+x+ex+C (단, C는 적분상수)� yy㉡

이때, 조건 ㈎에서 f(0)=2이므로

㉡에 x=0을 대입하면

2=1+1+C    ∴ C=0

따라서 ex f(x)=exÛ`+x+ex이므로

f(x)=exÛ`+1`(∵ ex+0)

∴ f(-1)=e+1� 답 ④

해결단계

➊ 단계 치환적분법을 이용하여 함수 f(x)를 구한다.

➋ 단계
미분을 이용하여 함수 g(x)=xf(x)의 증가와 감소를 파

악한 후, ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➌ 단계 함수 y=g(x)의 그래프를 그리고 ㄴ의 참, 거짓을 판별한다.

➍ 단계
함수 g(x)의 이계도함수를 이용하여 ㄷ의 참, 거짓을 판별

한다.

2-x2=t로 놓으면 
dt
dx =-2x이므로

f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` x
"Ã2-x2 dx	  

=- 1
2 :` 1
't` dt	  

=-'t`+C	  

=-"Ã2-x2+C (단, C는 적분상수)

이때, f(0)=-'2이므로 -'2+C=-'2
∴ C=0

따라서 f(x)=-"Ã2-x2이므로

g(x)=-x"Ã2-x2

g'(x)‌�=-"Ã2-x2-x_ -2x
2"Ã2-x2 	  

= 2x2-2
"Ã2-x2 	  

=
2(x+1)(x-1)
"Ã2-x2

g'(x)=0에서 x=-1 또는 x=1

함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x (-'2) y -1 y 1 y ('2)
g '(x) + 0 - 0 +

g(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

16
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F{ p2 }
p
2

=-sin` p2 +C, 
p
p
2

=-1+C

2=-1+C    ∴ C=3
F(x)

x =-sin`x+3에서

F(x)=-x`sin`x+3x이므로

f(x)=-sin`x-x`cos`x+3

∴ f(p)‌�=-sin`p-p`cos`p+3=p+3

조건 ㈎에서 
d
dx { f(x)-g(x)}=xex이므로

f(x)-g(x)‌�=:`xexdx	  

=xex-:` exdx	  

=xex-ex+C1 (단, C1은 적분상수)

� yy㉠

㉠의 양변에 x=0을 대입하면 

f(0)-g(0)=-1+C1

이때, 조건 ㈐에서 f(0)-g(0)=0-1=-1이므로

-1+C1=-1    ∴ C1=0

∴ f(x)-g(x)=xex-ex`� yy㉡

한편, 조건 ㈏에서 
d
dx { f(x)g(x)}=(2x+1)e2x이므로

f(x)g(x)‌�=:` (2x+1)e2xdx		

=(2x+1)_ 1
2 e2x-:` 2_ 1

2 e2xdx	  

={x+ 1
2 }e

2x- 1
2 e2x+C2	  

=xe2x+C2 (단, C2는 적분상수)� yy㉢

㉢의 양변에 x=0을 대입하면 f(0)g(0)=C2

이때, 조건 ㈐에서 f(0)g(0)=0_1=0이므로 

C2=0

∴ f(x)g(x)=xe2x� yy㉣

㉡, ㉣에서

{ f(x)+g(x)}2‌�={ f(x)-g(x)}2+4f(x)g(x)	

=(xex-ex)2+4xe2x	  

=x2e2x+2xe2x+e2x	  

=(x+1)2e2x

∴ f(x)+g(x)=|x+1|ex

∴ f(2)+g(2)=3e2� 답 3e2

f(x)+xf '(x)=(ln`x)Û`� yy㉠

{xf(x)}'=f(x)+xf '(x)이므로 ㉠에서 

{xf(x)}'=(ln`x)Û`

19
 

u(x)=x, v'(x)=ex으로 놓으면
u'(x)=1, v(x)=ex

p(x)=2x+1, q'(x)=e2x으로 놓으면 

p'(x)=2, q(x)= 1
2 e2x

20
 

f(x)=0의 실근과 같으므로

-cos`(ln`x)+1=0, cos`(ln`x)=1

ln`x=2kp    ∴ x=e2kp (단, k는 정수)

그런데 0<x<1에서 ln`x<0이므로 k는 음의 정수이다.

따라서 a1=e-2p, a2=e-4p, a3=e-6p, y이므로

¦
Á
n=1

an=
¦
Á
n=1

e-2np= e-2p

1-e-2p=
1

e2p-1
� 답 

1
e2p-1

xf(x)=F(x)-xÛ``cos`x  � yy㉠

㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면 

f(x)+xf '(x)=f(x)-2x`cos`x+xÛ``sin`x 

xf '(x)=-2x`cos`x+xÛ``sin`x 

∴ f '(x)=-2`cos`x+x`sin`x (∵ x+0)

∴ f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` (-2`cos`x+x`sin`x)dx	  

=-2:` cos`xdx+:`x`sin`xdx	  

=-2`sin`x-x`cos`x+:` cos`xdx	  

=-2`sin`x-x`cos`x+sin`x+C	 

=-sin`x-x`cos`x+C	 

� (단, C는 적분상수)    yy㉡

이때, F{ p2 }=p이므로 ㉠의 양변에 x= p2 를 대입하면

p
2 f{ p2 }=F{ p2 }-{

p
2 }2`_cos` p2

p
2 f{ p2 }=p    ∴ f{ p2 }=2� yy㉢

㉡의 양변에 x= p2 를 대입하면

f{ p2 }=-sin` p2 - p2 `cos` p2 +C

2=-1+C`(∵ ㉢)    ∴ C=3

따라서 f(x)=-sin`x-x`cos`x+3이므로 

f(p)=-sin`p-p`cos`p+3=p+3� 답 p+3

다른풀이

xf(x)=F(x)-x2`cos`x에서

xf(x)-F(x)=-x2`cos`x
xf(x)-F(x)

x2 =-cos`x (∵ x+0)

이때, [F(x)
x ]'= xf(x)-F(x)

x2 이므로

:` xf(x)-F(x)
x2 dx=:` (-cos`x)dx

F(x)
x =-sin`x+C (단, C는 적분상수)

F{ p2 }=p이므로 위의 식의 양변에 x= p2 를 대입하면

첫째항이 e-2p이고, 공비가 e-2p인 등비급수의 합

18
 

u(x)=x, v'(x)=sin`x로 놓으면 
u'(x)=1, v(x)=-cos`x
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본문 p. 76

- 1
2 -4+C=- 9

2     ∴ C=0

따라서 x2 f(x)=(x2+4x)`ln`x- 1
2 x2-4x이므로

f(x)={1+ 4
x }`ln`x- 1

2 - 4
x  (∵ x>0)

∴ f(e)={1+ 4
e }`ln`e- 1

2 - 4
e = 1

2 � 답 
1
2

F'(x)='2`sin`{ p4 -ln`x}이므로

p
4 -ln`x=t로 놓으면

ln`x= p4 -t    ∴ x=e;4Ò;-t

즉, 
dx
dt =-e;4Ò;-t이므로

F(x)

=:`F'(x)dx

=:`'2`sin`{ p4 -ln`x}dx

=:`-'2 e;4Ò;-t`sin`tdt

=-'2 :` e;4Ò;-t`sin`tdt� yy㉠

=-'2 {-e;4Ò;-t`sin`t+:` e;4Ò;-t`cos`tdt}

='2 e;4Ò;-t`sin`t-'2 :` e;4Ò;-t`cos`tdt

='2 e;4Ò;-t`sin`t-'2{-e;4Ò;-t`cos`t-:` e;4Ò;-t`sin`tdt}

='2 e;4Ò;-t`sin`t+'2 e;4Ò;-t`cos`t+'2 :` e;4Ò;-t`sin`tdt

='2 e;4Ò;-t`sin`t+'2 e;4Ò;-t`cos`t-F(x)+C1

� (단, C1은 적분상수) (∵ ㉠)

즉, 2F(x)='2 e;4Ò;-t(sin`t+cos`t)+C1이므로

F(x)=
'2 
2 e;4Ò;-t(sin`t+cos`t)+C2

=
'2 
2 eln`x[sin`{ p4 -ln`x}+cos`{ p4 -ln`x}]+C2

=
'2 
2 x[sin`{ p4 -ln`x}+cos`{ p4 -ln`x}]+C2

� (단, C2는 적분상수)

F(ep)=-ep이므로

'2 
2 ep[sin`{- 3

4 p}+cos`{- 3
4 p}]+C2=-ep

'2 
2 ep{- '2 2 -

'2 
2 }+C2=-ep

-ep+C2=-ep    ∴ C2=0

23
 

u(t)=sin`t, v'(t)=e;4Ò;-t로 놓으면

u'(t)=cos`t, v(t)=-e;4Ò;-t

p(t)=cos`t, q '(t)=e;4Ò;-t로 놓으면

p'(t)=-sin`t, q(t)=-e;4Ò;-t

∴ xf(x)‌�=:` {xf(x)}'dx	 	

=:` (ln`x)Û`dx	 	

=x(ln`x)Û`-:`x_ 2`ln`x
x dx	  

=x(ln`x)Û`-2:` ln`xdx	  

=x(ln`x)Û`-2{x`ln`x-:`x_ 1
x dx}	  

=x(ln`x)Û`-2x`ln`x+2x+C 	  

� (단, C는 적분상수)    yy㉡

이때, f(1)=2이므로 ㉡의 양변에 x=1을 대입하면

f(1)=(ln`1)Û`-2`ln`1+2+C

2=2+C    ∴ C=0

즉, xf(x)=x(ln`x)Û`-2x`ln`x+2x이므로 

f(x)‌�=(ln`x)Û`-2`ln`x+2 (∵ x>0)	  

=(ln`x-1)Û`+1¾1

따라서 구하는 함수 f(x)의 최솟값은 1이다.� 답 1

:`x2 f(x)dx=g(x), :`xg(x)dx=h'(x)이므로

:`x5 f(x)dx

=:` {x3_x2 f(x)}dx

=x3g(x)-:` 3x2g(x)dx

=x3g(x)-3:` {x_xg(x)}dx

=x3g(x)-3[xh'(x)-:`h'(x)dx]

=x3g(x)-3xh'(x)+3:`h'(x)dx

=x3g(x)-3xh'(x)+3h(x)+C (단, C는 적분상수)

� 답 ④

f(x)+ x
2 f '(x)={1+ 2

x }`ln`x의 양변에 2x를 곱하면

2xf(x)+x2 f '(x)=(2x+4)`ln`x

{x2 f(x)}'=2xf(x)+x2 f '(x)이므로

x2 f(x)‌�=:` {xÛ` f(x)}'dx	  

=:` (2x+4)`ln`xdx	  

=(x2+4x)`ln`x-:` [ 1
x _(x2+4x)]dx	

=(x2+4x)`ln`x-:` (x+4)dx	  

=(x2+4x)`ln`x- 1
2 x2-4x+C

� (단, C는 적분상수)

이때, f(1)=- 9
2 이므로

u(x)=(ln`x)Û`, v'(x)=1로 놓으면

u'(x)= 2`ln`x
x , v(x)=x

‌�‌�p(x)=ln`x, q'(x)=1로 놓으면

p'(x)= 1
x , q(x)=x

21
 

← ‌�u(x)=xÜ`, v'(x)=xÛ`f(x)로 놓으면 
u'(x)=3xÛ`, v(x)=g(x)

 p(x)=x, q'(x)=xg(x)
← 로 놓으면

 p'(x)=1, q(x)=h'(x)

22
 

u(x)=ln`x, v'(x)=2x+4로 놓으면

u'(x)= 1
x , v(x)=xÛ`+4x

책1.indb   141 20. 6. 5.   오후 3:15



142  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

해결단계

➊ 단계

곡선 y=f(x) 위의 점 P(t, f(t))에서의 접선의 방정식

을 이용하여 OHÓ, HTÓ의 길이를 각각 t에 대한 식으로 나타

낸다.

➋ 단계
OHÓ：HTÓ=2：1임을 이용하여 f(x), f '(x) 사이의 관계

식을 구한 후, 부정적분을 이용하여 f(x)를 구한다.

➌ 단계
곡선 y=f(x)가 점 (1, 1)을 지남을 이용하여 적분상수를 

구한 후, f(2)의 값을 구한다.

곡선 y=f(x) 위의 점 P(t, f(t))`(t>0)에서의 접선

의 기울기는 f '(t)이므로 이 점에서의 접선의 방정식은

y-f(t)=f '(t)(x-t)

접선과 x축의 교점 T의 x좌표는

-f(t)=f '(t)x-tf '(t)에서 

x=t-
f(t)
f '(t)

∴ OHÓ=t, HÕTÓ=[t- f(t)
f '(t)

]-t=-
f(t)
f '(t)

이때, OHÓ：HÕTÓ=2：1이므로

2HÕTÓ=OHÓ

-2_
f(t)
f '(t)

=t    ∴ 
f '(t)
f(t)

=- 2
t

즉, 
f '(x)
f(x)

=- 2
x 이므로 

:` f '(x)
f(x)

dx=:` {- 2
x }dx

ln` f(x)‌�=-2`ln`x+C	  

=ln` e
C

xÛ`
 (∵ x>0, f(x)>0)

∴ f(x)= eC

xÛ`
 (단, C는 적분상수)

곡선 y=f(x)가 점 (1, 1)을 지나므로

eC=1

따라서 f(x)= 1
xÛ`

이므로 

f(2)= 1
4 � 답 

1
4

해결단계

➊ 단계
x=t에서의 접선의 기울기가 f '(t)임을 이용하여 부정적

분 f(t)를 구한다.

➋ 단계 접선의 방정식에서 g(t)를 구한다.

➌ 단계 f(p)+g(p)의 값을 구한다.

곡선 y=f(x) 위의 점 (t, f(t))에서의 접선의 방정식

y=et`(sin`t+cos`t)x+g(t)    yy㉠

에서 곡선 y=f(x) 위의 점 (t, f(t))에서의 접선의 기

울기는 f '(t)이므로 

f '(t)=et`(sin`t+cos`t) 	  

이때, u(t)=sin`t+cos`t, v'(t)=et으로 놓으면 

u'(t)=cos`t-sin`t, v(t)=et이므로

01
 

( y좌표)=0

02
 

따라서 F(x)=
'2 
2 x[sin`{ p4 -ln`x}+cos`{p4 -ln`x}]

이므로

F(1)‌�=
'2 
2 _{ '2 2 +

'2 
2 }=1� 답 ①

조건 ㈎에서 f '(x)=2x`cos`x이므로

f(x)=:` 2x`cos`xdx

이때, u(x)=2x, v'(x)=cos`x로 놓으면

u'(x)=2, v(x)=sin`x이므로

f(x)‌�=:` 2x`cos`xdx	 	

=2x`sin`x-2:` sin`xdx	 	

=2x`sin`x+2`cos`x+C`(단, C는 적분상수)

한편, f '(x)=0에서 2x`cos`x=0

0<x<p이므로 x= p2
0<x<p에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내

면 다음과 같다.

x (0) y p
2 y (p)

f '(x) + 0 -

f(x) ↗ 극대 ↘

즉, 0<x<p에서 함수 f(x)는 x= p2 일 때 극대이면서 

최대이므로 함수 f(x)의 최댓값은

f{ p2 }‌�=2_ p2 _sin` p2 +2_cos` p2 +C	 	

=p+C

이때, 조건 ㈏에서 함수 f(x)의 최댓값이 p이므로 

p+C=p    ∴ C=0

∴ f(x)=2x`sin`x+2`cos`x

그런데 두 함수 y=f(x)와 g(x)=2x`sin`x+1의 그래

프가 x=a에서 만나므로 

2a`sin`a+2`cos`a=2a`sin`a+1

cos`a= 1
2     ∴ a= p3  (∵ 0<a<p)� 답 

p
3

01 
1
4 	 02 pep	 03 2+ln` 54 	 04 

5
12 p	 05 ⑤

06 
19
4 	 07 

3
2 -ln`2

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 77

24
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본문 pp. 76~77

	 이때, 
t-2

t(t-1)
‌� = a

t + b
t-1 	라 두면

	
a
t + b

t-1 ‌�=
a(t-1)+bt

t(t-1)
	  

=
(a+b)t-a

t(t-1)
= t-2

t(t-1)

	 위의 등식은 t에 대한 항등식이므로

	 a+b=1, -a=-2

	 ∴ a=2, b=-1

	 즉, 
t-2

t(t-1)
= 2

t - 1
t-1 이므로 ㉠에서

	 f(x)‌�= 1
2 :` t-2

t(t-1)
dt	  

= 1
2 :` { 2

t - 1
t-1 }dt	  

= 1
2 (2`ln`|t|-ln`|t-1|)+C2	 	

=ln`|t|- 1
2 `ln`|t-1|+C2	 	

=ln`(e2x+1)- 1
2 `ln`e2x+C2	 	

� (단, C2는 적분상수)

Ú, Û에서 함수 f(x)가 x=0에서 연속이므로 

lim
x`Ú 0+

[ln`(e2x+1)- 1
2 `ln`e2x+C2]= lim

x`Ú 0-
(x+2)

ln`2- 1
2 _ln`1+C2=2

∴ C2=2-ln`2

∴ f(x)=ln`(e2x+1)- 1
2 `ln`e2x+2-ln`2`(단, x¾0)

이때, ln`2>0이므로

f(ln`2)‌�=ln`(e2`ln`2+1)- 1
2 `ln`e2`ln`2+2-ln`2	 	

=ln`(4+1)- 1
2 `ln`4+2-ln`2	 	

=ln`5-ln`2+2-ln`2	 	

=2+ln`5-2ln`2	 	

=2+ln` 54 � 답 2+ln` 54

해결단계

➊ 단계
g(x)는 함수 f(x)의 역함수이므로 f(g(x))=x의 양변

을 x에 대하여 미분하여 식을 세운다.

➋ 단계
f '(x)=1+{ f(x)}2의 x 대신에 g(x)를 대입한 후 ❶단

계에서 세운 식과 연립하여 g'(x)를 구한다.

➌ 단계
g(x)=:` g'(x)dx임을 이용하여 함수 g(x)를 구하고

g(1)의 값을 구한다.

g(x)는 함수 f(x)의 역함수이므로

f(g(x))=x

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면 

f '(g(x))g'(x)=1	 yy㉠

04
 

f(t)‌�=:` f '(t)dt	 	

=:` et`(sin`t+cos`t)dt	 	

=et`(sin`t+cos`t)-:` et`(cos`t-sin`t)dt	  

=et`(sin`t+cos`t)-et`(cos`t-sin`t)	  

� +:` et`(-sin`t-cos`t)dt	

=2et`sin`t-f(t)+C1 (단, C1은 적분상수)

2 f(t)=2et`sin`t+CÁ

∴ f(t)=et`sin`t+C2 (단, C2는 적분상수)

곡선 y=f(x)가 원점을 지나므로 f(0)=0에서 C2=0

∴ f(t)=et`sin`t

한편, 점 (t, f(t))에서의 접선의 방정식은 

y-f(t)=f '(t)(x-t)

즉, y=f '(t)x-tf '(t)+f(t)이므로 ㉠에서 

g(t)‌�=f(t)-tf '(t)	 

=et`sin`t-tet(sin`t+cos`t)

∴ ‌�f(p)+g(p)	  

=ep sin`p+{ep`sin`p-pep(sin`p+cos`p)}	  

=pep� 답 pep

해결단계

➊ 단계 x<0에서의 부정적분 f(x)를 구한다.

➋ 단계
치환적분법을 이용하여 x>0에서의 부정적분 f(x)를 구

한다.

➌ 단계
함수 f(x)가 x=0에서 연속임을 이용하여 f(x)를 구하

고, f(ln`2)의 값을 구한다.

Ú x<0일 때,

	 f(x)‌�=:` f '(x)dx`	 	

=:` dx=x+C1`(단, C1은 적분상수)

	 함수 y=f(x)의 그래프가 점 (-1, 1)을 지나므로 

	 1=-1+C1    ∴ C1=2

	 ∴ f(x)=x+2`(단, x<0)

Û x>0일 때, 

	 ‌�e2x+1=t로 놓으면 e2x=t-1에서 e2x-1=t-2이

고 
dt
dx =2e2x이므로 

	 f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=:` e2x-1
e2x+1

dx	 

=:` t-2
t _ 1

2(t-1)
dt	 

= 1
2 :` t-2

t(t-1)
dt    yy㉠

p(t)=cos`t-sin`t,
q'(t)=et으로 놓으면 
p'(t)=-sin`t-cos`t,
q(t)=et

03
 

책1.indb   143 20. 6. 5.   오후 3:16



144  |  블랙라벨 미적분

A n s w e r

f '(x)‌�=nxn-1ex+xnex	  

=xn-1ex(x+n)

이므로 f '(x)=0에서 x=-n 또는 x=0`(∵ n¾2)
Ú	n이 짝수인 경우

	‌� 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

	

x y -n y 0 y

f '(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

	‌� 함수 f(x)는 x=-n일 때 극댓값을 갖고, x=0일 

때 극솟값을 갖는다.

Û	n이 홀수인 경우

	‌� 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

	

x y -n y 0 y

f '(x) - 0 + 0 +

f(x) ↘ 극소 ↗ ↗

	 함수 f(x)는 x=-n일 때 극솟값을 갖는다.

조건 ㈏에서 함수 f(x)는 극댓값 
224

e8 을 가지므로 n은 

짝수이고 f(-n)= 224

e8

(-n)ne-n= nn

en = 224

e8

∴ n=8`(∵ n은 자연수)

따라서 f(x)=x8ex이므로

g(x)= f(x)-ex=x8ex-ex=(x8-1)ex

ㄱ.	g(1)=(1-1)e1=0 (참)

ㄴ.	g(x)=(x8-1)ex에서

	 g'(x)‌�=8x7ex+(x8-1)ex	 

=ex(x8+8x7-1)
	 g'(x)=0에서 x8+8x7-1=0 (∵ ex>0)
	 h(x)=x8+8x7-1이라 하면

	 h'(x)=8x7+56x6=8x6(x+7)
	‌� h'(x)=0에서 x=-7 또는 x=0
	‌� 함수 h(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 

같다.

	

x y -7 y 0 y

h'(x) - 0 + 0 +

h(x) ↘ 극소 ↗ -1 ↗

	‌� 함수 y=h(x)의 그래프는

	‌� 오른쪽 그림과 같고, 함수	

y=h(x)의 그래프와 x축의 

교점이 존재하므로 방정식 	

g'(x)=0은 실근을 갖는다. 

� (참)

ㄷ.	‌�ㄴ에서 함수 y=h(x)의 그래프와 x축의 교점의 x좌

표를 a, b(a<b)라 하면

	 h(a)=h(b)=0이므로 g'(a)=g'(b)=0
	‌� 함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 

같다.

f '(x)=1+{ f(x)}Û`에서 x 대신에 g(x)를 대입하면

f '(g(x))=1+{ f(g(x))}Û`  

∴ f '(g(x))=1+xÛ`

즉, ㉠에서 

g'(x)= 1
f '(g(x))

= 1
1+xÛ`

x=tan`h로 놓으면 
dx
dh=secÛ̀ `h이므로

g(x)‌�=:` g'(x)dx	  

=:` 1
1+xÛ`

dx	  

=:` secÛ``h
1+tanÛ``h dh	  

=:` secÛ``h
secÛ``h dh	  

=:`dh=h+C (단, C는 적분상수)    yy㉡

이때, f{ p6 }=0에서 g(0)= p6 이고, 0=tan`h에서 

h=0이므로 ㉡에 x=0, h=0을 대입하면

g(0)=0+C= p6     ∴ C= p6

∴ g(x)=h+ p6  (단, x=tan`h), 즉 g(tan`h)=h+ p6

따라서 1=tan`h에서 h= p4 이므로 

g(1)= p4 + p6 = 5
12 p� 답 

5
12 p

해결단계

➊ 단계
주어진 식을 변형하여 적분한 후, 극댓값 

224

e8 을 갖기 위한 

자연수 n의 값을 구하여 함수 f(x)를 구한다.

➋ 단계
➊단계에서 구한 함수 f(x)를 이용하여 함수 g(x)를 구

한 후, ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➌ 단계
도함수 g'(x)의 그래프의 개형을 추측하여 ㄴ의 참, 거짓을 

판별한다.

➍ 단계 사잇값 정리를 이용하여 ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

f '(x)= f(x)+nxn-1ex에서

f '(x)- f(x)=nxn-1ex

-e-x f(x)+e-x f '(x)=nxn-1

이때, {e-x f(x)}'=-e-x f(x)+e-x f '(x)이므로

:` {e-x f(x)}'dx=:`nxn-1dx

e-x f(x)=xn+C (단, C는 적분상수)

조건 ㈎에서 f(0)=0이므로 이 식에 x=0을 대입하면

e0 f(0)=0+C    ∴ C=0

즉, e-x f(x)=xn이므로 f(x)=xnex

05
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본문 p. 77

	

x y a y b y

g'(x) + 0 - 0 +

g(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

	 함수 g(x)는 x=a일 때 극댓값을 갖고,

	 g'(-9)‌�={(-9)8+8_(-9)7-1}e-9	  

=(98-8_97-1)e-9	 

=(97-1)e-9>0,

	 g'(-8)‌�={(-8)8+8_(-8)7-1}e-8	  

=(88-8_87-1)e-8	 

=-e-8<0

	‌� 이므로 사잇값 정리에 의하여 g'(x)=0을 만족시키

는 x의 값이 열린구간 (-9, -8)에 존재한다. (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

해결단계

➊ 단계
주어진 식을 적분하여 함수 g(x)를 f(x)를 이용하여 나

타낸다.

➋ 단계
조건 ㈎, ㈏를 이용하여 a, b의 값을 각각 구한 후, 함수 

g(x)를 구한다.

➌ 단계
함수 (x-1)eg(x)가 극값을 갖는 x의 값을 모두 구한 후, 

그 곱을 구한다.

{ f(x)}2+ f(x)-6={ f(x)+3}{ f(x)-2}이므로

3 f(x)-1
{ f(x)}2+ f(x)-6

=
p

f(x)+3
+

q
f(x)-2

� yy㉠

라 두면

p
f(x)+3

+
q

f(x)-2
‌�=

(p+q) f(x)-2p+3q
{ f(x)+3}{ f(x)-2}

	 

=
3 f(x)-1

{ f(x)}Û`+ f(x)-6
위의 등식은 x에 대한 항등식이므로

p+q=3, -2p+3q=-1    ∴ p=2, q=1

g(x)‌�=:` 3 f(x)-1
{ f(x)}2+ f(x)-6

dx	  

=:` [ 2
f(x)+3

+ 1
f(x)-2

]dx (∵ ㉠)	

=:` { 2
ax+b+3 + 1

ax+b-2 }dx	  

� (∵ f(x)=ax+b)	

= 2
a `ln |ax+b+3|+ 1

a `ln |ax+b-2|+C

� (단, C는 적분상수)

곡선 y=g(x)의 점근선이 x=- b+3
a , x=- b-2

a 이

고, 조건 ㈎에 의하여 이 두 점근선이 x=1, x=6이어야 

한다.

Ú	- b+3
a =1, - b-2

a =6일 때,

	‌� b+3=-a, b-2=-6a이므로 이 두 식을 연립하면

	 a=1, b=-4

06
 

Û	- b+3
a =6, - b-2

a =1일 때,

	‌� b+3=-6a, b-2=-a이므로 이 두 식을 연립하면

	 a=-1, b=3

	 그런데 a>0이므로 조건을 만족시키지 않는다.

Ú, Û에서 a=1, b=-4이므로

g(x)=2`ln |x-1|+ln |x-6|+C

� (단, C는 적분상수)

한편,

g'(x)‌�=
3 f(x)-1

{ f(x)+3}{ f(x)-2}
	  

=
3(x-4)-1

(x-1)(x-6)
	  

= 3x-13
(x-1)(x-6)

이므로

g'(x)=0에서 3x-13=0    ∴ x= 13
3

함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x y (1) y 13
3 y (6) y

g '(x) - + 0 - +

g(x) ↘ ↗ 극대 ↘ ↗

함수 g(x)는 x= 13
3 일 때 극댓값

g{ 13
3 }=2`ln` 103 +ln` 53 +C=ln` 50027 +C

를 가지므로 조건 ㈏에 의하여

ln` 50027 +C=3`ln` 103

∴ C=ln` 100027 -ln` 50027 =ln`2

즉,

g(x)‌�=2`ln |x-1|+ln |x-6|+ln`2	  

=ln`2(x-1)2|x-6|

이므로 eg(x)=2(x-1)2|x-6|`(x+1, x+6)

∴ ‌�(x-1)eg(x)	  

=2(x-1)3|x-6|	  

=[`
-2(x-1)3(x-6)	(x<1 또는 1<x<6)

2(x-1)3(x-6)	 (x>6)

y=2(x-1)3(x-6)에서

y'‌�=6(x-1)2(x-6)+2(x-1)3	  

=2(x-1)2(4x-19)

이므로

{(x-1)eg(x)}'

=[`
-2(x-1)2(4x-19)	(x<1 또는 1<x<6)

2(x-1)2(4x-19)	 (x>6)

{(x-1)eg(x)}'=0에서 x= 19
4

함수 (x-1)eg(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 

같다.

진수가 0이 되는
x의 값 제외
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x y (1) y 19
4 y (6) y

{(x-1)e g(x)}' + + 0 - +

(x-1)e g(x) ↗ ↗ 극대 ↘ ↗

함수 (x-1)eg(x)은 x= 19
4 일 때 극

댓값을 가지므로 그래프는 오른쪽 그

림과 같다.

∴ a= 19
4

� 답 
19
4

g(x)=:` 3 f(x)-1
{ f(x)}Û`+ f(x)-6

dx=:` 3 f(x)-1
{ f(x)+3}{ f(x)-2}

dx

에서 f(x)+-3, f(x)+2
이때, 두 직선 x=1, x=6은 곡선 y=g(x)의 점근선이므로

Ú f(1)=-3, f(6)=2 또는

Û f(1)=2, f(6)=-3이어야 한다.

Ú이면 a=1, b=-4이고 Û이면 a=-1, b=3
그런데 a>0이므로 a=1, b=-4이다.

즉, f(x)=x-4이다.

blacklabel 특강 참고

해결단계

➊ 단계
f '(x)=cos2` f(x)의 양변을 cos2` f(x)로 나눈 후, 양변

을 x에 대하여 적분하여 함수 f(x)를 구한다.

➋ 단계
함수 f(x)의 역함수 g(x)를 구한 후, 적분을 이용하여 함

수 G(x)를 구한다.

➌ 단계 G{ p3 }의 값을 구한다.

- p2 < f(x)< p2 에서 cos` f(x)+0이므로

f '(x)=cos2` f(x)의 양변을 cosÛ`` f(x)로 나누면

∴ 
f '(x)

cos2` f(x)
=1

∴ f '(x)`sec2` f(x)=1

위의 식의 양변을 각각 x에 대하여 적분하면

:` f '(x)`sec2` f(x)dx=:` dx   yy㉠

이때, f(x)=t로 놓으면 
dt
dx = f '(x)이므로

:` f '(x)`sec2` f(x)dx‌�=:` sec2`tdt	  

=tan`t+C1	  

=tan` f(x)+C1	  

� (단, C1은 적분상수)

즉, ㉠에서 tan` f(x)=x+Cª (단, Cª는 적분상수)

f(0)=0이므로 tan` f(0)=Cª    ∴ Cª=0

즉, tan` f(x)=x이므로 함수 f(x)의 역함수는

g(x)=tan`x`{- p2 <x< p2 }이다.

G(x)‌�=:` {g(x)}3dx	  

=:` tan3 xdx=:` tan2 x`tan xdx	  

07
 

=:` (sec2 x-1)tan`xdx	  

=:` sec2 x`tan`xdx-:` tan`xdx	  

=:` sec2 x`tan`xdx-:` sin`x
cos`x dx   yy㉡

이때, tan`x=p로 놓으면 
dp
dx =sec2`x,

cos`x=q로 놓으면

dq
dx =-sin`x이므로

㉡에서

G(x)‌�=:`pdp-:` -1
q dq	  

= 1
2  p2+ln`|q|+C£	  

= 1
2  tan2 x+ln |cos`x|+C£`(단, C£은 적분상수)

G(0)=0이므로 C£=0

따라서 G(x)= 1
2 `tan2`x+ln`|cos`x|이므로

G{ p3 }‌�=
1
2 `tan2` p3 +ln`|cos` p3 |	  

= 1
2 _('3)2+ln` 12 = 3

2 -ln`2� 답 
3
2 -ln`2

1 ①	 2 ②	 3 ⑤	 4 ④

이것이 수능	 p. 78

해결단계

➊ 단계 주어진 식의 양변을 적분한다.

➋ 단계 T(0)=100, T(3)=60을 이용하여 k의 값을 구한다.

T(t)-20=x로 놓으면 
dx
dt =T'(t)이므로

:` T'(t)
T(t)-20

dt‌�=:` 1
x dx	  

=ln`|x|+C '	  

=ln`|T(t)-20|+C '	  

� (단, C '은 적분상수)

∴ ln`|T(t)-20|=kt+C	 yy㉠

이때, T(0)=100이므로 ㉠에 t=0을 대입하면

ln`|T(0)-20|=C

∴ C=ln`80	 yy㉡

또한, T(3)=60이므로 ㉠에 t=3을 대입하면

ln`|T(3)-20|=3k+C

∴ C=ln`40-3k	 yy㉢

㉡, ㉢에서

ln`80=ln`40-3k, 3k=ln`40-ln`80

3k=ln` 12     ∴ k=- ln`2
3 � 답 ①

1
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본문 pp. 77~78

해결단계

➊ 단계 조건 ㈎의 양변을 적분하여 { f(x)}3을 구한다.

➋ 단계 { f(1)}3의 값을 구한다.

조건 ㈎에서 { f(x)}2 f '(x)= 2x
x2+1

 (x+0)이므로

:` { f(x)}2 f '(x)dx=:` 2x
x2+1

dx   yy㉠

㉠의 좌변에서 f(x)=t로 놓으면 
dt
dx = f '(x)이므로

:` { f(x)}Û` f '(x)dx‌�=:` tÛ`dt	  

= 1
3 tÜ`+CÁ	  

= 1
3 { f(x)}Ü`+CÁ	  

� (단, CÁ은 적분상수)

㉠의 우변에서 x2+1=s로 놓으면 
ds
dx =2x이므로

:` 2x
xÛ`+1

dx‌�=:` 1
s ds	  

=ln`|s|+Cª	  

=ln`(x2+1)+Cª (단, Cª는 적분상수)

㉠에서

1
3 { f(x)}Ü`=ln`(xÛ`+1)+C£ (단, C£은 적분상수)

조건 ㈏에서 f(0)=0이므로

1
3 { f(0)}3=ln`1+C£    ∴ C£=0

즉, 
1
3 { f(x)}3=ln`(x2+1)에서

{ f(x)}Ü`=3`ln`(xÛ`+1)이므로

{ f(1)}3=3`ln`2� 답 ②

해결단계

➊ 단계
주어진 식과 역함수의 미분법을 이용하여 g'(x)를 g(x)를 

사용하여 나타낸 후, ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➋ 단계
➊단계에서 구한 식을 변형하여 적분한 후, 함수 g(x)에 

관한 식을 구하여 ㄴ의 참, 거짓을 판별한다.

➌ 단계
➋단계에서 구한 식과 사잇값 정리를 이용하여 ㄷ의 참, 거

짓을 판별한다.

함수 f(x)의 역함수가 g(x)이고 f(1)=2이므로

g(2)=1	 yy㉠

또한, f(g(x))=x이므로 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(g(x))g'(x)=1    ∴ f '(g(x))= 1
g'(x)

f '(x)=
1-xÛ`{ f(x)}Ü`

xÜ`{ f(x)}Û`
에 x 대신에 g(x)를 대입하면

f '(g(x))‌�=
1-{g(x)}2{ f(g(x))}3

{g(x)}3{ f(g(x))}2 	  

=
1-x3{g(x)}2

x2{g(x)}3  (∵f(g(x))=x)	  

= 1
g'(x)

∴ g'(x)=
x2{g(x)}3

1-x3{g(x)}2 	 yy㉡

2
 

3
 

ㄱ.	㉡에 x=2를 대입하면

	 g'(2)‌�= 22_{g(2)}3

1-23_{g(2)}2 	  

= 4_1
1-8_1  (∵ ㉠)	  

=- 4
7  (참)

ㄴ.	㉡에서

	 g'(x)[1-x3{g(x)}2]=x2{g(x)}3

	 g'(x)-x3g'(x){g(x)}2=x2{g(x)}3

	 ∴ g'(x)‌�=x3g'(x){g(x)}2+x2{g(x)}3	  

=x2{g(x)}2{xg'(x)+g(x)}

	 이 식의 양변을 x에 대하여 적분하면

	 :` g'(x)dx=:`x2{g(x)}2{xg'(x)+g(x)}dx

	 xg(x)=t로 놓으면

	
dt
dx =xg'(x)+g(x)이므로

	 g(x)‌�=:`x2{g(x)}2{xg'(x)+g(x)}dx	  

=:` t2dt	  

= 1
3 t3+C	  

= 1
3 x3{g(x)}3+C (단, C는 적분상수)

	 ㉠에서 g(2)=1이므로

	 1= 1
3 _23{g(2)}3+C이므로

	 1= 8
3 +C (∵ ㉠)    ∴ C=- 5

3

	 ∴ g(x)= 1
3 x3{g(x)}3- 5

3  (참)

ㄷ.	ㄴ에서 g(x)= 1
3 x3{g(x)}3- 5

3 이므로

	 이 식에 x=1을 대입하면

	 g(1)= 1
3 {g(1)}3- 5

3

	 {g(1)}3-3g(1)-5=0	 yy㉢

	 이때, h(x)=x3-3x-5라 하면

	 h'(x)=3x2-3=3(x+1)(x-1)

	 h'(x)=0에서 x=-1 또는 x=1

	‌� 함수 h(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

	

x y -1 y 1 y

h'(x) + 0 - 0 +

h(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

	 함수 h(x)는 x=-1일 때 극댓값을 갖고

	 h(-1)=(-1)3-3_(-1)-5=-3<0

	‌� 이므로 방정식 h(x)=0은 x>1에서 하나의 실근을 

갖는다.

	‌� 이때, ㉢에서 h(g(1))=0이므로 g(1)은 방정식

	 h(x)=0의 실근이고 g(1)>1이다.
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	 또한,

	 h(2)=23-3_2-5=-3<0,

	 h{ 52 }={
5
2 }

3
-3_ 5

2 -5= 25
8 >0

	‌� 이므로 사잇값 정리에 의하여 방정식 h(x)=0은 열

린구간 {2, 52 }에서 하나의 실근을 갖는다.

	 ∴ 2<g(1)< 5
2  (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

해결단계

➊ 단계
주어진 식의 양변을 적분하여 f(x), f(2x+1) 사이의 관

계식을 구한다.

➋ 단계
x=- 1

8 , x= 3
4 , x= 5

2 를 차례대로 대입하여 구한 식과 

조건 ㈏를 연립하여 f(-1)의 값을 구한다.

조건 ㈎에서

2{ f(x)}2 f '(x)={ f(2x+1)}2 f '(2x+1)이므로

:` 2{ f(x)}2 f '(x)dx=:` { f(2x+1)}2 f '(2x+1)dx

2
3 { f(x)}3= 1

6 { f(2x+1)}3+C1 (단, C1은 적분상수)

이 식에 x=-1을 대입하면

2
3 { f(-1)}3= 1

6 { f(-1)}3+CÁ

∴ CÁ= 1
2 { f(-1)}3

즉, 
2
3 { f(x)}Ü`= 1

6 { f(2x+1)}Ü`+ 1
2 { f(-1)}Ü`에서

{ f(2x+1)}3=4{ f(x)}3-3{ f(-1)}3� yy㉠

㉠에 x=- 1
8 을 대입하면

[ f{ 3
4 }]

3‌�
=4[ f{- 1

8 }]
3
-3{ f(-1)}3	  

=4-3{ f(-1)}3 {∵ ㈏ f{- 1
8 }=1}

㉠에 x= 3
4 을 대입하면

[ f{ 5
2 }]

3‌�
=4[ f{ 3

4 }]
3
-3{ f(-1)}3	  

=4[4-3{ f(-1)}3]-3{ f(-1)}3	  

=16-15{ f(-1)}3

㉠에 x= 5
2 를 대입하면

{ f(6)}3‌�=4[ f{ 5
2 }]

3
-3{ f(-1)}3	  

=4[16-15{ f(-1)}3]-3{ f(-1)}3	  

=64-63{ f(-1)}3

이때, 조건 ㈏에서 f(6)=2이므로

8=64-63{ f(-1)}3

63{ f(-1)}3=56, { f(-1)}3= 8
9

∴ f(-1)= 2
Ü'9 =

2  Ü'3
3 � 답 ④

4
 

정적분09

01 ②	 02 18	 03 21	 04 ⑤	 05 ②

06 ①	 07 2	 08 ②	

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 p. 80

함수 y= x
x+2 의 그래프는 오른쪽

그림과 같으므로 

-1ÉxÉ0일 때 
x

x+2É0, 

0ÉxÉ1일 때 
x

x+2¾0

∴ ‌�:_1!`| x
x+2 |dx 	  

=-:_0!` x
x+2 dx+:)1 x

x+2 dx 	  

=-:_0!`{1- 2
x+2 }dx+:)1 {1- 2

x+2 }dx	  

=-[x-2`ln`|x+2|]0_!+[x-2`ln`|x+2|]1) 	  

=(2`ln`2-1)+(1-2`ln`3+2`ln`2)	  

=4`ln`2-2`ln`3	  

=ln` 169 � 답 ②

f(-x)=f(x)이므로 f(x)는 우함수이고, y=sin`x, 

y=tan`x가 각각 기함수이므로 f(x)_sin`x, 

f(x)_tan`x는 각각 기함수이다.

∴ ‌�:
-;3Ò;

;3Ò;
` (sin`x-tan`x+3)f(x)dx 	  

=:
-;3Ò;

;3Ò;
` f(x)_sin`xdx-:

-;3Ò;

;3Ò;
` f(x)_tan`xdx 	 

� +3:
-;3Ò;

;3Ò;
` f(x)dx 

=0-0+2_3:) 
;3Ò;
` f(x)dx 	  

=2_3_3`{∵ :) 
;3Ò;
` f(x)dx=3} 	 	

=18� 답 18

함수 f(x)=
(
{
9

pxÛ`� (0ÉxÉ1)

p`sin` p2 x (1<xÉ2)
에서

f(0)=0, f(2)=p`sin`p=0이고,

lim
x`Ú 1-

f(x)= f(1)=p, lim
x`Ú 1+

f(x)=p`sin` p2 =p

이므로 함수 f(x)는 닫힌구간 [0, 2]에서 연속이다.

01
 

02
 

=0 =0

03
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=:
;2Ò;

0
"Ã4(1-cosÛ``h)_2`sin`hdh

=:
;2Ò;

0
"Ã4`sinÛ``h_2`sin`hdh

=:
;2Ò;

0
4`sinÛ``hdh`{∵ 0ÉhÉp2 에서 sin`h¾0}

=:
;2Ò;

0
{2-2(1-2`sinÛ``h)}dh

=:
;2Ò;

0
(2-2 cos`2h)dh`(∵ 1-2`sinÛ``h=cos`2h)

=[2h-sin`2h]
;2Ò;

0

={2_ p2 -sin`p}-(0-sin`0)=p� 답 ②

y="Ã4x-xÛ` 에서

(x-2)Û`+yÛ`=4`(y¾0)
따라서 함수 y="Ã4x-xÛ`의 그래프는 

오른쪽 그림과 같이 중심의 좌표가 

(2, 0)이고 반지름의 길이가 2인 원에

서 y¾0인 범위의 반원이다. 

blacklabel 특강 풀이첨삭�

:)2 e-x f(x)dx

=:)1 xe-xdx+:!2 (2-x)e-xdx

=[-xe-x]1)+:)1 e-xdx+[(x-2)e-x]2!-:!2 e-xdx

=- 1
e +[-e-x]1)+ 1

e -[-e-x]2!

=- 1
e +{- 1

e +1}+ 1
e -{- 1

eÛ`
+ 1

e }

=1- 2
e + 1

eÛ`
� 답 ①

f(x)‌�=3x+:!/ t(x-2t)ln`tdt 	  

=3x+x:!/ t`ln`tdt-2:!/ tÛ``ln`tdt

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면 

f '(x)‌�=3+:!/ t`ln`tdt+xÛ``ln`x-2xÛ``ln`x 	  

=3+:!/ t`ln`tdt-xÛ``ln`x    yy㉠

㉠의 양변에 x=1을 대입하면 f '(1)=3 

또한, ㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

f "(x)‌�=x`ln`x-2x`ln`x-xÛ`_ 1
x  	  

=-x`ln`x-x 

∴ f "(1)=-1

∴ f '(1)+f"(1)=3+(-1)=2� 답 2

06
 

u(x)=x, v'(x)=e-x으로 놓으면 
u'(x)=1, v(x)=-e-x

p(x)=2-x, q'(x)=e-x으로 놓으면 
p'(x)=-1, q(x)=-e-x

07
 

또한, 함수 f(x)가 모든 실수 x에 대하여 

f(x+2)=f(x)를 만족시키므로 f(x)는 주기가 2인 

함수이다. 즉,

:)2` f(x)dx‌�=:@4` f(x)dx=:$6` f(x)dx		

=y=:!2*0` f(x)dx

이므로

:@2`0` f(x)dx=9:)2` f(x)dx    yy㉠

한편, 

:)2` f(x)dx‌�=:)1`pxÛ`dx+:!2`p`sin` p2 xdx 	  

=[ p3 xÜ`]1)+[-2`cos` p2 x]2!	  

= p3 -2`cos`p+2`cos` p2 	  

= p3 +2

㉠에서

:@2`0` f(x)dx=9_{ p3 +2}=3p+18

따라서 a=3, b=18이므로

a+b=3+18=21� 답 21

:
``eÛ`

1

2`ln`x
x+x(ln`x)Û`

dx에서 ln`x=t로 놓으면 
dt
dx = 1

x

x=1일 때 t=0, x=eÛ`일 때 t=2이므로 

:
``eÛ`

1

2`ln`x
x+x(ln`x)Û`

dx‌�=:
``eÛ`

1

2`ln`x
1+(ln`x)Û`

_ 1
x dx 	  

=:)2 2t
1+tÛ`

dt    yy㉠

여기서 1+tÛ`=s로 놓으면 
ds
dt =2t

t=0일 때 s=1, t=2일 때 s=5이므로 ㉠에서

:
``eÛ`

1

2`ln`x
x+x(ln`x)Û`

dx‌�=:)2 2t
1+tÛ`

dt	  

=:!5 1s ds=[ln`|s|]5!	 

=ln`5� 답 ⑤

:)2`"Ã4x-xÛ`dx에서

"Ã4x-xÛ`="Ã4-(2-x)Û`

2-x=2`cos`h`(0ÉhÉp)로 놓으면 

x=2-2`cos`h에서 
dx
dh=2`sin`h

x=0일 때 h=0, x=2일 때 h= p2 이므로

:)2`"Ã4x-xÛ`dx

=:
;2Ò;

0
"Ã4-4`cosÛ``h_2`sin`hdh

04
 

05
 

본문 pp. 78~80
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∴ ‌�:)1``|f(x)|dx‌�=:)1``(-ex+3)dx 	  

=[-ex+3x]1) 	 

=(-e+3)-(-1+0)	  

=4-e� 답 4-e

단계 채점 기준 배점

㈎
함수 y= f(x)의 그래프가 지나는 두 점을 이용하여 

함수 f(x)를 구한 경우
50%

㈏ :)1``|f(x)|dx의 값을 구한 경우 50%

오른쪽 그림에서

∠OAP= p2 -h

점 O에서 선분 AP에 내린 수

선의 발을 H라 하면 

AÕHÓ‌�=OÕAÓ`cos`(∠OAP)	  

=2`cos`{ p2 -h}=2`sin`h

△OAP는 OÕAÓ=OPÓ인 이등변삼각형이므로

l(h)=2AHÓ=4`sin`h

∴ :
;2Ò;

;4Ò;
`l(h)dh‌�=:

;2Ò;

;4Ò;
4`sin`hdh=[-4`cos`h]

;2Ò;

;4Ò;
	

=0-{-4_
'2
2 }=2'2� 답 ④

f(n)‌�=:
n+1

n
{ex-(-e)np`sin`px}dx	 

=[ex+(-e)n`cos`px]
n+1

n
	 

={en+1+(-e)n`cos`(n+1)p}	  

� -{en+(-e)n`cos`np}	

={en+1-(-e)n`cos`np}-{en+(-e)n`cos`np}	

=en+1-en-2(-e)n`cos`np	  

=en+1-en-2(-e)n(-1)n (∵ cos`np=(-1)n)	

=en+1-en-2en	  

=en+1-3en	  

=(e-3)en

∴ 
¦
Á
n=1

f(n)
3n ‌�=

¦
Á
n=1

(e-3)en

3n 	  

=
¦
Á
n=1

(e-3){ e
3 }

n

	  

=

(e-3)e
3

1- e
3

=

(e-3)e
3

3-e
3

	  

=-e� 답 ⑤

02
 

03
 

cos`(np+p)‌�=cos`(p+np)	
=-cos`np

:``xexdx=G(x)라 하고 양변을 x에 대하여 미분하면

xex=G'(x)    yy㉠

∴ ‌�lim
x`Ú 1

1
xÛ`-1

`:
f(1)

f(x)
xexdx 	  

=lim
x`Ú 1

1
xÛ`-1

`:
f(1)

f(x)
G'(x)dx	  

=lim
x`Ú 1

G(f(x))-G(f(1))
xÛ`-1

	  

=lim
x`Ú 1
[ 1
x+1 _

f(x)-f(1)
x-1 		

� _
G(f(x))-G(f(1))

f(x)-f(1)
]	

= 1
2 _ f '(1)_G'( f(1))	 	

= 1
2 _(-1)_G'(2)`(∵ f '(1)=-1, f(1)=2)	

= 1
2 _(-1)_2eÛ``(∵ ㉠)	 	

=-eÛ`� 답 ②

01 4-e 02 ④ 03 ⑤ 04
'3
9 p 05

4(e-e-1)
3

06 8 07 1 08 ③ 09 ④ 10 ①

11 8 12
4'2
5 13 17 14 5p+60 15 ②

16 288 17 ③ 18 18 19 2 20 2+2`ln`2

21
p
2 22 -e 23 ;2!;`ln`5 24 ;2!;`e 25 36

26 ② 27 ③ 28 0.32

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 81~84

함수 y=ex의 그래프를 x축의 방향으로 a만큼, y축의 방

향으로 b만큼 평행이동하여 함수 y=f(x)의 그래프가 

되었다고 하면

f(x)=ex-a+b (단, a, b는 상수)

함수 y=f(x)의 그래프가 두 점 (0, -2), (ln`3, 0)을 

지나므로

f(0)=-2에서

e-a+b=-2    ∴ b=-2-e-a	 yy㉠

f(ln`3)=0에서

eln`3-a+b=0, 3e-a+b=0

∴ b=-3e-a  	 yy㉡

㉠, ㉡에서 -2-e-a=-3e-a 

2e-a=2, e-a=1    ∴ a=0

이것을 ㉡에 대입하면 b=-3

즉, f(x)=ex-3이므로

|f(x)|=|ex-3|=[`
-ex+3� (x<ln`3)

ex-3 	� (x¾ln`3)

08
 

01
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aÛ`= 4
3     ∴ a=

2'3
3 `(∵ a>1)

함수 f(a)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

a (1) y 2'3
3 y

f '(a) - 0 +

f(a) ↘ 극소 ↗

함수 f(a)는 a=
2'3
3 에서 극소이자 최소이므로 최솟값

은 f{ 2'3
3 }이다.

이때, a=
2'3
3 이면 sin`k=

3
2'3 =

'3
2

∴ k= p3 `{∵ 0<k< p2 } 

따라서 함수 f(a)의 최솟값은

f{ 2'3
3 }‌�=2_ p3 +2_

2'3
3 _`cos` p3 -

2'3
3 - p2 	

= p6

따라서 p=
2'3
3 , q= p6 이므로

pq=
2'3
3 _ p6 =

'3
9 p� 답 

'3
9 p

f(x)= ex-e-x

x2+2
에서

f(-x)= e-x-ex

(-x)2+2
=- ex-e-x

x2+2
=- f(x)

이므로 f(x)는 기함수이고, f(-x)=- f(x)이면

f '(-x)= f '(x)이므로 f '(x)는 우함수이다.

즉, 2 f '(x)는 우함수이고, xf '(x)는 기함수이다.

∴	:_1!` f '(x)(2-x)dx

	 =:_1!`{2 f '(x)-xf '(x)}dx

	 =4:)1`` f '(x)dx

	 =4[ f(x)]1)

	 =4{ f(1)- f(0)}

	 =4_{ e-e-1

3 - 1-1
2 }

	 =
4(e-e-1)

3 � 답 
4(e-e-1)

3

f '(-x)‌�=lim
h`Ú 0

f(-x+h)-f(-x)
h 	  

=lim
h`Ú 0

-f(x-h)+f(x)
h  (∵ f(x)는 기함수)	  

=lim
h`Ú 0

f(x-h)-f(x)
-h 	  

=f'(x)
즉, f '(-x)=f'(x)이므로 미분가능한 함수 f(x)가 기함수이면 

f '(x)는 우함수이다.

blacklabel 특강 풀이첨삭

05
 

해결단계

➊ 단계
0ÉxÉp2 에서 방정식 a`sin`x-1=0의 실근이 오직 하나

임을 파악한 후, 그 근을 k라 한다.

➋ 단계 함수 f(a)를 k를 이용하여 나타낸다.

➌ 단계
sin`k= 1

a 임을 이용하여 
dk
da , cos`k를 각각 구한 후, 

f '(a)를 구한다.

➍ 단계
함수 f(a)의 값이 최소가 되도록 하는 a의 값 p와 그 최솟

값 q를 각각 구한 후, pq의 값을 구한다.

a`sin`x-1=0에서 sin`x= 1
a 이므로 방정식

a`sin`x-1=0의 근은 함수 y=sin`x의 그래프와 직선 

y= 1
a 의 교점의 x좌표이다.

0ÉxÉp2 에서 함수 y=sin`x의 

그래프와 직선 y= 1
a 이 오른쪽 그

림과 같이 한 점에서 만나므로 이 

교점의 x좌표를 k라 하면 방정식 a`sin`x-1=0의 근도 

k이다.

즉, a`sin`k-1=0이므로 sin`k= 1
a 	 yy㉠

f(a)=:
;2Ò;

0
|a`sin`x-1|dx

=:)k``(1-a`sin`x)dx+:
;2Ò;

k
(a`sin`x-1)dx

=[x+a`cos`x]k)+[-a`cos`x-x]
;2Ò;

k

=(k+a`cos`k-a)+{- p2 +a`cos`k+k}

=2k+2a`cos`k-a- p2 	 yy㉡

이때, a>1이면 0< 1
a <1이므로 0<sin`k<1`(∵ ㉠)

즉, 0<k< p2 이므로 cos`k>0

∴ cos`k="Ã1-sinÛ``k=¾Ð1- 1
aÛ`

=
"ÃaÛ`-1

a  (∵ a>1)

또한, ㉠의 양변을 a에 대하여 미분하면

dk
da  cos`k=- 1

aÛ`
에서

dk
da =- 1

aÛ``cos`k
=- 1

a"ÃaÛ`-1
㉡의 양변을 a에 대하여 미분하면

f '(a)=2 dk
da +2`cos`k+2a_(-sin`k) dk

da -1

=- 2
a"ÃaÛ`-1

+
2"ÃaÛ`-1

a + 2
a"ÃaÛ`-1

-1

=
2"ÃaÛ`-1

a -1

f '(a)=0에서 
2"ÃaÛ`-1

a -1=0, 2"ÃaÛ`-1=a

위의 식의 양변을 제곱하면

4(aÛ`-1)=aÛ`, 3aÛ`=4

04
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따라서 ㉠에서 

:
;2Ò;

-;2Ò;
 f(x)dx+:

;2Ò;

-;2Ò;
 f(x)dx=:

;2Ò;

-;2Ò;
 cos`xdx

∴ :
;2Ò;

-;2Ò;
 f(x)dx= 1

2 :
;2Ò;

-;2Ò;
 cos`xdx

Ú	0ÉxÉp2  또는 
3
2 pÉxÉ2p일 때, cos`x¾0이므로

	 f(x)‌�=cos`x+|cos`x|	  

=cos`x+cos`x	  

=2`cos`x 

Û	
p
2 <x< 3

2 p일 때, cos`x<0이므로

	 f(x)‌�=cos`x+|cos`x|	  

=cos`x-cos`x	  

=0

∴ f(x)=

(

{

9

2`cos`x	 {0ÉxÉp2  또는 
3
2 pÉxÉ2p}

0	 { p2 <x< 3
2 p}

한편, :
p

;6Ò;
f{2x- p6 }dx에서 2x- p6 =t로 놓으면

dt
dx =2

x= p6 일 때 t= p6 , x=p일 때 t= 11
6 p이므로

:
p

;6Ò;
f{2x- p6 }dx

= 1
2 :

:Á6Á:p

;6Ò;
f(t)dt

= 1
2 :

;2Ò;

;6Ò;
2`cos`tdt+ 1

2 :
;2#;p

;2Ò;
0dt+ 1

2 :
:Á6Á:p

;2#;p
2`cos`tdt

=[sin`t]
;2Ò;

;6Ò;
+[sin`t]

:Á6Á:p

;2#;p

={1- 1
2 }+{-

1
2 +1}

=1� 답 ③

:_2@` 1
1+f(x)

dx‌�=:_0@` 1
1+f(x)

dx+:)2 1
1+f(x)

dx

� yy㉠

:_0@` 1
1+f(x)

dx에서 x=-t로 놓으면 t=-x에서

dt
dx =-1

x=-2일 때 t=2, x=0일 때 t=0이므로

:_0@` 1
1+f(x)

dx‌�=:@0 -1
1+f(-t)

dt 	  

=:)2 1
1+f(-t)

dt 	  

=:)2 1

1+ 1
f(t)

f(t)f(-t)=1이므로

dt

08
 

09
 

조건 ㈎에서 모든 실수 x에 대하여 

f(ln`3+x)=f(ln`3-x)이므로 함수 y=f(x)의 그래

프는 직선 x=ln`3에 대하여 대칭이다.

또한, f(x)=f(-x)이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 

y축에 대하여 대칭이다.

이때, 조건 ㈏에서 f(x)=ex`(0ÉxÉln`3)이므로 함수 

y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

∴ :
ln`81

0
f(x)dx‌�=:

4`ln`3

0
f(x)dx	  

=:
ln`3

0
f(x)dx+:

2`ln`3

ln`3
f(x)dx	 

� +:
3`ln`3

2`ln`3
f(x)dx+:

4`ln`3

3`ln`3
f(x)dx	

=4:
ln`3

0
f(x)dx=4:

ln`3

0
exdx	  

=4[ex]
ln`3

0
	  

=4_(3-1)=8� 답 8

f(x)+f(-x)=cos`x에서 

:
;2Ò;

-;2Ò;
{ f(x)+f(-x)}dx=:

;2Ò;

-;2Ò;
cos`xdx

∴ :
;2Ò;

-;2Ò;
f(x)dx+:

;2Ò;

-;2Ò;
f(-x)dx=:

;2Ò;

-;2Ò;
cos`xdx

� yy㉠

그런데 두 함수 y=f(x), y=f(-x)의 그래프는 y축에 

대하여 대칭이므로 

:
;2Ò;

-;2Ò;
f(x)dx=:

;2Ò;

-;2Ò;
f(-x)dx

즉, ㉠에서 2:
;2Ò;

-;2Ò;
f(x)dx=:

;2Ò;

-;2Ò;
cos`xdx

∴ :
;2Ò;

-;2Ò;
f(x)dx‌�= 1

2 :
;2Ò;

-;2Ò;
cos`xdx	  

= 1
2 _2:

;2Ò;

0
cos`xdx	  

=:
;2Ò;

0
cos`xdx	  

=[sin`x]
;2Ò;

0
=1� 답 1

다른풀이

:
;2Ò;

-;2Ò;
 f(-x)dx에서 -x=t로 놓으면 

dt
dx =-1

x=- p2 일 때 t= p2 , x= p2 일 때 t=- p2 이므로

:
;2Ò;

-;2Ò;
 f(-x)dx‌�=-:

-;2Ò;

;2Ò;
f(t)dt	  

=:
;2Ò;

-;2Ò;
 f(x)dx

06
 

07
 

y=cos`x는 
우함수이므로
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본문 pp. 81~82

:$0``[ f "(x)
f '(x)

`ln`g'( f(x))]dx

=:)4``[ f "(x)
f '(x)

`ln` f '(x)]dx

=:)4``tdt

=[ 1
2 t2]4)

= 1
2 _(16-0)=8� 답 8

주어진 그래프에서 f(x)=

(
{
9

3� (0Éx<1)

4-x (1Éx<3)

1� (3<xÉ4)

3x+2=t로 놓으면 
dt
dx =3

x=- 1
3 일 때 t=1, x= 1

3 일 때 t=3이므로

:
;3!;

-;3!;
'Ä3x+1_f(3x+2)dx

=:!3 'Ät-1_f(t)_ 1
3 dt

= 1
3 :!3 'Ät-1(4-t)dt

= 4
3 :!3 'Ät-1dt- 1

3 :!3 t'Ät-1dt    yy㉠

이때, 

4
3 :!3 'Ät-1dt‌�= 4

3 [ 2
3 (t-1);2#;]3!	  

= 8
9 _2'2= 16'2

9

또한, 
1
3 :!3 t'Ät-1 dt에서 'Ät-1=s`(s>0)로 놓으면 

t=sÛ`+1에서 
dt
ds =2s

t=1일 때 s=0, t=3일 때 s='2`(∵ s>0)이므로 

1
3 :!3 t'Ät-1 dt‌�= 1

3 :
''2

0
(sÛ`+1)s_2sds	  

= 2
3 :

''2

0
(s4+sÛ`)ds	  

= 2
3 [ 1

5 s5+ 1
3 s3]

''2

0
	  

= 2
3 {

4'2
5 +

2'2
3 }=

44'2
45

∴ ‌�:
;3!;

-;3!;
'Ä3x+1_f(3x+2)dx	  

= 4
3 :!3 'Ät-1 dt- 1

3 :!3 t'Ät-1 dt (∵ ㉠)	  

=
16'2

9 -
44'2
45 	  

=
36'2
45 =

4'2
5 � 답 

4'2
5

12
 

	 =:)2 f(t)
1+f(t)

dt

	 =:)2 f(x)
1+f(x)

dx

따라서 ㉠에서

:_2@` 1
1+f(x)

dx‌�=:)2 f(x)
1+f(x)

dx+:)2 1
1+f(x)

dx	

=:)2 f(x)+1
f(x)+1

dx	  

=:)2 dx 	  

=[x]2)=2 � 답 ④

:
ln`'3

0

ex

e2x+1
dx에서 ex=t로 놓으면 

dt
dx =ex

x=0일 때 t=1, x=ln`'3일 때 t='3이므로 

:
ln`'3

0

ex

e2x+1
dx=:

'3

1

1
tÛ`+1

dt    yy㉠

여기서 t=tan`h`{- p2 <h< p2 }로 놓으면 

dt
dh=secÛ``h

t=1일 때 h= p4 , t='3일 때 t= p3 이므로 ㉠에서

:
ln`'3

0

ex

e2x+1
dx=:

'3

1

1
tÛ`+1

dt

	 =:
;3Ò;

;4Ò;

secÛ``h
tanÛ``h+1

dh

	 =:
;3Ò;

;4Ò;

secÛ``h
secÛ``h dh

	 =:
;3Ò;

;4Ò;
dh=[h]

;3Ò;

;4Ò;

	 = p3 - p4 = p
12 � 답 ①

f(x)의 역함수가 g(x)이므로 g( f(x))=x

이 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

g'( f(x)) f '(x)=1

∴ g'( f(x))= 1
f '(x)

    yy㉠

:$0``[ f "(x)
f '(x)

`ln`g'( f(x))]dx

=-:)4``[ f "(x)
f '(x)

`ln` 1
f '(x)

]dx (∵ ㉠)

=:)4``[ f "(x)
f '(x)

`ln` f '(x)]dx

이때 ln` f '(x)=t로 놓으면 
dt
dx =

f "(x)
f '(x)

x=0일 때 t=ln` f '(0)=ln`1=0,

x=4일 때 t=ln` f '(4)=ln`eÝ`=4이므로

10
 

11
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즉, 2Ét2É4일 때,

f(t2)‌�= f(t1+2)	  

= f(t1)+2 (∵ ㉠)	  

="Ã4-(t1-2)2+2+2 (∵ ㉡)	  

="Ã4-(t2-4)2+4

y

같은 방법으로 계속하면

2k-2ÉxÉ2k (k는 자연수)일 때,

f(x)="Ã4-(x-2k)2+2k

이때, x-2k=2`sin`h {- p2ÉhÉ
p
2 }로 놓으면

x=2`sin`h+2k에서 
dx
dh=2`cos`h

x=2k-2일 때 h=- p2 , x=2k일 때 h=0이므로

:
2k

2k-2
f(x)dx

=:
2k

2k-2
{"Ã4-(x-2k)2+2k}dx

=:
0

-;2Ò;
2`cos`h("Ã4-4`sin2`h+2k)dh

=:
0

-;2Ò;
2`cos`h(2`cos`h+2k)dh {∵ - p2ÉhÉ

p
2 }

=:
0

-;2Ò;
(4`cosÛ``h+4k`cos`h)dh

=:
0

-;2Ò;
{2(2`cosÛ``h-1)+2+4k`cos`h}dh

=:
0

-;2Ò;
(2`cos`2h+4k`cos`h+2)dh

=[sin`2h+4k`sin`h+2h]
0

-;2Ò;

=-(-4k-p)=4k+p

∴ :
10

0
f(x)dx‌�=

5
Á
k=1

:
2k

2k-2
f(x)dx	  

=
5

Á
k=1

(4k+p)	  

=4_ 5_6
2 +5p=5p+60� 답 5p+60

다른풀이

두 조건 ㈎, ㈏를 모두 만족시키는 함수 y= f(x)의 그래

프는 다음 그림과 같다.

:
10

0
f(x)dx는 함수 y= f(x)의 그래프와 x축 및 두 직

선 x=0, x=10으로 둘러싸인 도형의 넓이이므로

:
10

0
f(x)dx‌�=5:

0

-2
f(x)dx+2_(2+4+6+8+10)	

=5:
0

-2
"Ã4-x2dx+60    yy㉢

g(ex)=[`
f(x)� (0Éx<1)

g(ex-1)+5 (1ÉxÉ2)

에서 ex=t (t>0)로 놓으면 x=ln`t이므로

g(t)=
(
{
9

f(ln`t)� (0Éln`t<1)

g{ t
e }+5 (1Éln`tÉ2)

∴ g(t)=
(
{
9

f(ln`t)� (1Ét<e)

g{ t
e }+5 (eÉtÉe2)

:
eÛ`

1
g(x)dx=6eÛ`+4이므로

:
eÛ`

1
g(x)dx

=:
e

1
f(ln`x)dx+:

eÛ`

e
[g{ x

e }+5]dx

=:
e

1
f(ln`x)dx+:

eÛ`

e
g{ x

e }dx+:
eÛ`

e
5dx�

yy㉠

이때, :
eÛ`

e
g{ x

e }dx에서 
x
e =s로 놓으면 

ds
dx = 1

e

x=e일 때 s=1, x=e2일 때 s=e이므로

:
eÛ`

e
g { xe }dx‌�=e:

e

1
g(s)ds	  

=e:
e

1
f(ln`s)ds

따라서 ㉠에서

:
``eÛ`

1
g(x)dx

=:
e

1
f(ln`x)dx+:

eÛ`

e
g { x

e }dx+:
eÛ`

e
5dx

=:
e

1
f(ln`x)dx+e:

e

1
f(ln`s)ds+:

eÛ`

e
5dx

=:
e

1
f(ln`x)dx+e:

e

1
f(ln`x)dx+[5x]

eÛ`

e

=ae+b+e(ae+b)+5(e2-e)

=(a+5)e2+(a+b-5)e+b=6e2+4

a+5=6, a+6-5=0, b=4에서

a=1, b=4

∴ a2+b2=1Û`+4Û`=17� 답 17

f(x)= f(x-2)+2에 x 대신에 x+2를 대입하면

f(x+2)= f(x)+2	 yy㉠

x+2=t1로 놓으면 x=t1-2이므로

-2ÉxÉ0에서 0Ét1É2

즉, 0Ét1É2일 때,

f(t1)‌�= f(x+2)	  

= f(x)+2 (∵ ㉠)	  

="Ã4-x2+2 (∵ 조건 ㈎)	  

="Ã4-(t1-2)2+2    yy㉡

t1+2=t2로 놓으면 t1=t2-2이므로

0Ét1É2에서 2Ét2É4

13
 

14
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Û 1<tÉeÛ`일 때,

함수 y=ex의 그래프와 직선 	

y=t는 오른쪽 그림과 같으므로 

교점의 x좌표는

ex=t에서 x=ln`t

g(t)‌�=:)2` |ex-t|dx	  

=:
ln`t

0
(-ex+t)dx+:

2

ln`t
(ex-t)dx	

=[-ex+tx])
ln`t

+[ex-tx]2
ln`t

`	  

=(-t+t`ln`t)+1+(eÛ`-2t)-(t-t`ln`t)	

=2t`ln`t-4t+eÛ`+1

Ü t>eÛ`일 때,

함수 y=ex의 그래프와 직선 

y=t는 오른쪽 그림과 같으므로 

0ÉxÉ2에서 ex<t

g(t)‌�=:)2` |ex-t|dx	  

=:)2` (-ex+t)dx	

=[-ex+tx]2)`	  

=-eÛ`+2t+1

Ú, Û, Ü에서 

g(t)=
-2t+eÛ`-1 	 (tÉ1)

2t ln`t-4t+eÛ`+1 	 (1<tÉeÛ`)

2t-eÛ`+1 	 (t>eÛ`)

(
{
9

∴ :
eÛ`+1

0
g(t)dt

=:
1

0
(-2t+eÛ̀ -1)dt+:

eÛ`

1
(2t l̀n`t-4t+eÛ̀ +1)dt

+:
eÛ`+1

eÛ`
(2t-eÛ`+1)dt

=[-tÛ`+(eÛ`-1)t]1)+[tÛ``ln`t]!
eÛ`
-:

eÛ`

1
tdt

+[-2tÛ`+(eÛ`+1)t]!
eÛ`
+[tÛ`+(-eÛ`+1)t]

eÛ`

eÛ`+1

=-1+(eÛ`-1)+2eÝ`-[ 1
2 tÛ`]!

eÛ`
-2eÝ`

	 +(eÛ`+1)eÛ`+2-(eÛ`+1)+(eÛ`+1)Û`

	 +(-eÛ`+1)(eÛ`+1)-eÝ`-(-eÛ`+1)eÛ`

= 1
2 eÝ`+2eÛ`+ 3

2

따라서 a= 1
2 , b=2, c= 3

2 이므로

72(a+b+c)‌�=72_{ 1
2 +2+ 3

2 }	  

=72_4=288 �  답 288

f(x)- f(-x)=2x에서 f(x)= f(-x)+2x이고,

f(x)=g(x)+x이므로

u(t)=ln`t, v'(t)=2t로 놓으면

u'(t)=1
t , v(t)=tÛ`

= 1
2 eÝ`- 1

2

17
 

이때, 함수 y="Ã4-xÛ̀ 의 그래프는 

원 xÛ̀ +yÛ̀ =4`(y¾0)의 일부이므

로 오른쪽 그림과 같다.

즉, :
0

-2
"Ã4-xÛ`dx는 오른쪽 그림

의 어두운 부분의 넓이와 같으므로

:
0

-2
"Ã4-xÛ`dx= 1

4 _p_2Û`=p

∴ :
10

0
f(x)dx‌�=5:

0

-2
"Ã4-xÛ`dx+60 (∵ ㉢)	  

=5p+60

함수 f(x)는 x=1에서 극댓값 3, x=2에서 극솟값 1을 

가지므로

f '(1)=0, f(1)=3, f '(2)=0, f(2)=1

또한, 1<x<2에서 f '(x)<0, x>2에서 f '(x)>0이다.

f(x)=t로 놓으면 
dt
dx = f '(x)이고, x=1일 때 t=3, 

x=2일 때 t=1, x=3일 때 t=7이므로

‌�:!3`|f '(x)|f(x)e;2!;{ f(x)-1}dx	  

=-:!2`` f '(x) f(x)e;2!;{ f(x)-1}dx 	 

� +:@3`  f '(x) f(x)e;2!;{ f(x)-1}dx	

=-:#1` te;2!;(t-1)dt+:!7``te;2!;(t-1)dt	 

=:!3` te;2!;(t-1)dt+:!7``te;2!;(t-1)dt

=[2te;2!;(t-1)]3!-:!3` 2e;2!;(t-1)dt	  

� +[2te;2!;(t-1)]7!-:!7̀ `2e;2!;(t-1)dt	

=6e-2-[4e;2!;(t-1)]3!+14e3-2-[4e;2!;(t-1)]7! 	

=14e3+6e-4-(4e-4)-(4e3-4)	  

=10e3+2e+4� 답 ②

Ú tÉ1일 때,

함수 y=ex의 그래프와 직선 	 

y=t는 오른쪽 그림과 같으므로 

0ÉxÉ2에서 ex>t

∴ g(t)‌�=:)2` |ex-t|dx	  

=:)2` (ex-t)dx	  

=[ex-tx]2)`	  

=eÛ`-2t-1

15
 

u(t)=t, v'(t)=e;2!;(t-1)로 놓으면

u'(t)=1, v(t)=2e;2!;(t-1)

16
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이것을 조건 ㈏에 대입하면

:!2`` f(x)
x dx

=:!2`` f '( f(x)) f '(x)
x

dx

=[ f( f(x))
x ]2!-:!2``[- f( f(x))

xÛ`
]dx

= 1
2 f( f(2))- f( f(1))+:!2`` f( f(x))

xÛ`
dx

=2-3+:!2`` f( f(x))
xÛ`

dx`(∵ ㉠)

=-1+:!2`` f( f(x))
xÛ`

dx=8

∴ :!2`` f( f(x))
xÛ`

dx=9

여기서 
1
2 x=t로 놓으면 

dt
dx = 1

2 이고,

x=1일 때 t= 1
2 , x=2일 때 t=1이므로

:!2`` f( f(x))
xÛ`

dx‌�=2:
1

;2!;

f( f(2t))
4tÛ`

dt	  

= 1
2 :

1

;2!;

f( f(2t))
tÛ`

dt=9

∴ :
1

;2!;

f( f(2t))
tÛ`

dt=18

∴ �:
1

;2!;

f( f(2x))
xÛ`

dx‌�=:
1

;2!;

f( f(2t))
tÛ`

dt

	 =18� 답 18

함수 f(x)의 역함수가 g(x)이므로

f(0)=4, f(2)=6에서 g(4)=0, g(6)=2

또한, f(g(x))=x의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(g(x))g'(x)=1이므로

1
g'(x)

= f '(g(x))

g(x)=t로 놓으면 
dt
dx =g'(x)= 1

f '(g(x))
= 1

f '(t)
x=4일 때 t=0, x=6일 때 t=2이므로

:$6`` 1
g'(x)

dx‌�=:$6`` f '(g(x))dx	  

=:)2`` f '(t) f '(t)dt

조건 ㈏의 f(x)=2 f '(x)+x+2에서

f '(x)= 1
2 f(x)- 1

2 x-1이므로

:$6`` 1
g'(x)

dx‌�

=:)2`` f '(t) f '(t)dt 	  

=:)2``[ 1
2 f(t)- 1

2 t-1] f '(t)dt	  

= 1
2 :)2`` f(t) f '(t)dt-:)2``{ 1

2 t+1} f '(t)dt

� yy㉠

u(x)= 1
x , v'(x)= f '( f(x)) f '(x)

로 놓으면

u'(x)=- 1
xÛ`

, v(x)= f( f(x))

19
 

g(x)‌�= f(x)-x	  

= f(-x)+2x-x	  

= f(-x)+x	  

=g(-x)`(∵ g(x)= f(x)-x)� yy㉠

한편,

:)È``xf(cos`x)dx‌�=:)È``x{g(cos`x)+cos`x}dx 	

=:)È``xg(cos`x)dx+:)È``x`cos`xdx

� yy㉡

이때, :)È``xg(cos`x)dx에서

p-x=t로 놓으면 
dt
dx =-1이고

x=0일 때 t=p, x=p일 때 t=0이므로

:)È``xg(cos`x)dx

=-:ù0``(p-t)g(cos`(p-t))dt

=:)È``(p-t)g(-cos`t)dt

=:)È``(p-t)g(cos`t)dt (∵ ㉠)

=:)È``pg(cos`t)dt-:)È``tg(cos`t)dt

=p:)È``g(cos`x)dx-:)È``xg(cos`x)dx

=4p-:)È``xg(cos`x)dx`{∵ :)È``g(cos`x)dx=4}

에서 2:)È``xg(cos`x)dx=4p

∴ :)È``xg(cos`x)dx=2p

또한,

:)È``x`cos`xdx‌�=[x`sin`x]È)-:)È```sin`xdx 	  

=0-[-cos`x]È)=-2

따라서 ㉡에서

:)È``xf(cos`x)dx‌�=:)È``xg(cos`x)dx+:)È``x`cos`xdx	

=2p-2� 답 ③

조건 ㈐에서 방정식 f(x)-x-1=0이 서로 다른 세 실

근 1, 2, 3을 가지므로 위의 방정식에 x=1 또는 x=2 

또는 x=3을 대입하면 등호가 성립한다. 즉,

f(1)=2, f(2)=3, f(3)=4    yy㉠

조건 ㈎에서 F(x)= f( f(x))이므로 양변을 x에 대하

여 미분하면

f(x)= f '( f(x)) f '(x)

u(x)=x, v'(x)=cos`x로 놓으면
u'(x)=1, v(x)=sin`x

18
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:
p

;2Ò;
g(t)`sin`2tdt=A, :

;2Ò;

-;2Ò;
f(t)`sin`tdt=B

� (A, B는 상수)

로 놓으면

f(x)=sin`x+2A, g(x)=cos`2x-B    yy㉠

A=:
p

;2Ò;
g(t)`sin`2tdt

=:
p

;2Ò;
(cos`2t-B)sin`2tdt`(∵ ㉠)

=:
p

;2Ò;
(sin`2t`cos`2t-B`sin`2t)dt

=:
p

;2Ò;
{ 1

2 `sin`4t-B`sin`2t}dt

=[- 1
8 `cos`4t+ B

2 `cos`2t]
p

;2Ò;

={- 1
8 + B

2 }-{-
1
8 - B

2 }

=B

B=:
;2Ò;

-;2Ò;
f(t)`sin`tdt

=:
;2Ò;

-;2Ò;
(sin`t+2A)`sin`tdt`(∵ ㉠)

=:
;2Ò;

-;2Ò;
(sinÛ``t+2A`sin`t)dt

=2:
;2Ò;

0
sinÛ``tdt

=:
;2Ò;

0
(1-cos`2t)dt`(∵ cos`2t=1-2`sinÛ``t)

=[t- 1
2 `sin`2t]

;2Ò;

0
= p2

∴ A=B= p2

따라서 f(x)=sin`x+p, g(x)=cos`2x- p2 이므로

f{ p2 }+g{ p2 }‌�={sin` p2 +p}+{cos`p- p2 }	  

=(1+p)+{-1- p2 }=
p
2 � 답 

p
2

단계 채점 기준 배점

㈎

:
p

;2Ò;
g(t)`sin`2tdt=A, :

;2Ò;

-;2Ò;
f(t)`sin`tdt=B로 

놓고 두 함수 f(x), g(x)를 A, B를 이용하여 나타

낸 경우

30%

㈏ A, B의 값을 각각 구한 경우 50%

㈐ f{ p2 }+g{ p2 }의 값을 구한 경우 20%

f(x)=:
x+1

x
et`cos`ptdt의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(x)‌�=ex+1`cos`(px+p)-ex`cos`px	  

=-ex+1`cos`px-ex`cos`px	  

=-ex(e+1)`cos`px

22
 

이때, :)2`` f(t) f '(t)dt에서 f(t)=s로 놓으면

ds
dt = f '(t)이고,

t=0일 때 s=4, t=2일 때 s=6이므로

:)2`` f(t) f '(t)dt‌�=:$6``sds 	  

=[ 1
2 s2]6$	  

= 1
2 _(36-16)=10

또한,

:)2``{ 1
2 t+1} f '(t)dt

=[{ 1
2 t+1} f(t)]2)-:)2`` 12 f(t)dt

=2 f(2)- f(0)- 1
2 :)2``[2 f '(t)+t+2]dt

� (∵ 조건 ㈏)

=12-4- 1
2 [2 f(t)+ 1

2 t2+2t]2) (∵ 조건 ㈎)

=8- 1
2 {2 f(2)+2+4-2 f(0)}

=8- 1
2 _(12+6-8)

=8-5=3

따라서 ㉠에서

:$6`` 1
g'(x)

dx= 1
2 _10-3=2� 답 2

2xf(x)‌�=xex+x+:)/ (x+t)f '(t)dt 	 

=xex+x+x:)/ f '(t)dt+:)/ t f '(t)dt 	  

=xex+x+x{ f(x)-f(0)}+:)/ t f '(t)dt 	

=xex+x+x{ f(x)-1}+:)/ t f '(t)dt 	  

� (∵ f(0)=1)	

=xex+xf(x)+:)/ t f '(t)dt

∴ xf(x)=xex+:)/ t f '(t)dt

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면 

f(x)+xf '(x)=ex+xex+xf '(x)   

따라서 f(x)=ex+xex이므로

f(ln`2)‌�=eln`2+ln`2_eln`2	  

=2+2`ln`2� 답 2+2`ln`2

f(x)=sin`x+2:
p

;2Ò;
g(t)`sin`2tdt,

g(x)=cos`2x-:
;2Ò;

-;2Ò;
f(t)`sin`tdt에서

u(t)= 1
2 t+1, v'(t)= f '(t)로 놓으면

u'(t)= 1
2 , v(t)= f(t)

20
 

21
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조건 ㈎에서 g '(-x)=-g '(x)이므로

-x
f(-x)

=- x
f(x)

    ∴ f(-x)= f(x)

즉, f(x)는 우함수이다.

또한, g '(x)= x
f(x)

의 양변을 x에 대하여 미분하면

g "(x)=
f(x)-xf '(x)

{ f(x)}2

조건 ㈏에서 점 (2, g(2))는 곡선 y=g(x)의 변곡점이

므로 g "(2)=0

즉, 
f(2)-2 f '(2)

{ f(2)}2 =0이므로

f(2)-2 f '(2)=0    ∴ f(2)=2 f '(2)

f(x)는 최고차항의 계수가 1인 이차함수이고, 우함수이

므로

f(x)=x2+a (a는 상수)라 하면 f '(x)=2x

f(2)=4+a, f '(2)=4이므로 f(2)=2 f '(2)에서

4+a=8    ∴ a=4

따라서 f(x)=x2+4이므로

g(6)-g(2)‌�=:)6`` t
f(t)

dt-:)2`` t
f(t)

dt	  

=:)6`` t
t2+4

dt-:)2`` t
t2+4

dt	 

=:@6`` t
t2+4

dt

tÛ`+4=s로 놓으면 
ds
dt =2t이고 t=2일 때 s=8, t=6

일 때 s=40이므로

g(6)-g(2)‌�=:@6`` t
t2+4

dt	  

= 1
2 :*4` 0`` 1s ds	  

= 1
2 [ln`|s|]4*0`	  

= 1
2 _(ln`40-ln`8)	  

= 1
2 `ln`5� 답 

1
2 `ln`5

:!/`` f(t)dt=:!/``(x-t)g(t)dt+e3(x-1)에서

:!/`` f(t)dt=x:!/``g(t)dt-:!/``tg(t)dt+e3(x-1)

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

f(x)=:!/``g(t)dt+xg(x)-xg(x)+e3

=:!/``g(t)dt+e3	 yy㉠

㉠에 x=1을 대입하면 f(1)=e3

또한, ㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(x)=g(x)

이때, 조건 ㈏의 :!/`` g(t)
f(t)

dt=1-tan` p4 x에서

:!/`` f '(x)
f(x)

dx=1-tan` p4 x	 yy㉡

=-:@0`` t
t2+4

dt

24
 

f '(x)=0에서 -ex(e+1)`cos`px=0

cos`px=0 (∵ ex>0)

0<x<2이므로

px= p2  또는 px= 3
2 p    ∴ x= 1

2  또는 x= 3
2

함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 같다.

x (0) y 1
2 y 3

2 y (2)

f '(x) - 0 + 0 -

f(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘

함수 f(x)는 x= 1
2 에서 극솟값, x= 3

2 에서 극댓값을 

갖는다.

한편,

:
x+1

x
et`cos`ptdt

=[et`cos`pt]
x+1

x
+p:

x+1

x
et`sin`ptdt

=[et`cos`pt]
x+1

x
+p[et`sin`pt]

x+1

x

� -p2:
x+1

x
et`cos`ptdt

에서

(p2+1):
x+1

x
et`cos`ptdt

=ex+1`cos`(px+p)-ex`cos`px
� +p{ex+1`sin`(px+p)-ex`sin`px}

=-ex+1`cos`px-ex`cos`px-pex+1`sin`px
� -pex`sin`px
=-ex(e+1)`cos`px-pex(e+1)`sin`px
=-ex(e+1)(cos`px+p`sin`px)

∴ f(x)‌�=:
x+1

x
et`cos`ptdt	  

=-
ex(e+1)(cos`px+p`sin`px)

p2+1

함수 f(x)의 극댓값은 f{ 3
2 }, 극솟값은 f{ 1

2 }이므로

a= f{ 32 }=
pe;2#;(e+1)
p2+1

b= f{ 1
2 }=-

pe;2!;(e+1)
p2+1

∴ 
a
b =

pe;2#;(e+1)
p2+1

-
pe;2!;(e+1)
p2+1

=-e� 답 -e

g(x)=:)/`` t
f(t)

dt의 양변을 x에 대하여 미분하면

g '(x)= x
f(x)

u(t)=cos`pt, v'(t)=et으로 놓으면
u'(t)=-p`sin`pt, v(t)=et

p(t)=sin`pt, g '(t)=et

으로 놓으면
p'(t)=p`cos`pt, g(t)=et

23
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=e:
eÛ`

1

f(x)
x dx-:!1̀ ` f(x)

x dx-2:!è `f(x2)dx

� (∵ ㉠)

=e:
eÛ`

1

f(x)
x dx-0-2{2ef(e)+4} (∵ 조건 ㈎)

=e:
eÛ`

1

f(x)
x dx-4ef(e)-8	 yy㉡

한편, 조건 ㈎의 :!/̀ ` f(tÛ̀ )dt=2xf(x)+4에 x=1을 대

입하면

2 f(1)+4=0    ∴ f(1)=-2

또한, 조건 ㈎의 양변을 x에 대하여 미분하면

f(x2)=2 f(x)+2xf '(x)	 yy㉢

:
eÛ`

1

f(x)
x dx에서 '§x=p로 놓으면 x=pÛ`에서

dx
dp =2p이고 x=1일 때 p=1, x=e2일 때 p=e이므로

:
eÛ`

1

f(x)
x dx‌�=:!e`` f(p2)

p2 _2pdp	  

=2:!e`` f(p2)
p dp	  

=2:!e`` 2 f(p)+2pf '(p)
p dp (∵ ㉢)	  

=4:!e`` f(p)
p dp+4:!e`` f '(p)dp	

=4{1+ 1
e2 -

3
e4 }+4[ f(p)]e!	  

� (∵ 조건 ㈏)	

=4+ 4
e2 -

12
e4 +4 f(e)-4 f(1)	  

=12+ 4
e2 -

12
e4 +4 f(e)�(∵ f(1)=-2)

따라서 ㉡에서

:!e``g(x)dx

=e:
eÛ`

1

f(x)
x dx-4ef(e)-8

=e[12+ 4
e2 - 12

e4 +4 f(e)]-4ef(e)-8

=12e+ 4
e - 12

e3 -8

이므로 k1=12, k2=4, k3=-12, k4=-8

∴ |k1|+|k2|+|k3|+|k4|‌�=12+4+12+8	  

=36� 답 36

조건 ㈎의 식에 x=ln`3을 대입하면

0=e3`ln`3+ae2`ln`3+2eln`3+3

0=27+9a+6+3

9a=-36    ∴ a=-4

∴ :
x

ln`3
et f(t)dt=e3x-4e2x+2ex+3

이 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

ex f(x)=3e3x-8e2x+2ex이므로

26
 

f(x)=t로 놓으면 
dt
dx = f '(x)이고 x=1일 때 t=e3이

므로

:!/`` f '(x)
f(x)

dx‌�=:
f(x)

e3

1
t dt	  

=[ln`|t|]
f(x)

e3
	  

=ln`|f(x)|-ln`|e3|	  

=ln`|f(x)|-3

즉, ㉡에서

ln`|f(x)|-3=1-tan` p4 x

ln`|f(x)|=4-tan` p4 x

∴ |f(x)|=e4-tan`;4Ò;x

또한, :!/`` g(t)
f(t)

dt=1-tan` p4 x의 양변을 x에 대하여 

미분하면

g(x)
f(x)

=- p4 `sec2` p4 x

g(x)=- p4 f(x)`sec2` p4 x

∴ |g(x)|= p4 e4-tan`;4Ò;x`sec2` p4 x

∴ 
|g(0)|
|g(1)|

‌�=

p
4 e4-tan`0`sec2`0

p
4 e4-tan`;4Ò;`sec2` p4

	  

= e4

2e3 =
1
2 e� 답 

1
2 e

해결단계

➊ 단계
g(x)=:

ln`xÛ`

0
f(et)dt를 치환을 이용하여 변형한 후, 미분

하여 g'(x)를 구한다.

➋ 단계
:

e

1
g(x)dx를 ➊단계에서 구한 식과 조건 ㈎를 이용하여 

부분적분법으로 적분한다.

➌ 단계
k1, k2, k3, k4의 값을 각각 구한 후,

|k1|+|k2|+|k3|+|k4|의 값을 구한다.

g(x)=:
ln`xÛ`

0
f(et)dt에서 et=s`(s>0)로 놓으면

t=ln`s에서 
dt
ds = 1

s 이고 t=0일 때 s=1, t=ln`x2일 때 

s=x2이므로

g(x)=:
ln`xÛ`

0
f(et)dt=:

xÛ`

1

f(s)
s ds    yy㉠

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

g'(x)=
f(x2)
x2 _2x=

2 f(x2)
x 이므로

:!e``g(x)dx

=[xg(x)]e!-:!e``xg'(x)dx

=eg(e)-g(1)-:!e``[x_
2 f(x2)

x ]dx

25
 

u(x)=g(x), v'(x)=1로 놓으면
u'(x)=g '(x), v(x)=x
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이때, :`` f(t)dt=F(t)라 하고 양변을 t에 대하여 미분

하면 F'(t)= f(t)

∴	lim
x`Ú 1

'2
x-1 :

2x-1

1
f(t)dt

	 =lim
x`Ú 1

'2{F(2x-1)-F(1)}
x-1

	 =lim
x`Ú 1

2'2{F(2x-1)-F(1)}
(2x-1)-1

	 =2'2F'(1)=2'2 f(1)

	 =2'2_ |1-sin`1|
'2

	 =2_(1-0.84)=0.32� 답 0.32

01 - p4 	 02 2	 03 
1

e-1 	 04 107	 05 26	

06 
3
2 p+2	 07 ②

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 85

해결단계

➊ 단계 (g½ f)(x)=x임을 이용하여 g'( f(x))를 구한다.

➋ 단계 치환을 이용하여 g'(x)를 구한다.

➌ 단계 x=sin`h로 치환하여 정적분 :)1̀ ` 1
g '(x) dx의 값을 구한다.

 

f(x)와 g(x)가 서로 역함수 관계이므로 

(g½ f)(x)=x

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면 

g'( f(x))f '(x)=1    ∴ g'( f(x))= 1
f '(x)

이때, f(x)=cos`x에서 f '(x)=-sin`x이므로

g'(cos`x)=- 1
sin`x     yy㉠

cos`x=t로 놓으면 t=0일 때 x= p2 , t=1일 때 x=0이

고 0ÉtÉ1, 즉 0ÉxÉp2 에서 

cos`x¾0, sin`x¾0

즉, sin`x="Ã1-cosÛ``x="Ã1-tÛ`이므로 ㉠에서

g'(t)=- 1
"Ã1-tÛ`

∴ :)1` 1
g '(x)

dx=:)1``(-"Ã1-xÛ`)dx 

이때, x=sin`h`{- p2ÉhÉ
p
2 }로 놓으면 

dx
dh=cos`h

x=0일 때 h=0, x=1일 때 h= p2 이므로

:)1``(-"Ã1-xÛ`)dx‌�=:
;2Ò;

0
(-"Ã1-sinÛ``h_cos`h)dh	

=:
;2Ò;

0
(-cosÛ``h)dh	  

=-:
;2Ò;

0
[ 12 (2`cosÛ``h-1)+ 1

2 ]dh	

01
 

="ÃcosÛ``h=cos`h

f(x)=3e2x-8ex+2

∴ f '(x)=6e2x-8ex

한편, 조건 ㈏에서 lim
h`Ú 0

1
h :

b+h

b
f '(t) dt=8이므로

lim
h`Ú 0

f(b+h)- f(b)
h =8    ∴ f '(b)=8

즉, 6e2b-8eb=8이므로

6e2b-8eb-8=0, 3e2b-4eb-4=0

(3eb+2)(eb-2)=0

eb=2 (∵ eb>0)    ∴ b=ln`2

∴ ab=-4`ln`2� 답 ②

{1- |-t|
x }`cos`(-2t)={1- |t|

x }`cos`2t

이므로 t에 대한 함수 y={1- |t|
x }`cos`2t는 우함수이다.

이때, f(x)=:_/?``{1- |t|
x }`cos`2tdt라 하면

f(x)‌�=:_/?``{1- |t|
x }`cos`2tdt	  

=2:)/``{1- t
x }`cos`2tdt	  

=2[ 1
2 {1-

t
x }`sin`2t]/)-2:)/``{- 1

2x `sin`2t}dt	

=0+ 1
x :)/``sin`2tdt	  

= 1
x [- 1

2 `cos`2t]/)	  

= 1
x [-

1
2 `cos`2x-{- 1

2 }]	  

= 1
2x (1-cos`2x)

∴	 lim
x`Ú 0+

1
tan`x :_/?``{1- |t|

x }`cos`2tdt

	 = lim
x`Ú 0+

f(x)
tan`x

	 = lim
x`Ú 0+

1-cos`2x
2x`tan`x

	 = lim
x`Ú 0+

(1-cos`2x)(1+cos`2x)
2x`tan`x(1+cos`2x)

	 = lim
x`Ú 0+

1-cos2`2x
2x`tan`x(1+cos`2x)

	 = lim
x`Ú 0+

sin2`2x
2x`tan`x(1+cos`2x)

	 = lim
x`Ú 0+

[ sin2`2x
(2x)2 _ x

tan`x _ 2
1+cos`2x ]

	 =1_1_ 2
1+1 =1� 답 ③

점 P(t, sin`t)를 중심으로 하고 직선 y=x, 즉 x-y=0

에 접하는 원의 반지름의 길이가 f(t)이므로

f(t)=
|t-sin`t|
"Ã12+(-1)2 =

|t-sin`t|
'2

27
 

u(t)=1- t
x , v'(t)=cos`2t

로 놓으면

u'(t)=- 1
x , v(t)=1

2 `sin`2t

28
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=-:
;2Ò;

0
{ 12 `cos`2h+ 1

2 }dh	  

=-[ 1
4 `sin`2h+ 1

2 h]
;2Ò;

0
	 

=- p4 � 답 - p4

해결단계

➊ 단계
f(x)=Aex+B라 하고, :)1̀ ` f(t)

et+1
dt=B를 이용하여 A, 

B 사이의 관계식을 구한다.

➋ 단계 A=:)1`` 1
et+1

dt의 값을 구한 후, 함수 f(x)를 구한다.

➌ 단계
f(ln`5)
f(ln`2)

의 값을 구한다.

f(x)=ex:)1`` 1
et+1

dt+:)1`` f(t)
et+1

dt에서

:)1`` 1
et+1

dt=A, :)1`` f(t)
et+1

dt=B (A, B는 상수)

라 하면

f(x)=Aex+B

이므로

:)1`` f(t)
et+1

dt‌�=:)1`` Aet+B
et+1

dt	 

=:)1`` A(et+1)-A+B
et+1

dt	

=:)1``{A+ B-A
et+1

}dt	  

=[At]1)+(B-A):)1`` 1
et+1

dt	  

=A+(B-A)_A

즉, B=A+A(B-A)이므로

B=A+AB-A2, AB-B-A2+A=0

B(A-1)-A(A-1)=0

(B-A)(A-1)=0

∴ A=B 또는 A=1    yy㉠

한편, :)1`` 1
et+1

dt에서 et+1=s로 놓으면

ds
dt =et=s-1

t=0일 때 s=2, t=1일 때 s=e+1이므로

:)1`` 1
et+1

dt‌�=:
e+1

2
{ 1s _ 1

s-1 }ds	  

=:
e+1

2
{ 1
s-1 - 1

s }ds	  

=[ln`|s-1|-ln`|s|]
e+1

2
	  

=ln`e-ln`(e+1)-ln`1+ln`2	

=ln` 2e
e+1  

02
 

즉, A=ln` 2e
e+1+1이므로 ㉠에서

B=ln` 2e
e+1

∴ f(x)‌�=ex`ln` 2e
e+1 +ln` 2e

e+1 	  

=(ex+1)`ln` 2e
e+1

∴ 
f(ln`5)
f(ln`2)

=
(eln`5+1)`ln` 2e

e+1

(eln`2+1)`ln` 2e
e+1

= 5+1
2+1 =2� 답 2

해결단계

➊ 단계 조건 ㈏를 치환적분법을 이용하여 변형한다.

➋ 단계 ➊단계에서 구한 식을 미분하여 f n'(x)를 구한다.

➌ 단계 ➊, ➋단계에서 구한 식을 연립하여 함수 f n(x)를 구한다.

➍ 단계
¦
Á
n=2

1
f n(1)

의 값을 구한다.

조건 ㈏에서

f n(x)=e-x+:)/``ne-t f n(x-t)dt

이때, :)/``ne-t f n(x-t)dt에서

x-t=s로 놓으면 
ds
dt =-1

t=0일 때 s=x, t=x일 때 s=0이므로

:)/``ne-t f n(x-t)dt‌�=-:?0``nes-x f n(s)ds 	  

=ne-x:)/``es f n(s)ds

∴ f n(x)=e-x+ne-x:)/``es f n(s)ds� yy㉠

이 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

f n'(x)‌�=-e-x-ne-x:)/``es f n(s)ds+ne-x_ex f n(x)	

=-e-x+nfn(x)-ne-x:)/``es f n(s)ds

� yy㉡

㉠+㉡을 하면

f n(x)+ f n'(x)=nfn(x)

(n-1) f n(x)= f n'(x)

이때, 2 이상의 자연수 n에 대하여 조건 ㈎에서

f n'(x)>0이면 f n(x)>0이므로

f n'(x)
f n(x)

=n-1

:`` f n'(x)
f n(x)

dx=:`(n-1)dx

∴ ln`|f n(x)|=(n-1)x+C (단, C는 적분상수)

� yy㉢

03
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㉠에 x=0을 대입하면 f n(0)=1이므로

㉢에 x=0을 대입하면

ln`|f n(0)|=0+C    ∴ C=0

따라서 ln`|f n(x)|=(n-1)x이므로

f n(x)=e(n-1)x`(∵ f n(x)>0)

∴ 
¦
Á
n=2

1
f n(1)

=
¦
Á
n=2

1
en-1

	 =

1
e

1- 1
e

= 1
e-1 � 답 

1
e-1

해결단계

➊ 단계
함수 y= f(x)의 그래프를 이용하여 함수

y=|f(x)-a|+a의 그래프를 그린다.

➋ 단계
부등식 |f(x)-a|+a¾kx를 만족시키기 위한 실수 k의 

조건을 파악한다.

➌ 단계
➋단계를 만족시키는 k의 최댓값 g(a)와 최솟값 h(a)를 

구한다.

➍ 단계
:)1`6`{g(a)+h(a)}da의 값을 구하여 p, q의 값을 각각 구

한 후, p+q의 값을 구한다.

p(x)=|f(x)-a|+a

=[`
2a- f(x) ( f(x)<a)

f(x)� ( f(x)¾a)

라 하면 곡선 y=p(x)는 곡선 y= f(x)를 직선 y=a에

서 접어 올린 것과 같다.

이때, 부등식 |f(x)-a|+a¾kx, 즉 p(x)¾kx를 만

족시키려면 직선 y=kx가 곡선 y=p(x)의 아래쪽에 위

치해야 한다.

따라서 직선 y=kx가 제1사분면에서 곡선 y=p(x)와 

한 점에서 만날 때, 직선 y=kx의 기울기 k는 최댓값을 

갖고, 직선 y=kx가 제2사분면 또는 x축 위에서 곡선 	

y=p(x)와 한 점에서 만날 때, 직선 y=kx의 기울기 k

는 최솟값을 갖는다.� yy㉠

곡선 y= f(x)와 직선 y=a가 x<-1에서 만나는 점의 

x좌표는

(x+1)Û`=a에서

x=-1-'§a  또는 x=-1+'§a� yy㉡

∴ x=-1-'§a  (∵ x<-1)

04
 

㉠에서 직선 y=kx가 점 (-1-'§a, a)를 지날 때, 이 직

선의 기울기 k는 최솟값을 가지므로

h(a)=- a
1+'§a 

한편, 원점에서 곡선 f(x)=(x+1)Û`에 그은 접선 중

제1사분면에서 접할 때의 접점의 좌표를

(t, (t+1) Û`)`(t>0)이라 하면 기울기는 f '(t)=2t+2

이므로 접선의 방정식은

y-(t+1)Û`=(2t+2)(x-t)

이 직선이 원점을 지나므로

-(t+1)Û`=-t(2t+2), tÛ`-1=0

(t-1)(t+1)=0

∴ t=1 (∵ t>0)

즉, 접점의 좌표는 (1, 4)이고, 접선의 방정식은 y=4x

이다.�

Ú	0ÉaÉ4일 때,

	‌� ㉠에서 오른쪽 그림과 같이 

직선 y=kx가 접점 (1, 4)를 

지날 때, 이 직선의 기울기 k

는 최댓값을 가지므로

	 g(a)=4

Û	a>4일 때,

	‌� 곡선 y= f(x)와 직선 y=a

가 x>0에서 만나는 점의 x

좌표는

	 x=-1+'§a (∵ ㉡)

	‌� ㉠에서 오른쪽 그림과 같이 

직선 y=kx가 점	  

(-1+'§a, a)를 지날 때, 	

이 직선의 기울기 k는 최댓

값을 가지므로

	 g(a)= a
-1+'§a 

Ú, Û에서

g(a)=
(
{
9

4	 (0ÉaÉ4)

a
-1+'§a 

	 (a>4)

:
16

0
{g(a)+h(a)}da

=:
16

0
g(a)da+:

16

0
h(a)da

=:
4

0
4da+:

16

4

a
-1+'§a 

da-:
16

0

a
1+'§a 

da

� yy㉢

이때, :
16

4

a
-1+'§a 

da에서 -1+'§a =t로 놓으면

'§a =t+1, 즉 a=(t+1)Û`에서 
da
dt =2(t+1)

a=4일 때 t=1, a=16일 때 t=3이므로
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:
16

4

a
-1+'§a 

da‌�=:
3

1

2(t+1)Ü`
t dt	  

=2:
3

1
{tÛ`+3t+3+ 1

t }dt	  

=2[ 1
3 tÜ`+ 3

2 tÛ`+3t+ln`|t|]3!	  

=2_{ 803 +ln`3}	 ‌

= 160
3 +2`ln`3

또한, :
16

0

a
1+'§a 

da에서 1+'§a =s로 놓으면

'§a =s-1, 즉 a=(s-1)Û`에서 
da
ds =2(s-1)

a=0일 때 s=1, a=16일 때 s=5이므로

:
16

0

a
1+'§a 

da‌�=:
5

1

2(s-1)Ü`
s ds	  

=2:
5

1
{sÛ`-3s+3- 1

s }ds	 

=2[ 1
3 sÜ`- 3

2 sÛ`+3s-ln`|s|]5!	  

=2_{ 523 -ln`5}	‌

= 104
3 -2`ln`5

따라서 ㉢에서

:
16

0
{g(a)+h(a)}da

=16+ 160
3 +2`ln`3-{ 1043 -2`ln`5}

= 104
3 +2`ln`15

이므로 p=3, q=104

∴ p+q=3+104=107� 답 107

해결단계

➊ 단계
조건 ㈎를 이용하여 자연수 n에 대하여 g(n)=0임을 파악

한다.

➋ 단계
조건 ㈎를 미분한 후, 그 식과 조건 ㈎를 연립하여

:
t+1

t
f(x)dx를 함수 g(t)를 이용하여 나타낸다.

➌ 단계
:

1

0
f(x)dx= 10

9 e+4와 ➊, ➋단계에서 구한 것을 이용

하여 :
10

1
f(x)dx의 값을 구한다.

조건 ㈏에 x=0을 대입하면 g(1)=0

또한, 조건 ㈎의

g(x+1)-g(x)=-p(e+1)ex`sin`(px)에서

g(x+1)=g(x)-p(e+1)ex`sin`(px)

05
 

이때, 자연수 n에 대하여 sin`np=0이므로

g(n+1)=g(n)

∴ g(n)=0`(단, n은 자연수)`(∵ g(1)=0)

한편, 조건 ㈏의 양변을 x에 대하여 미분하면

g'(x+1)= f(x+1)ex- f(x)ex+g(x)

에서 f(x+1)ex- f(x)ex=g'(x+1)-g(x)

이 식의 양변을 ex으로 나누면

f(x+1)- f(x)={g'(x+1)-g(x)}e-x

이므로

:)t``{ f(x+1)- f(x)}dx

=:)t``{g'(x+1)-g(x)}e-xdx (단, t는 실수)

� yy㉠

이때, ㉠의 좌변을 정리하면

:)t``{ f(x+1)- f(x)}dx

=:)t`` f(x+1)dx-:)t`` f(x)dx

=:
t+1

1
f(x)dx-:)t`` f(x)dx

=:
t+1

t
f(x)dx-:)1`` f(x)dx

=:
t+1

t
f(x)dx- 10

9 e-4� yy㉡

또한, ㉠의 우변을 정리하면

:)t``{g'(x+1)-g(x)}e-xdx

=:)t``g'(x+1)e-xdx-:)t``g(x)e-xdx

=[g(x+1)e-x]t)-:)t``{-g(x+1)e-x}dx

� -:)t``g(x)e-xdx

=g(t+1)e-t-g(1)+:)t``g(x+1)e-xdx

� -:)t``g(x)e-xdx

=g(t+1)e-t+:)t``{g(x+1)-g(x)}e-xdx

� (∵ g(1)=0)

=g(t+1)e-t+:)t``{-p(e+1)ex`sin`(px)}e-xdx

� (∵ 조건 ㈎)

=g(t+1)e-t-p(e+1):)t``sin`(px)dx

=g(t+1)e-t-p(e+1)[- 1
p `cos`(px)]t)

=g(t+1)e-t-p(e+1)[- 1
p `cos`(pt)+ 1

p ]

=g(t+1)e-t+(e+1)`cos`(pt)-(e+1)� yy㉢

㉡=㉢이므로

:
t+1

t
f(x)dx- 10

9 e-4

=g(t+1)e-t+(e+1)`cos`(pt)-(e+1)

x+1=xÚ`으로 놓으면 dxÚ`
dx =1,

x=0일 때, xÚ`=1, x=t일 때 xÚ`=t+1

=:
t+1

0
f(x)dx-:)1``f(x)dx

u(x)=e-x, v'(x)=g '(x+1)
로 놓으면
v'(x)=-e-x, v(x)=g(x+1)
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또한, 함수 f(x)는 주기가 2p이고 x=0, x=2p의 좌우

에서 f '(x)의 부호가 양에서 음으로 바뀌므로 x=0, 

x=2p에서 극댓값 - 1
2  을 갖는다.

이때, 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=- 1
2 의 교점의 

x좌표를 구하면

1
2 `cos`2x-cos`x=- 1

2 , cosÛ``x- 1
2 -cos`x=- 1

2

cosÛ``x-cos`x=0, cos`x(cos`x-1)=0

cos`x=0 또는 cos`x=1

∴ x=0, p2 , 
3
2 p, 2p (0ÉxÉ2p)

따라서 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

닫힌구간 [t, t+p]에서 함수 y= f(x)의 최댓값이 

g(t)이고, 함수 f(x)는 주기가 2p이므로 함수 g(t)도 

주기가 2p이다.

이때, 0ÉxÉ2p에서 함수 f(x)의 최댓값이 f(p)= 3
2

이므로 x=p가 구간 [t, t+p]안에 포함되어 있는 경우

를 기준으로 함수 g(t)를 구해 보자.

Ú	0ÉtÉp일 때,

	‌� 구간 [t, t+p] 안에 x=p가 포함되어 있으므로 이 

구간에서 함수 f(x)의 최댓값은 f(p)= 3
2 이다.

	 ∴ g(t)= 3
2

Û	p<tÉ 3
2 p일 때,

	

	‌� 구간 [t, t+p]에서 함수 y= f(x)의 그래프는 위의 

그림과 같으므로 이 구간에서 함수 y= f(x)의 최댓

값은 x=t일 때이다. 즉,

	 g(t)= 1
2 `cos`2t-cos`t

Ü	
3
2 p<tÉ2p일 때,

	

에서

:
t+1

t
f(x)dx

=g(t+1)e-t+(e+1)`cos`(pt)+ 1
9 e+3

∴	:!1`0`` f(x)dx

	 =
9

Á
t=1

:
t+1

t
f(x)dx

	 =
9

Á
t=1
[g(t+1)e-t+(e+1)`cos`(pt)+ 1

9 e+3]

	 =
9

Á
t=1

g(t+1)e-t+(e+1)
9

Á
t=1

`cos`(pt)+9

� _{ 19 e+3}

	 =0+(e+1){(-1)+1+(-1)

� +y+(-1)}+e+27

� (∵ 자연수 n에 대하여 g(n)=0)

	 =-e-1+e+27=26� 답 26

해결단계

➊ 단계
함수 f(x)의 극값을 구하여 함수 y= f(x)의 그래프를 그

린다.

➋ 단계
0ÉtÉp, p<tÉ 3

2 p, 
3
2 p<t<2p로 구간을 나누어 구간 

[t, t+p]에서의 함수 f(x)의 최댓값 g(t)를 구한다.

➌ 단계 :
2p

0
g(t)dt의 값을 구한다.

두 함수 y=cos`2x, y=cos`x는 각각 주기가 p, 2p이므

로 f(x)는 주기가 2p인 함수이다.

즉, 0ÉxÉ2p에서의 함수 y= f(x)의 그래프를 이용하

여 실수 전체 집합에서의 함수 y= f(x)의 그래프를 그릴 

수 있다.

f(x)= 1
2 `cos`2x-cos`x에서

f '(x)=-sin`2x+sin`x

f '(x)=0에서 -sin`2x+sin`x=0

-2`sin`x`cos`x+sin`x=0, -sin`x(2`cos`x-1)=0

sin`x=0 또는 cos`x= 1
2

∴ x=0, p3 , p, 53 p, 2p`(∵ 0ÉxÉ2p)

0ÉxÉ2p에서 함수 f(x)의 증가와 감소를 표로 나타내

면 다음과 같다.

x 0 y p
3 y p y 5

3 p y 2p

f '(x) 0 - 0 + 0 - 0 + 0

f(x) ↘ 극소 ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

함수 f(x)는 x= p3 , x= 5
3 p에서 극솟값 - 3

4  , x=p

에서 극댓값 
3
2  을 갖는다.

06
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x=1을 대입하면

:)1`` f(t)dt‌�=e+k(e-e+1)	  

=e+k=e-5

∴ k=-5

즉, :)a`` f(x)dx+e2=-5이므로

:)/`` f(t)dt=x2ex-5(xex-ex+1) �  yy㉠

ㄱ.	:)1``xf '(x)dx‌�=[xf(x)]1)-:)1`` f(x)dx	  

= f(1)-(e-5) (∵ 조건 ㈎)	  

� yy㉡

	 ㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

	 f(x)‌�=2xex+x2ex-5(ex+xex-ex)	  

=2xex+x2ex-5xex	  

=(x2-3x)ex

	 이므로 f(1)=-2e

	 이것을 ㉡에 대입하면

	 :)1``xf '(x)dx‌�= f(1)-(e-5)	  

=-2e-e+5=5-3e (참)

ㄴ.	ㄱ에서 f(x)=(x2-3x)ex이므로

	 f '(x)‌�=(2x-3)ex+(x2-3x)ex	  

=(x2-x-3)ex

	 f '(x)=0에서 x2-x-3=0

	 ∴ x=
1-'1�3

2  또는 x=
1+'1�3

2

	‌� 이때, 함수 f(x)는 x=
1+'1�3

2 의 좌우에서 f '(x)

의 부호가 음에서 양으로 바뀌므로 x=
1+'1�3

2 에서 

극솟값을 갖는다. (참)

ㄷ.	:)a`` f(x)dx=-e2-5이므로 ㉠에 x=a를 대입하면

	 :)a`` f(t)dt‌�=a2ea-5(aea-ea+1)	  

=a2ea-5aea+5ea-5	  

=-e2-5

	 에서 ea(a2-5a+5)=-e2

	‌� 방정식 ea(a2-5a+5)=-e2을 만족시키는 실수 a의 

개수는 함수 y=ex(x2-5x+5)의 그래프와 직선

	 y=-e2의 교점의 개수와 같으므로

	 g(x)=ex(x2-5x+5)라 하면

	 g'(x)=ex(x2-3x)

	 g'(x)=0에서 x=0 또는 x=3

	‌� 함수 g(x)의 증가와 감소를 표로 나타내면 다음과 

같다.

	

x y 0 y 3 y

g '(x) + 0 - 0 +

g(x) ↗ 극대 ↘ 극소 ↗

u(x)=x, v'(x)= f '(x)
로 놓으면 u'(x)=1, v(x)=f(x)

	‌� 구간 [t, t+p]에서 함수 y= f(x)의 그래프는 위의 

그림과 같으므로 이 구간에서 함수 y= f(x)의 최댓

값은 x=t+p일 때이다. 즉,

	 g(t)‌�= f(t+p)	  

= 1
2 `cos`(2t+2p)-cos`(t+p)	  

= 1
2 `cos`2t+cos`t

Ú, Û, Ü에서 0ÉtÉ2p에서 함수 g(t)는

g(t)=

(
|
{
|
9

3
2 	 (0ÉtÉp)

1
2 `cos`2t-cos`t	 {p<tÉ 3

2 p}

1
2 `cos`2t+cos`t	 { 3

2 p<tÉ2p}

∴	:
2p

0
g(t)dt

	 =:)È`` 32 dt+:
;2#;p

p
{ 12 `cos`2t-cos`t}dt

� +:
2p

;2#;p
{ 1
2 `cos`2t+cos`t}dt

	 =[ 3
2 t]È)+[ 1

4 `sin`2t-sin`t]
;2#;p

p

	�  +[ 1
4 `sin`2t+sin`t]

2p

;2#;p

	 = 3
2 p-sin` 32 p-sin` 32 p

	 = 3
2 p+2� 답 

3
2 p+2

해결단계

➊ 단계
조건 ㈏의 식에 x=1을 대입하고, 조건 ㈎를 이용하여

:
a

0
f(x)dx+e2의 값을 구한다.

➋ 단계 부분적분법을 이용하여 ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➌ 단계
조건 ㈏의 식을 미분하여 함수 f(x)를 구한 후, 도함수를 

이용하여 ㄴ의 참, 거짓을 판별한다.

➍ 단계
ㄴ에서 구한 함수 f(x)와 ➊단계에서 구한

:
a

0
f(x)dx+e2의 값을 이용하여 ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

 

조건 ㈏의

:)/`` f(t)dt=x2ex+[ :)a`` f(x)dx+e2](xex-ex+1)

에서 :)a`` f(x)dx+e2=k`(k는 상수)로 놓으면

:)/`` f(t)dt=x2ex+k(xex-ex+1)

조건 ㈎에서 :)1`` f(t)dt=e-5이므로 위의 식에

07
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	‌� 함수 g(x)는 x=0에서 극댓

값 5, x=3에서 극솟값 -e3

을 가지므로 함수 y=g(x)의 

그래프는 오른쪽 그림과 같다.

	‌� 오른쪽 그림에서 함수 	

y=g(x)의 그래프와 직선 	

y=-e2이 서로 다른 두 점에

서 만나므로 방정식 	  

ea(a2-5a+5)=-e2을 만족시키는 실수 a의 개수

는 2이다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

1 12	 2 ⑤	 3 ①	 4 ③

이것이 수능	 p. 86

해결단계

➊ 단계

역함수의 미분법을 이용하여 g'( f(x))= 1
f '(x)

임을 파

악한 후, 
40

g'( f(x)){ f(x)}2 을 f(x)와 f '(x)를 이용하

여 나타낸다.

➋ 단계
f(x)=t로 치환하여 :!5`` 40

g'( f(x)){ f(x)}2 dx의 값을 

구한다.

g(x)는 f(x)의 역함수이므로

g( f(x))=x

이 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

g'( f(x)) f '(x)=1

∴ g'( f(x))= 1
f '(x)

    yy㉠

f(x)=t로 놓으면 
dt
dx = f '(x)

g(2)=1, g(5)=5에서 f(1)=2, f(5)=5이므로 x=1

일 때 t=2, x=5일 때 t=5

:!5`` 40
g'( f(x)){ f(x)}2 dx

=:!5`` 40 f '(x)
{ f(x)}2 dx (∵ ㉠)

=:@5`` 40
t2 dt

=40[- 1
t ]5@

=40_{- 1
5 + 1

2 }

=40_ 3
10 =12� 답 12

1
 

해결단계

➊ 단계
도함수 f '(x)를 적분하고 f(x)를 적분상수를 이용하여 나

타낸다.

➋ 단계

함수 f(x)가 0ÉxÉ 3
2 p에서 연속이고, f(0)=0,

f{ 32 p}=1임을 이용하여 적분상수의 값과 l, m, n 사이

의 관계식을 구한다.

➌ 단계
:
;2#;p

0
f(x)dx를 l, m, n을 이용하여 나타낸 후, 이 값이 

최대가 되기 위한 조건을 파악한다.

➍ 단계

➋단계에서 구한 관계식과 ➌단계의 조건을 이용하여

:
;2#;p

0
f(x)dx의 값이 최대가 되는 l, m, n의 값을 각각 

구한 후, l+2m+3n의 값을 구한다.

0<x< p2 에서 f '(x)=l`cos`x이므로

f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=l`sin`x+C1 (단, C1은 적분상수)

p
2 <x<p에서 f '(x)=m`cos`x이므로

f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=m`sin`x+C2 (단, C2는 적분상수)

p<x< 3
2 p에서 f '(x)=n`cos`x이므로

f(x)‌�=:` f '(x)dx	  

=n`sin`x+C3 (단 C3은 적분상수)

이때, 0ÉxÉ 3
2 p에서 함수 f(x)가 연속이므로

x= p2 , x=p에서 연속이고, f(0)=0, f{ 3
2 p}=1이어

야 한다.

Ú	 lim
x`Ú 0+

f(x)= f(0)이므로

	 lim
x`Ú 0+

(l`sin`x+C1)=0    ∴ C1=0

	 ∴ f(x)=l`sin`x {0Éx< p2 }

Û	 lim
x`Ú ;2#;p-

f(x)= f{ 3
2 p}이므로

		  lim
x`Ú ;2#;p-

(n`sin`x+C3)=1

	 -n+C3=1    ∴ C3=n+1

	 ∴ f(x)=n`sin`x+n+1 {p<xÉ 3
2 p}

Ü	x= p2 에서 연속이므로

	 lim
x`Ú ;2Ò;-

f(x)= lim
x`Ú ;2Ò;+

f(x)= f{ p2 }에서

	 lim
x`Ú ;2Ò;-

l`sin`x= lim
x`Ú ;2Ò;+

(m`sin`x+C2)=m+Cª

	 l=m+C2

	 ∴ C2=l-m

	 ∴ f(x)=m`sin`x+l-m { p2ÉxÉp}

2
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Ý	x=p에서 연속이므로

	 lim
x`Ú p-

f(x)= lim
x`Ú p+

f(x)= f(p)에서

	 lim
x`Ú p-

(m`sin`x+l-m)= lim
x`Ú p+

(n`sin`x+n+1)

		  =n+1

	 l-m=n+1

	 ∴ l=n+m+1	 yy㉠

Ú~Ý에서

f(x)=

(
|
{
|
9

l`sin`x	 {0Éx< p2 }

m`sin`x+l-m	 { p2Éx<p}

n`sin`x+n+1	 {pÉxÉ 3
2 p}

따라서

:
;2#;p

0
f(x)dx

=:
;2Ò;

0
l`sin`xdx+:

p

;2Ò;
(m`sin`x+l-m)dx

+:
;2#;p

p
(n`sin`x+n+1)dx

=[-l`cos`x]
;2Ò;

0
+[-m`cos`x+(l-m)x]

p

;2Ò;

+[-n`cos`x+(n+1)x]
;2#;p

p

=l+m+p(l-m)- p2 (l-m)

+ 3
2 p(n+1)-n-p(n+1)

=l+m-n+ p2 (l-m)+ p2 (n+1)

=(n+1)p+2m+1 (∵ ㉠)	 yy㉡

이 값이 최대이어야 하므로 m>0, n>0

|l|+|m|+|n|É10에서

|m+n+1|+|m|+|n|É10 (∵ ㉠)

2m+2n+1É10, 2(m+n)É9

∴ m+nÉ 9
2 =4.5

이 부등식을 만족시키는 양의 정수 m, n의 경우를 다음

과 같이 나눌 수 있다.

①	m=1, n=3일 때,

	 :
;2#;p

0
f(x)dx=4p+3 (∵ ㉡)

②	m=2, n=2일 때,

	 :
;2#;p

0
f(x)dx=3p+5 (∵ ㉡)

③	m=3, n=1일 때,

	 :
;2#;p

0
f(x)dx=2p+7 (∵ ㉡)

①, ②, ③에서 :
;2#;p

0
f(x)dx의 값이 최대인 경우는

m=1, n=3일 때이다.

따라서 l=5, m=1, n=3이므로

l+2m+3n=5+2+9=16� 답 ⑤

해결단계

➊ 단계 조건 ㈎의 식을 미분하여 g'(x)를 구한다.

➋ 단계
➊단계에서 구한 식과 조건 ㈏를 이용하여 :!2``xg(x)dx의 

값을 구한다.

조건 ㈎의 식에 x=1을 대입하면

g(1)=0

조건 ㈎의 양변을 x에 대하여 미분하면

g'(x)=
f(x2+1)

x

이므로

:!2``xg(x)dx

=[ 1
2 x2g(x)]2!-:!2`` 12 x2g'(x)dx

=2g(2)- 1
2 g(1)-:!2``[ 12 x2_

f(x2+1)
x ]dx

=6- 1
2 :!2``xf(x2+1)dx`(∵ g(1)=0, g(2)=3)

� yy㉠

이때, x2+1=t로 놓으면 
dt
dx =2x이고 x=1일 때 t=2, 

x=2일 때 t=5이므로

:!2``xf(x2+1)dx‌�= 1
2 :@5`` f(t)dt	  

= 1
2 _16=8 (∵ 조건 ㈏)

따라서 ㉠에서

:!2``xg(x)dx‌�=6- 1
2 :!2``xf(x2+1)dx	 

=6- 1
2 _8=2� 답 ①

해결단계

➊ 단계 치환적분법을 이용하여 함수 f(x)를 구한다.

➋ 단계
함수 f(x)의 x 대신에 -x를 대입하여 ㄱ의 참, 거짓을 판

별한다.

➌ 단계
함수 f(x)가 x=a에서 극값을 가지면 f '(a)=0임을 이

용하여 ㄴ의 참, 거짓을 판별한다.

➍ 단계
함수 f(x)를 적분한 후, ㄱ과 ㄴ을 이용하여 ㄷ의 참, 거짓

을 판별한다.

t-x=s로 놓으면 
ds
dt =1이고 t=0일 때 s=-x, t=x

일 때 s=0이므로

f(x)‌�=:)/``(t+x)`cos`(t-x)dt	  

=:_0?`(s+2x)`cos`sds	  

=[(s+2x)`sin`s]0_?-:_0?`sin`sds	  

=-x`sin`(-x)-[-cos`s]0_?	  

=-x`sin`(-x)-{-1+cos`(-x)}	

=x`sin`x-cos`x+1    ……㉠

3
 

u(x)=g(x), v'(x)=x로 놓으면

u'(x)=g'(x), v(x)= 1
2 xÛ`

4
 

u(s)=s+2x, v'(s)=cos`s
로 놓으면
u'(s)=1, v(s)=sin`s

본문 pp. 85~86
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ㄱ.	f(-x)‌�=-x`sin`(-x)-cos`(-x)+1 (∵ ㉠)	

=x`sin`x-cos`x+1	 

= f(x) (참)

ㄴ.	㉠의 양변을 x에 대하여 미분하면

	 f '(x)‌�=sin`x+x`cos`x+sin`x	  

=x`cos`x+2`sin`x

	‌� 함수 f(x)가 x=a (0<a<p)에서 극값을 가지므로

	 f '(a)=0에서 a`cos`a+2`sin`a=0

	 cos`a(a+2`tan`a)=0

	 ∴ cos`a=0, tan`a=- a2

	 이때, cos`a=0이면 a= p2  (∵ 0<a<p)

	 f{ p2 }=
p
2 _0+2_1=2+0이므로 함수 f(x)는

	 x= p2 에서 극값을 갖지 않는다.

	 따라서 함수 f(x)가 x=a (0<a<p)에서 극값을

	 가질 때,

	 tan`a=- a2  (참)

ㄷ. ‌�:_Óò` f(x)dx	  

=2:)Ó`` f(x)dx (∵ ㄱ) 	  

=2:)Ó̀ `(x`sin`x-cos`x+1)dx (∵ ㉠)	

=2[[-x`cos`x]Ó)+:)Ó``cos`xdx	  

� +:)Ó``(-cos`x+1)dx]	

=2{[-x`cos`x]Ó)+[x]Ó)}	  

=-2a`cos`a+2a� ……㉡

ㄴ에서 tan`a=- a2 <0이므로

p
2 <a<p    ∴ -1<`cos`a<0� ……㉢

이때, 
1

cos2`a=tan2`a+1에서

1
cos2`a={- a2 }

2
+1= a

2+4
4

cos2`a= 4
a2+4

∴ cos`a‌�=-®É 4
a2+4

 (∵ ㉢)	  

=- 2
"Ãa2+4

따라서 ㉡에서

:_Óò` f(x)dx‌�=-2a`cos`a+2a	  

= 4a
"Ãa2+4

+2a (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

p(x)=x, q'(x)=sin`x
로 놓으면
p'(x)=1, g(x)=-cos`x

정적분의 활용10

01 
5

186 	 02 ③	 03 ③	 04 ②	 05 369

06 ④	 07 15	 08 ②

Step 1	 출제율 100% 우수 기출 대표 문제	 p. 88

lim
n`Ú ¦

(1+2+3+y+n)(1Û`+2Û`+3Û`+y+nÛ`)
(n+1)Ý`+(n+2)Ý`+(n+3)Ý`+y+(2n)Ý`

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1

k_
n

Á
k=1

kÛ`
n

Á
k=1

(n+k)Ý`

=lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

k
n _ 1

n
n

Á
k=1
{ k

n }2`

1
n

n

Á
k=1
{1+ k

n }4`

=
{lim

n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

k
n }_[limn`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1
{ k

n }2`]

lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1
{1+ k

n }4`

=
:

1

0
xdx_:

1

0
xÛ`dx

:
2

1
xÝ`dx

=
[ 1

2 xÛ`]1)_[ 1
3 xÜ`]1)

[ 1
5 xÞ`]2!

=

1
2 _ 1

3
32
5 - 1

5

= 5
186 � 답 

5
186

곡선 y=aex+b가 두 점 (0, 0), (ln`2, 2)를 지나므로

0=a+b, 2=2a+b

위의 두 식을 연립하여 풀면 

a=2, b=-2 

∴ y=2ex-2

따라서 곡선 y=2ex-2와 x축 및 두 

직선 x=-1, x=1로 둘러싸인 도형

의 넓이는

:
1

-1
|2ex-2|dx

=:
0

-1
(-2ex+2)dx+:

1

0
(2ex-2)dx

=[-2ex+2x]0_!+[2ex-2x]1)

={-2+ 2
e +2}+(2e-2-2) 

=2e+ 2
e -4� 답 ③

곡선 y= 8
x `(x>0)과 직선 y=2x의 교점의 x좌표는 

8
x =2x에서 2xÛ`=8    ∴ x=2 (∵ x>0)

또한, 곡선 y= 8
x `(x>0)과 직선 y= 1

2 x의 교점의 x좌

01
 

02
 

03
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직각이등변삼각형 ABC의 넓이를 S(y)라 하면

S(y)= 1
2 ABÓ Û`= 1

2 e2y

따라서 구하는 입체도형의 부피는

:
1

0
S(y)dy‌�‌�= 1

2 :
1

0
e2ydy= 1

2 [ 1
2 e2y]1)	  

= 1
4 eÛ`- 1

4 � 답 ④

점 P의 시각 t에서의 위치 (x, y)가 

x=t+1, y= et+e-t

2 이므로 

dx
dt =1, dy

dt = et-e-t

2

따라서 t=0에서 t=ln`4까지 점 P가 움직인 거리 s는

s�=:
ln`4

0
¾Ð{ dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt

=:
ln`4

0
¾Ð1+{ e

t-e-t

2 }2`dt	  

=:
ln`4

0
¾Ð1+ 1

4 (e2t-2+e-2t)dt	  

=:
ln`4

0
¾Ð 14 (e2t+2+e-2t)dt	  

=:
ln`4

0
¾Ð{ et+e-t

2 }2`dt	  

=:
ln`4

0

et+e-t

2 dt	  

= 1
2 [et-e-t]

ln`4

0
	  

= 1
2 {(eln`4-e-ln`4)-(1-1)}	  

= 1
2 _{4- 1

4 }=
15
8

∴ 8s=8_ 15
8 =15� 답 15

y= 1
8 xÛ`-ln`x에서 

dy
dx = x

4 - 1
x

1ÉxÉ'e에서 주어진 곡선의 길이는 

:
'e

1
¾Ð1+{ dy

dx }2`dx�=:
'e

1
¾Ð1+{ x

4 - 1
x }2`dx

	 =:
'e

1
¾Ð1+ xÛ`

16 - 1
2 + 1

xÛ`
dx

	 =:
'e

1
¾Ð{ x

4 + 1
x }2`dx

	 =:
'e

1
{ x

4 + 1
x }dx

	 =[ 1
8 xÛ`+ln`x]

'e

1

	 ={ 18 e+ 1
2 }-{

1
8 +0}

	 = 1
8 e+ 3

8 � 답 ②

07
 

08
 

표는 
8
x = 1

2 x에서 xÛ`=16

∴ x=4 (∵ x>0)

따라서 곡선 y= 8
x  (x>0)과 두 직

선 y=2x, y= 1
2 x로 둘러싸인 도형

의 넓이는

:
2

0
{2x- 1

2 x}dx+:
4

2
{ 8
x - 1

2 x}dx

=:
2

0

3
2 xdx+:

4

2
{ 8
x - 1

2 x}dx

=[ 3
4 xÛ`]2)+[8`ln`|x|- 1

4 xÛ`]4@

=3+(8`ln`4-4)-(8`ln`2-1)

=8`ln`4-8`ln`2

=16`ln`2-8`ln`2=8`ln`2� 답 ③

함수 f(x)='§x의 역함수가 g(x)

이므로 오른쪽 그림과 같이 두 곡선 

y=f(x)와 y=g(x)는 직선 y=x

에 대하여 대칭이다.

두 곡선 y=f(x), y=g(x)의 교

점의 x좌표는 곡선 y=f(x)와 직선 y=x의 교점의 x좌

표와 같으므로 

'§x=x에서 x=xÛ`

xÛ`-x=0, x(x-1)=0

∴ x=0 또는 x=1

이때, 두 곡선 y=f(x)와 y=g(x)로 둘러싸인 도형의 

넓이는 곡선 y=f(x)와 직선 y=x로 둘러싸인 도형의 

넓이의 2배와 같으므로 구하는 넓이는

2:
1

0
('§x-x)dx

=2[ 2
3 x;2#;- 1

2 xÛ`]1)

=2_{ 2
3 - 1

2 }=
1
3 � 답 ②

높이가 x인 지점에서의 단면의 넓이가

S(x)=xÛ`+2x+5이므로 구하는 부피는 

:
9

0
S(x)dx‌�=:

9

0
(xÛ`+2x+5)dx	  

=[ 1
3 xÜ`+xÛ`+5x]9)	  

=243+81+45=369� 답 369

y=ln`x`(1ÉxÉe)에서 x=ey`(0ÉyÉ1)이므로

ABÓ=ey`(0ÉyÉ1)

04
 

05
 

06
 

본문 pp. 86~88
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래프를 x축의 방향으로 1만큼 평행이동한 닫힌구간

[1, 3]에서의 함수 y=(x-1) f(x)의 정적분과 일치한

다.

1
8 :

2

0
x f(x+1)dx= 1

8 :
3

1
(t-1)f(t)dt

즉, 
1
8 :

3

1
(x-1)f(x)dx=a:

b+2

b
(x+c)f(x)dx

이므로 a= 1
8 , b=1, c=-1

∴ abc= 1
8 _1_(-1)=- 1

8 � 답 - 1
8

함수의 그래프의 평행이동과 정적분

함수 y=f(x+p)의 그래프를 x축의 방향으로 p만큼 평행이동하면 

함수 y=f(x)의 그래프와 일치한다.

따라서 정적분의 피적분함수가 f(x+p)`(p는 상수) 꼴인 경우에는 

함수의 그래프의 평행이동에 의하여

    :
b

a
f(x+p)dx=:

b+p

a+p
f(x)dx

한편, f(x)가 주기가 p인 주기함수이면 f(x+p)= f(x)이므로

    :
b

a
f(x+p)dx=:

b

a
f(x)dx

blacklabel 특강 필수 원리

lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

16k
n f '{ 6k

n -3}

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1

6k
n f '{ 6k

n -3}_ 6
n _ 4

9

= 4
9 :

6

0
xf '(x-3)dx

= 4
9 [[xf(x-3)]6)-:

6

0
f(x-3)dx]

= 4
9 [6 f(3)-:

6

0
f(x-3)dx]    yy㉠

이때, x-3=t로 놓으면 
dt
dx =1이고, x=0일 때

t=-3, x=6일 때 t=3이므로

:
6

0
f(x-3)dx

=:
3

-3
f(t)dt

=2:
3

0
f(t)dt (∵ 조건 ㈏)

=2[ :
1

0
f(t)dt+:

2

1
f(t)dt+:

3

2
f(t)dt]

=2_(5+8+11) (∵ 조건 ㈐)=48

∴ ‌�lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

16k
n f '{ 6k

n -3}	  

= 4
9 [6 f(3)-:

6

0
f(x-3)dx] (∵ ㉠)	 

03
 

u(x)=x, v'(x)=f '(x-3)으로 놓으면
u'(x)=1, v(x)=f(x-3)

01 ④ 02 - 1
8 03 16

3 04 6 05 3
4

06 30 07 ⑤ 08 8
p 09 ② 10 ③

11 ④ 12 ③ 13 ① 14 3p 15 ④

16 14 17 - 4
pÛ` 18 50 19 8-2p 20 ⑤

21 1
6 22 6, 2 23 ④ 24 1

3 25 ④

26 504 27 p4 - 2
3 28 60 29 ⑤ 30 3

31 ① 32 ④ 33 1
2 {e-

1
e } 34 6

35 61
27 36 p 37 ④ 38 4 39 ⑤

40 ⑤

Step 2	 1등급을 위한 최고의 변별력 문제	 pp. 89~94

lim
n`Ú ¦

ln`
Ç "Ã(n+1)(n+2)(n+3)y(n+n)

n

=lim
n`Ú ¦

ln`n®É (n+1)(n+2)(n+3)y(n+n)
nn

=lim
n`Ú ¦

1
n `ln`

(n+1)(n+2)(n+3)y(n+n)
nn

=lim
n`Ú ¦

1
n `ln`{ n+1

n _ n+2
n _ n+3

n _y_ n+n
n }

=lim
n`Ú ¦

1
n {ln` n+1

n +ln` n+2
n +ln` n+3

n

� +y+ln` n+n
n }

=lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

ln` n+k
n

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1

ln`{1+ k
n }_

1
n

=:
2

1
ln`xdx

=[x`ln`x]2!-:
2

1

1
x _xdx

=2`ln`2-[x]2!

=2`ln`2-1� 답 ④

lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1

f{1+ 2k
n }_

k
2nÛ`+n-1

= 1
4 lim

n`Ú ¦

n

Á
k=1
[ f{1+ 2k

n }_
2k
n _ 2

n _ nÛ`
2nÛ̀ +n-1

]

= 1
4 lim

n`Ú ¦

n

Á
k=1
[f{1+2k

n }_
2k
n
=x

_ 2
n

=dx

]_lim
n`Ú ¦

nÛ`
2nÛ`+n-1

= 1
4 [ :

2

0
x f(x+1)dx]_ 1

2

= 1
8 :

2

0
x f(x+1)dx

이때, :
2

0
x f(x+1)dx는 닫힌구간 [0, 2]에서의 함수 

y=xf(x+1)의 정적분이므로 함수 y=xf(x+1)의 그

01
 

u(x)=ln`x, v'(x)=1로 놓으면

u'(x)= 1
x , v(x)=x

02
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= 4
9 _(6_10-48) (∵ 조건 ㈎)	  

= 4
9 _12= 16

3 � 답 
16
3

조건 ㈎에서 x의 값이 증가할 때 

f(x)의 값도 증가하고, 조건 ㈏

에서 f-1(1)=1, f-1(5)=5이

므로 조건을 만족시키는 두 함수 

y=f(x), y=f-1(x)의 그래프 

중 하나는 오른쪽 그림과 같다.

lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1
[ f{1+ 4k

n }+f-1{1+ 4k
n }]

=lim
n`Ú ¦

1
4

n

Á
k=1
[ f{1+ 4k

n }+f-1{1+ 4k
n }]

4
n

= 1
4 [limn`Ú ¦

n

Á
k=1

f{1+ 4k
n }_

4
n

� +lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1

f-1{1+ 4k
n }_

4
n ]

= 1
4 [:

5

1
f(x)dx+:!5 f-1(x)dx]    yy㉠

이때, 위의 그림에서

:
5

1
f(x)dx=BÁ+Bª+C+D,

:
5

1
f-1(x)dx=C+D이므로

:
5

1
f(x)dx+:

5

1
f-1(x)dx

=(BÁ+Bª+C+D)+(C+D)	  

=A+BÁ+Bª+C+D+D (∵ A=C)	  

=4_5+4_1=24

따라서 ㉠에서

lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1
[ f{1+ 4k

n }+f-1{1+ 4k
n }]‌�=

1
4 _24=6

� 답 6

다른풀이

조건 ㈎에서 x의 값이 증가할 때 f(x)의 값도 증가하고, 

조건 ㈏에서 f(1)=1, f(5)=5이므로 f(x)=x도 문

제의 조건을 만족시킨다.

즉, f(x)=x라 하고 풀어도 같은 값이 나와야 한다.

이때, f-1(x)=x이므로

lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1
[ f{1+ 4k

n }+f-1{1+ 4k
n }]

=lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1
{1+ 4k

n +1+ 4k
n }

=lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1
{2+ 8

n k}

=lim
n`Ú ¦

1
n [2n+ 8

n _
n(n+1)

2 ]

=lim
n`Ú ¦

1
n {

12nÛ`+8n
2n }

=lim
n`Ú ¦

12nÛ`+8n
2nÛ`

=6

04
 

f(x)‌�=lim
n`Ú ¦

1
nÛ`

{|nx-1|+|nx-2|+|nx-3|		

� +y+|nx-n|}	

=lim
n`Ú ¦

1
n [|x- 1

n |+|x- 2
n |+|x- 3

n |	 ‌

� +y+|x- n
n |]	

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1
|x- k

n |_
1
n 	 	

=:
1

0
|x-t|dt	 	

=:
x

0
(x-t)dt+:

1

x
(t-x)dt`(∵ 0ÉxÉ1)		

=[xt- tÛ`
2 ]/)+[ tÛ`

2 -xt]1?	 	

=xÛ`-x+ 1
2 	 	

={x- 1
2 }2`+

1
4

따라서 함수 f(x)는 x= 1
2 에서 최솟값 

1
4 을 가지므로

p= 1
2 , q= 1

4  

∴ p+q= 1
2 + 1

4 = 3
4 � 답 

3
4

0ÉtÉ1에서 함수 y=|x-t|`(0ÉxÉ1)의 그래프는 다음 그림과 

같다.

blacklabel 특강 풀이첨삭

f(6-x)+ f(6+x)=0에서 함수 y= f(x)의 그래프는 

점 (6, 0)에 대하여 대칭이고, 실수 전체의 집합에서 증가

하므로 함수 y= f(x)의 그래프 중에서 하나는 다음 그림

과 같다.

또한, 양수 a에 대하여 :
6+a

6-a
f(x)dx=0	 yy㉠

한편, lim
n`Ú ¦

x
n

n

Á
k=1

f{m+ k
n x}É0에서

:
m+x

m
f(t)dtÉ0	 yy㉡

05
 

06
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A n s w e r

점 Ak에서의 접선이 x축과 만나는 점이 Bk이므로

AÕkCkÓ
BÕkCkÓ

= f '(xk) (∵ f '(xk)>0)	 yy㉡

㉠, ㉡에서 
f(xk)
BÕkCkÓ

= f '(xk)

따라서

lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

{ f(xk)}Ý`
BÕkCkÓ

‌�

=lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

f '(xk){ f(xk)}Ü`

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1

f '{ k
n }[ f{

k
n }]

3
_ 1

n  {∵ xk=
k
n }

=:
1

0
f '(x){ f(x)}Ü`dx	 yy㉢

이때, f(x)=t로 놓으면 
dt
dx = f '(x)

f(x)=e2x-ex+ex에서 x=0일 때 t=0, x=1일 때

t=eÛ`

따라서 ㉢에서

lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

{ f(xk)}Ý`
BÕkCkÓ

‌�=:
1

0
f '(x){ f(x)}Ü`dx	  

=:
eÛ`

0
tÜ`dt	  

=[ 1
4 tÝ`]

eÛ`

0
= 1

4 e¡`� 답 ⑤

반원에 대한 중심각의 크기는 p
이므로 오른쪽 그림과 같이

∠AOPk=
kp
n

점 Pk에서 선분 AB에 내린 수

선의 발을 Hk라 하면 

PÕkHkÓ=OÕPkÓ`sin` kpn =2`sin` kpn

∴ Sk‌�=
1
2 ABÓ_PÕkHkÓ	 

= 1
2 _4_2`sin` kpn 	  

=4`sin` kpn

∴ ‌�lim
n`Ú ¦

1
n

n-1
Á
k=1

Sk‌�=lim
n`Ú ¦

n-1
Á
k=1

4`sin` kpn _ 1
n 	  

=:
1

0
4`sin`pxdx	 	

=[- 4
p `cos`px]1)	  

= 4
p-{- 4

p }	  

= 8
p � 답 

8
p

08
 

Ú	1ÉmÉ6일 때,

	 ㉠의 a 대신에 6-m을 대입하면

	 :
12-m

m
f(x)dx=0

	 이므로 ㉡을 만족시키려면

	 m+xÉ12-m

	 ∴ xÉ12-2m

	‌� 위의 부등식을 만족시키는 자연수 x의 개수 g(m)은

	 g(m)=12-2m

Û	m>6일 때,

	 x>6에서 f(x)>0이므로

	 :
m+x

m
f(t)dt>0

	 즉, ㉡을 만족시키는 자연수 x는 존재하지 않는다.

	 ∴ g(m)=0

Ú, Û에서

7
Á
m=1

g(m)‌�=
6

Á
m=1

(12-2m)+g(7)	  

=6_12-2
6

Á
m=1

m+0	  

=72-2_ 6_7
2 	  

=72-42=30� 답 30

f(6-x)+ f(6+x)=0에서 f(x)=- f(12-x)

이때, 12-x=t로 놓으면 dt
dx =-1, x=6일 때 t=6, x=6-a일 

때 t=6+a이므로

:
6

6-a
f(x)dx‌�=:

6

6-a
{- f(12-x)}dx	  

=:
6

6+a
f(t)dt	 

=-:
6+a

6
f(t)dt	  

=-:
6+a

6
f(x)dx

즉, :
6

6-a
f(x)dx+:

6+a

6
f(x)dx=0이므로

:
6+a

6-a
f(x)dx=0이다.

blacklabel 특강 풀이첨삭

xk=
k
n  (k=1, 2, 3, y, n)이므로 xk는 닫힌구간

[0, 1]을 n등분한 각 분점의 x좌표이다.

f(x)=e2x-ex+ex이므로

f '(x)‌�=2e2x-ex+e	  

=ex(2ex-1)+e

0ÉxÉ1에서 1ÉexÉe이므로

f '(x)>0

즉, 함수 f(x)는 닫힌구간 [0, 1]에서 증가한다.

또한, f(0)=0이므로 0ÉxÉ1에서 f(x)¾0이다.

한편, 점 Ak(xk, f(xk))에서 x축에 내린 수선의 발이

Ck이므로

AÕkCkÓ= f(xk) (∵ f(xk)¾0)	 yy㉠

07
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점 Pk (k=0, 1, 2, y, n)의

x좌표를 xk라 하면

xk=
k
n 이므로

Pk{
k
n , 0}, Qk{

k
n , f{ k

n }}

f(x)=axÛ`+b`(a>0, b>0)에서

f(x)>0이므로

lk‌�=PÕkQkÓ= f{ k
n }	  

=a_{ k
n }

2
+b	  

= akÛ`+bnÛ`
nÛ`

lÁ+ln=
5nÛ`+1

nÛ`
이므로

a+bnÛ`
nÛ`

+ anÛ`+bnÛ`
nÛ`

‌�=
(a+2b)nÛ`+a

nÛ`
	  

= 5nÛ`+1
nÛ`

a+2b=5, a=1이므로 a=1, b=2

∴ lk={
k
n }

2
+2

∴ ‌�lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1
'Älk-2 elû	  

=lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1
¾Ð{ k

n }
2
+2-2 e{;nK;}2`+2	  

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1

k
n e{;nK;}2`+2_ 1

n 	  

=:
1

0
xexÛ`+2dx

이때, xÛ`+2=t로 놓으면 
dt
dx =2x

x=0일 때 t=2, x=1일 때 t=3이므로

:
1

0
xexÛ`+2dx‌�= 1

2 :
3

2
etdt	  

= 1
2 [et]3@= eÜ`-eÛ`

2 � 답 ②

f(x)='Ä2x+1에서 xk=
2k
n `(k=1, 2, 3, y, n)이 

므로 

f(xk)='Ä2xk+1=®É 4kn +1

∴ Sk‌�=
1
2 _xk_f(xk)=

1
2 _ 2k

n _®É 4kn +1	  

= k
n®É

4k
n +1

∴ lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

Sk‌�=lim
n`Ú ¦

1
n

n

Á
k=1

k
n®É

4k
n +1	 

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1

k
n®É

4k
n +1_ 1

n `	 

=:
1

0
x'Ä4x+1dx

09
 

10
 

4x+1=t로 놓으면 
dt
dx =4

x=0일 때 t=1, x=1일 때 t=5이므로 

:
1

0
x'Ä4x+1dx‌�=:

5

1

t-1
4 _'t_ 1

4 dt	 

= 1
16 :!5 (t;2#;-t;2!;)dt	  

= 1
16 [ 2

5 t;2%;- 2
3 t;2#;]5!	  

= 1
16 [{

2
5 _25'5- 2

3 _5'5}	  

� -{ 2
5 - 2

3 }]	

=
25'5+1

60 � 답 ③

곡선 y=x`sin`x`(0ÉxÉ2p)와 x축의 교점의 x좌표는 

x`sin`x=0  

∴ x=0 또는 x=p 또는 x=2p 
따라서 곡선 y=x`sin`x

(0ÉxÉ2p)와 x축으로 둘러싸인 

도형의 넓이는

:
2p

0
|x`sin`x|dx

=:
p

0
x`sin`xdx+:

2p

p
(-x`sin`x)dx

=:
p

0
x`sin`xdx-:

2p

p
x`sin`xdx	  

=[-x`cos`x]
p

0
-:

p

0
(-cos`x)dx	  

� -[-x`cos`x]
2p

p
+:

2p

p
(-cos`x)dx	

=p+[sin`x]
p

0
+3p+[-sin`x]

2p

p
	  

=p+0+3p+0	  

=4p� 답 ④

함수 f(x)=tan`x의 역함수가

g(x)이므로 두 곡선 y=f(x)와 

y=g(x)는 직선 y=x에 대하여 

대칭이다. 즉, 오른쪽 그림에서 	 

A=B이므로

:
1

0
g(x)dx

= p4 _1-:
;4Ò;

0
f(x)dx

= p4 -:
;4Ò;

0
tan`xdx

= p4 -:
;4Ò;

0

sin`x
cos`x dx

이때, :
;4Ò;

0

sin`x
cos`x dx에서 cos`x=t로 놓으면

11
 

← ‌�u(x)=x, v'(x)=sin`x	  
로 놓으면	 
u'(x)=1, v(x)=-cos`x

12
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2¾Ð1- (-x)Û`
9 =2¾Ð1- xÛ`

9 에서 곡선 y=2¾Ð1- xÛ`
9 은

y축에 대하여 대칭이므로 구하는 도형의 넓이는

:
3

-3
2¾Ð1- xÛ`

9 dx=2:
3

0
2¾Ð1- xÛ`

9 dx

이때, x=3`sin`h`{- p2ÉhÉ
p
2 }로 놓으면 

dx
dh=3`cos`h이고, x=0일 때 h=0, x=3일 때 h= p2
이므로 

2:
3

0
2¾Ð1- xÛ`

9 dx‌�=2:
;2Ò;

0
2"Ã1-sinÛ``h_3`cos`hdh	

=2:
;2Ò;

0
6`cosÛ``hdh	  

=2:
;2Ò;

0
3(1+cos`2h)dh	 

=6:
;2Ò;

0
(1+cos`2h)dh	  

=6[h+ 1
2 `sin`2h]

;2Ò;

0
	  

=6_ p2 =3p� 답 3p

Ú	A=:
e

1
(x`ln`x)Û`dx

	 ln`x=t로 놓으면 x=et에서 
dx
dt =et

	 x=1일 때 t=0, x=e일 때 t=1이므로

	 A‌�=:
e

1
(x`ln`x)Û`dx	  

=:
1

0
(ett)Û`etdt=:

1

0
tÛ`e3tdt	  

=:
1

0
xÛ`e3xdx

Û	B=:
0

-1
xÛ`exdx

	 -x=t로 놓으면 x=-t에서 
dx
dt =-1

	 x=-1일 때 t=1, x=0일 때 t=0이므로

	 B‌�=:
0

-1
xÛ`exdx	  

=:
0

1
tÛ`e-t(-dt)=:

1

0
tÛ`e-tdt	  

=:
1

0
xÛ`e-xdx

Ü	C=:
1

0
xÛ`eÛ`xdx

0ÉxÉ1에서 xÛ̀ e3x¾0, xÛ̀ e-x¾0, xÛ̀ e2x¾0이므로 A, B, 

C는 각각 세 곡선 y=xÛ̀ e3x, y=xÛ̀ e-x, y=xÛ̀ e2x과 x축 및 

두 직선 x=0, x=1로 둘러싸인 도형의 넓이와 같다.

이때, x>0에서 ex>1이므로

e3x>e2x>e-x    ∴ xÛ`e-x<xÛ`e2x<xÛ`e3x

=cos`h

cos`2h=2`cosÛ``h-1에서

cosÛ``h= 1+cos`2h
2

15
 

dt
dx =-sin`x이고, x=0일 때 t=1, x= p4 일 때 

t= 1
'2 이므로

:
1

0
g(x)dx

= p4 -:
;4Ò;

0

sin`x
cos`x dx	  

= p4 -:
1
'2

1
{- 1

t }dt	  

= p4 -:
1

1
'2

1
t dt	  

= p4 -[ln`|t|]
1

1
'2

	  

= p4 -ln`1+ln` 1
'2 	  

= p4 - 1
2 `ln`2� 답 ③

f(x)‌�= a-x
x+1 =

a+1-(x+1)
x+1 = a+1

x+1 -1

이때, a+1>0 (∵ a>0)이므로 곡

선 f(x)= a-x
x+1 와 x축 및 y축으로 

둘러싸인 도형은 오른쪽 그림의 어

두운 부분과 같다. 

이때, 구하는 도형의 넓이는

:
a

0
{ a+1

x+1 -1}dx 	  

=[(a+1)`ln`|x+1|-x]a)	  

=(a+1)`ln`(a+1)-a 

즉, (a+1)`ln`(a+1)-a=1이므로

(a+1)`ln`(a+1)=a+1 

ln`(a+1)=1 (∵ a+1>0)

a+1=e    ∴ a=e-1

따라서 f(x)= e-1-x
x+1 이므로

f(1)= e-2
2 � 답 ①

y=2¾Ð1- xÛ`
9     yy㉠

㉠에 x=0을 대입하면 y=2

㉠에 y=0을 대입하면 1- xÛ`
9 =0, xÛ`=9

∴ x=-3 또는 x=3

곡선 y=2¾Ð1- xÛ`
9 과 x축으로 

둘러싸인 도형은 오른쪽 그림의 

어두운 부분과 같다.

13
 

14
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A, B, C의 적분구간이 모두 닫힌구간 [0, 1]로 같으므

로 곡선의 그래프가 위쪽에 위치할수록 정적분의 값이 더 

크다.

따라서 :
1

0
xÛ`e-xdx<:

1

0
xÛ`e2xdx<:

1

0
xÛ`e3xdx이므로

B<C<A� 답 ④

다음 그림과 같이 도형 A의 꼭짓점을 각각 P, Q, R, 도

형 B의 꼭짓점을 S, T, U라 하면 도형 A는 매초 2의 속

도로 움직이고, 도형 B는 매초 1의 속도로 움직이므로

Q(2t, 0), R(3+2t, 0), T(3+t, 0), U(6+t, 0)

도형 A가 더 빠른 속도로 움직이므로 도형 A와 도형 B

가 같은 위치에 놓일 때의 시각은

2t=3+t 또는 3+2t=6+t에서 t=3

Ú	0ÉtÉ3일 때,

	 두 점 P, R를 지나는 곡선의 방정식은

	 y="Ã-(x-2t)+3="Ã-x+3+2t

	 두 점 S, T를 지나는 곡선의 방정식은

	 y="Ã(x-t)-3='Äx-3-t

	 이 두 곡선의 교점의 x좌표는

	 "Ã-x+3+2t='Äx-3-t에서

	 -x+3+2t=x-3-t, 2x=6+3t

	 ∴ x=3+ 3
2 t

	‌� 두 도형 A, B가 합동이고 각각 직선 x= 3
2 +2t, 직

선 x= 9
2 +t에 대하여 대칭이므로 두 도형이 겹쳐지

는 부분은 직선 x=3+ 3
2 t에 대하여 대칭이다.

	 따라서 두 도형 A, B가 겹쳐지는 부분의 넓이는

	‌� S(t)‌�=:
3+;2#;t

3+t
'Äx-3-tdx+:

3+2t

3+;2#;t
'Ä-x+3+2tdx	

=2:
3+;2#;t

3+t
'Äx-3-tdx	  

=2[ 2
3 (x-3-t);2#;]

3+;2#;t

3+t
	  

=2_ 2
3 {

1
2 t}

;2#;
	 

= 4
3 _ 1

2'2 t ;2#;=
'2
3 t ;2#;

Û	3<tÉ5일 때,

	

16
 

	‌� 같은 방법으로 두 점 P, Q를 지나는 곡선과 두 점 S, 

U를 지나는 곡선의 방정식은 각각

	 y='Äx-2t, y='Ä-x+6+t

	‌� 이 두 곡선의 교점의 x좌표는 'Äx-2t='Ä-x+6+t

에서 x=3+ 3
2 t이므로 두 도형 A, B가 겹쳐지는 부

분은 직선 x=3+ 3
2 t에 대하여 대칭이다.

	 따라서 두 도형 A, B가 겹쳐지는 부분의 넓이는

	 S(t)‌�=:
3+;2#;t

2t
'Äx-2tdx+:

6+t

3+;2#;t
'Ä-x+6+tdx	

=2:
3+;2#;t

2t
'Äx-2tdx	  

=2[ 2
3 (x-2t);2#;]

3+;2#;t

2t
	  

= 4
3 {3-

1
2 t}

;2#;

Ú, Û에서 S(t)=

(

{

9

'2
3 t ;2#;� (0ÉtÉ3)

4
3 {3-

1
2 t}

;2#;
 (3<tÉ5)

∴ ‌�:
5

0
S(t)dt	  

=:
3

0

'2
3 t ;2#;dt+:

5

3

4
3 {3-

1
2 t}

;2#;
dt	  

=[ '23 _ 2
5 t ;2%;]3)+[ 4

3 _{- 4
5 }{3-

1
2 t}

;2%;
]5#	

=
2'2
15 _9'3- 16

15 _{ 1
4'2 -

9'3
4'2 }

	  

=
6'6
5 -

2'2
15 +

6'6
5 	  

= 12
5 '6-

2
15 '2

따라서 a= 12
5 , b= 2

15 이므로

5a+15b=5_ 12
5 +15_ 2

15 =14� 답 14

점 (p, 0)을 지나는 직선 l의 기

울기를 m`(m<0)이라 하면 방

정식은 

y=m(x-p) 
이때, 위의 그림에서 두 영역 A, B의 넓이가 같으므로 

:
p

0
{sin`x-m(x-p)}dx=0이어야 한다.

:
p

0
(sin`x-mx+mp)dx

=[-cos`x- 1
2 mxÛ`+mpx]

p

0

=1- 1
2 mpÛ`+mpÛ`+1

=2+ 1
2 mpÛ`=0

17
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:
1

-1
{4- 4

1+xÛ`
}dx

=2:
1

0
{4- 4

1+xÛ`
}dx

=8:
1

0
{1- 1

1+xÛ`
}dx

=8[x]1)-8:
1

0

1
1+xÛ`

dx

=8-8:
1

0

1
1+xÛ`

dx    yy㉠

한편, :
1

0

1
1+xÛ`

dx에서 x=tan`h`{- p2 <h< p2 }로

놓으면 
dx
dh=secÛ``h이고, x=0일 때 h=0, x=1일 때

h= p4 이므로

:
1

0

1
1+xÛ`

dx‌�=:
;4Ò;

0

secÛ``h
1+ tanÛ``h dh	  

=:
;4Ò;

0

secÛ``h  
secÛ``h dh	  

=:
;4Ò;

0
dh	 

=[h]
;4Ò;

0
= p4

따라서 구하는 도형의 넓이는 ㉠에서

:
1

0
{4- 4

1+xÛ`
}dx‌�=8-8:

1

0

1
1+xÛ`

dx	 	

=8-8_ p4 	  

=8-2p� 답 8-2p

위의 그림과 같이 점 A를 지나고 y축에 평행한 직선과 직

선 y=-x의 교점을 C, 점 B를 지나고 y축에 평행한 직

선과 직선 y=-x의 교점을 D라 하고 직선 y=-x와 

두 직선 lÁ, lª의 교점을 각각 E, F라 하자. 

∴ C(2, -2), D(8, -8)

구하고자 하는 도형을 두 부분으로 나누어 △AEC의 넓

이를 SÁ, 구하고자 하는 도형에서 △AEC를 뺀 도형의 

넓이를 Sª라 하면 △AEC는 빗변의 길이가 ACÓ=6인 직

각이등변삼각형이므로 그 넓이는 

SÁ= 1
2 _{ 6

'2 }2`=9

△BFD는 빗변의 길이가 BDÓ=9인 직각이등변삼각형이

므로 그 넓이는

1
2 _{ 9

'2 }2`=
81
4

20
 

즉, 2=- 1
2 mpÛ`이므로 

m=- 4
pÛ`

� 답 - 4
pÛ`

f(x)=k`ln`x (k>0)라 하고 함수 y= f(x)의 그래프

와 직선 y=x의 접점을 P, 점 P에서 x축에 내린 수선의 

발을 Q라 하자.

함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x 및 x축으로 둘러

싸인 도형은 다음 그림의 어두운 부분과 같다.

점 P의 x좌표를 p`(p>0)라 하면 점 P는 함수

f(x)=k`ln`x의 그래프와 직선 y=x의 교점이므로

k`ln`p=p	 yy㉠

f(x)=k`ln`x에서 f '(x)= k
x 이고, 함수 y= f(x)의 그

래프의 점 P에서의 접선이 직선 y=x이므로

k
p =1	 yy㉡

㉡에서 k=p이므로 이것을 ㉠에 대입하면

p`ln`p=p, ln`p=1`(∵ p>0)

∴ p=k=e

∴ f(x)=e`ln`x

따라서 구하는 넓이는

(삼각형 OQP의 넓이)-:
e

1
f(x)dx

= 1
2 eÛ`-:

e

1
e`ln`xdx

= 1
2 eÛ`-e{[x`ln`x]e!-:

e

1
dx}

= 1
2 eÛ`-e{e-[x]e!}

= 1
2 eÛ`-e_(e-e+1)= 1

2 eÛ`-e

따라서 a= 1
2 , b=1이므로

100ab=100_ 1
2 _1=50� 답 50

4
1+xÛ`

= 4
1+(-x)Û`

이므로 곡선 y= 4
1+xÛ`

는 y축에 대

하여 대칭이다. 

곡선 y= 4
1+xÛ`

와 세 직선 x=-1, x=1, y=4로 둘러

싸인 도형의 넓이는

18
 

← ‌�u(x)=ln`x, v'(x)=1로 놓으면 

u'(x)= 1
x , v(x)=x

19
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∴ Sª‌�=:
8

2
[ 8
x -(-x)]dx- 81

4 	  

=[8`ln`|x|+ 1
2 xÛ`]8@- 81

4 	  

=(8`ln`8+32)-(8`ln`2+2)- 81
4 	  

=24`ln`2-8`ln`2+ 39
4 	  

=16`ln`2+ 39
4

따라서 구하는 넓이는 

SÁ+Sª‌�=9+{16`ln`2+ 39
4 }	  

=16`ln`2+ 75
4 � 답 ⑤

다른풀이

다음 그림과 같이 두 직선 lÁ, lª가 직선 y=-x와 만나

는 점을 각각 C, D라 하면 곡선 y= 8
x 과 직선 y=-x 

및 두 직선 lÁ, lª로 둘러싸인 도형의 넓이는 사다리꼴 

ACDB의 넓이에서 다음 그림의 어두운 부분의 넓이를 

빼면 된다.

선분 AC의 길이는 점 A(2, 4)와 직선 y=-x, 즉

x+y=0 사이의 거리이므로

ACÓ=
|2+4|
"Ã1Û`+1Û`

= 6
'2 =3'2

선분 BD의 길이는 점 B(8, 1)과 직선 y=-x, 즉

x+y=0 사이의 거리이므로

BDÓ=
|8+1|
"Ã1Û`+1Û`

= 9
'2 =

9'2
2

직선 lÁ은 직선 y=-x와 수직이고 점 A(2, 4)를 지나

므로 직선의 방정식은

y-4=1(x-2)    ∴ x-y+2=0

이때, 선분 CD의 길이는 두 직선 lÁ, lª 사이의 거리이므

로 점 B(8, 1)과 직선 lÁ, 즉 x-y+2=0 사이의 거리와 

같다. 즉,

CDÓ=
|8-1+2|
"Ã1Û`+(-1)Û`

= 9
'2 =

9'2
2

따라서 사다리꼴 ACDB의 넓이는

ACDB‌�= 1
2 (ACÓ+BDÓ)_CDÓ	  

= 1
2 _{3'2+ 9'2

2 }_
9'2
2 	  

= 135
4

한편, 두 점 A(2, 4), B(8, 1)을 지나는 직선의 방정식은

y-4=- 1
2 (x-2)    ∴ y=- 1

2 x+5

이므로 직선 y=- 1
2 x+5와 곡선 y= 8

x 로 둘러싸인 도

형의 넓이는

:
8

2
{- 1

2 x+5- 8
x }dx

=[- 1
4 xÛ`+5x-8`ln`|x|]8@

=(-16+40-8`ln`8)-(-1+10-8`ln`2)

=15-16`ln`2

그러므로 구하는 넓이는

ACDB-:
8

2
{- 1

2 x+5- 8
x }dx

= 135
4 -(15-16`ln`2)=16`ln`2+ 75

4

y=xÛ`에서 y'=2x

y=2'Äx-a에서 y'= 1
'Äx-a

두 곡선 y=xÛ`과 y=2'Äx-a의 교점의 x좌표를 k라 하

면 x=k에서의 함숫값과 접선의 기울기가 각각 같으므로 

kÛ`=2'Äk-a, 2k= 1
'Äk-a

위의 두 식을 연립하여 풀면 

k= 1
kÛ`

, kÜ`=1

(k-1)(kÛ`+k+1)=0    ∴ k=1

즉, 두 곡선 y=xÛ`과 y=2'Äx-a의 교점의 좌표는 

(1, 1)이므로 x=1, y=1을 y=2'Äx-a에 대입하면 

1=2'Ä1-a, 1-a= 1
4

∴ a= 3
4

따라서 두 곡선 y=xÛ`과

y=2®Éx- 3
4  및 x축으로 둘러

싸인 도형의 넓이는

:
1

0
xÛ`dx-:

1

;4#;
2®Éx- 3

4 dx

=[ 1
3 xÜ`]1)-[ 4

3 {x- 3
4 }

;2#;
]
1

;4#;

= 1
3 - 4

3 _{ 1
4 }

;2#;

= 1
3 - 4

3 _ 1
8

= 1
3 - 1

6 = 1
6 � 답 

1
6

:
1

0
{ f(4x)-g(4x)}dx=1에서

4x=t로 놓으면 
dt
dx =4

x=0일 때 t=0, x=1일 때 t=4이므로

:
1

0
{ f(4x)-g(4x)}dx= 1

4 :
4

0
{ f(t)-g(t)}dt=1

21
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곡선 y='Ä-x+1과 x축 및 y축으로 둘러싸인 도형의 넓

이를 SÁ이라 하면 

SÁ‌�=:
1

0
'Ä-x+1dx=[- 2

3 (-x+1);2#;]1)= 2
3

두 곡선 y='Ä-x+1, 

y='¶kx의 교점의 x좌표는

'Ä-x+1='¶kx에서 

-x+1=kx

∴ x= 1
k+1  

0ÉxÉ 1
k+1 에서 두 곡선 y='Ä-x+1, y='¶kx와 y축

으로 둘러싸인 도형의 넓이를 Sª라 하면

Sª‌�=:
1

k+1

0
('Ä-x+1-'¶kx)dx	  

=[- 2
3 (-x+1);2#;- 2

3k (kx);2#;]
1

k+1

0
	  

=- 2
3 {

k
k+1 }

;2#;
- 2

3k {
k

k+1 }
;2#;
+ 2

3 	  

=- 2
3 {

k
k+1 }

;2#;
{1+ 1

k }+
2
3 	  

=- 2
3 {

k
k+1 }

;2!;
+ 2

3

이때, Sª= 1
2 SÁ이므로

- 2
3 {

k
k+1 }

;2!;
+ 2

3 = 1
2 _ 2

3

{ k
k+1 }

;2!;
= 1

2 , 
k

k+1 = 1
4 `(∵ k>0)

k+1=4k, 3k=1

∴ k= 1
3 � 답 

1
3

단계 채점 기준 배점

㈎
곡선 y='Ä-x+1과 x축 및 y축으로 둘러싸인 도형

의 넓이를 구한 경우
30%

㈏
두 곡선 y='Ä-x+1, y='¶kx의 교점의 x좌표를 k
에 대하여 나타낸 경우

20%

㈐ 넓이에 대한 조건을 이용하여 k의 값을 구한 경우 50%

다른풀이

곡선 y='Ä-x+1과 x축 및 y축

으로 둘러싸인 도형의 넓이를 	

곡선 y='¶kx가 이등분하므로 	

오른쪽 그림에서 A=B이다.

A‌�=:
1

k+1

0
('Ä-x+1-'¶kx)dx	  

=- 2
3 {

k
k+1 }

;2!;
+ 2

3

B‌�=:
1

k+1

0
'¶kxdx+:

1

1
k+1
'Ä-x+1dx	  

=[ 2
3k (kx);2#;]

1
k+1

0
+[- 2

3 (-x+1);2#;]
1

1
k+1

	  

= 2
3k {

k
k+1 }

;2#;
+ 2

3 {
k

k+1 }
;2#;
	  

= 2
3 {

k
k+1 }

;2#;
{ 1
k +1}= 2

3 {
k

k+1 }
;2!;

24
 

에서 :
4

0
{ f(t)-g(t)}dt=4

즉,

:
4

0
{ f(t)-g(t)}dt

=:
3

0
{ f(t)-g(t)}dt-:

4

3
{g(t)- f(t)}dt=4

� yy㉠

또한, 두 곡선 y= f(x), y=g(x)로 둘러싸인 도형의 넓

이가 8이므로

:
4

0
|f(x)-g(x)|dx

=:
3

0
{ f(x)-g(x)}dx+:

4

3
{g(x)- f(x)}dx=8

� yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

:
3

0
{ f(x)-g(x)}dx=6, :

4

3
{g(x)- f(x)}dx=2

따라서 두 곡선 y= f(x), y=g(x)로 둘러싸인 두 도형 

A, B의 넓이는 각각 6, 2이다.� 답 6, 2

두 점 P, Q가 원점을 출발한 지 t초 후의 x좌표는 각각 

t, 2t이므로 t초 후에 두 곡선 y=ex, y=e-x과 두 선분 

AB, CD로 둘러싸인 부분의 넓이 S(t)는

S(t)‌�=:
2t

t
(ex-e-x)dx	  

=[ex+e-x]
2t

t

=e2t+e-2t-(et+e-t)	 yy㉠

∴ S'(t)‌�=2e2t-2e-2t-(et-e-t)	  

=2(e2t-e-2t)-(et-e-t)	 

=2(et+e-t)(et-e-t)-(et-e-t)

=(et-e-t){2(et+e-t)-1}	 yy㉡

㉠에서 S(a)=4이므로

e2a+e-2a-(ea+e-a)=4	 yy㉢

이때, ea+e-a=k (k>0)로 놓으면

e2a+2+e-2a=kÛ`이므로

e2a+e-2a=kÛ`-2

즉, ㉢에서 (kÛ`-2)-k=4

kÛ`-k-6=0, (k+2)(k-3)=0

이때, k>0이므로 k=3

∴ ea+e-a=3

또한, (ea-e-a)Û`=(ea+e-a)Û`-4이므로

(ea-e-a)Û`=9-4=5

∴ ea-e-a='5 (∵ a>0)

따라서 ㉡에서

S'(a)‌�=(ea-e-a){2(ea+e-a)-1}	  

='5_(2_3-1)	  

=5'5� 답 ④

23
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즉, - 2
3 {

k
k+1 }

;2!;
+ 2

3 = 2
3 {

k
k+1 }

;2!;
이므로

4
3 {

k
k+1 }

;2!;
= 2

3 , { k
k+1 }

;2!;
= 1

2

k
k+1 = 1

4     ∴ k= 1
3

점 P의 x좌표를 t (t>0)라 하면

P(t, f(t)), Q(t, 0)

이때, f(0)=0, g(0)=0, 

f(x)¾g(x)이고, x¾0에서 증가

하는 두 함수 y= f(x), y=g(x)의 

그래프가 삼각형 OQP를 삼등분하

므로 두 함수 y= f(x), y=g(x)의 

그래프는 오른쪽 그림과 같다.

삼각형 OQP의 넓이는 
1
2 t f(t)이고, 곡선 y= f(x)와 x

축 및 직선 x=t로 둘러싸인 도형의 넓이는 삼각형 OQP

의 넓이의 
2
3 이므로

:
t

0
f(x)dx= 2

3 _ 1
2 t f(t)= 1

3 t f(t)

위의 식의 양변을 t에 대하여 미분하면

f(t)= 1
3 f(t)+ 1

3 t f '(t), 23 f(t)= 1
3 t f '(t)

t>0이면 f(t)>0이므로 양변을 
1
3 t f(t)로 나누면

2
t =

f '(t)
f(t)

, :`` 2t dt=:`` f '(t)
f(t)

dt

ln` f(t)=2`ln`t+C (단, C는 적분상수)

f(1)=2이므로 ln` f(1)=C에서 C=ln`2

즉, ln` f(t)=2`ln`t+ln`2=ln`2tÛ`이므로

f(t)=2tÛ`

또한, 곡선 y=g(x)와 x축 및 직선 x=t로 둘러싸인 도

형의 넓이는 삼각형 OQP의 넓이의 
1
3 이므로

:
t

0
g(x)dx‌�= 1

3 _ 1
2 t f(t)	  

= 1
3 tÜ` (∵ f(t)=2tÛ`)

위의 식의 양변을 t에 대하여 미분하면

g(t)=tÛ`

따라서 
1

g(x)
= 1

xÛ`
, g(x)=xÛ̀ 이므로 두 곡선 	

y= 1
g(x)

`(x>0), y=g(x)와 직선 y=2 및 y축으로 

둘러싸인 도형은 다음 그림의 어두운 부분과 같다.

25
 

두 곡선 y= 1
g(x)

, y=g(x)의 교점의 x좌표는

1
xÛ`

=xÛ`에서 xÝ`=1    ∴ x=1`(∵ x>0)

곡선 y= 1
g(x)

과 직선 y=2의 교점의 x좌표는

1
xÛ`

=2, xÛ`= 1
2     ∴ x= 1

'2 `(∵ x>0)

따라서 구하는 넓이는

:
1
'2

0
{2-g(x)}dx+:

1

1
'2
[ 1

g(x)
-g(x)\]dx

=:
1
'2

0
(2-xÛ`)dx+:

1

1
'2
{ 1
xÛ`

-xÛ`}dx

=[2x- 1
3 xÜ`]

1
'2
0

+[- 1
x - 1

3 xÜ`]
1

1
'2

={'2- 1
3 _
'2
4 }+{-1- 1

3 +'2+ 1
3 _
'2
4 }

=2'2- 4
3 =

6'2-4
3 � 답 ④

모든 실수 x에 대하여 -1Ésin` p8 xÉ1이므로

-2É2`sin` p8 xÉ2, 3É2`sin` p8 x+5É7

∴ 3ÉR(x)É7

지면으로부터의 높이가 x인 지점에

서 지면과 평행한 평면으로 자른 파

인애플의 단면의 중심을 O라 하면 

파인애플의 단면은 오른쪽 그림과 

같다.

이 단면의 넓이를 S(x)라 하면

S(x)‌�=p_{R(x)}Û`-p_2Û`	  

=p{2`sin` p8 x+5}2`-4p	  

=p{4`sinÛ`` p8 x+20`sin` p8 x+21}

따라서 이 파인애플의 부피는

:
8

0
S(x)dx

=:
8

0
p{4`sinÛ`` p8 x+20`sin` p8 x+21}dx

=p:
8

0
[2{1-cos` p4 x}+20`sin` p8 x+21]dx

=p[2x- 8
p `sin` p4 x- 160

p `cos` p8 x+21x]8)

=p{16+ 160
p +168+ 160

p }

=p{ 320
p +184}=320+184p

따라서 a=320, b=184이므로

a+b=320+184=504� 답 504

조건을 만족시키는 입체도형을 x축에 수직인 평면으로 	

자를 때, 곡선 y=tanÛ̀ `x {0ÉxÉp4 }와 만나는 점을 A,

26
 

cos` p4 x=1-2`sinÛ`` p8 x에서 sinÛ`` p8 x= 1
2 {1-cos` p4 x}

27 
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점 A에서 x축에 내린 수선의 발을 B라 하자.

점 A의 x좌표를 x {0ÉxÉp4 }

라 하면 점 A를 지나고 x축에 수

직인 평면으로 자를 때 생기는 정

사각형의 한 변의 길이는

ABÓ=tanÛ``x

이 정사각형의 넓이를 S(x)라 하면

S(x)=ABÓ Û`=tanÝ``x

따라서 구하는 입체도형의 부피는

:
p
4

0
S(x)dx

=:
p
4

0
tanÝ``xdx

=:
p
4

0
(secÛ``x-1)Û`dx

=:
p
4

0
(secÝ``x-2`secÛ``x+1)dx

=:
p
4

0
secÝ``xdx+:

p
4

0
(-2`secÛ``x+1)dx

=:
p
4

0
secÛ``x_secÛ``xdx+[-2`tan`x+x]

p
4

0

=:
p
4

0
(1+tanÛ``x)secÛ``xdx-2+ p4     yy㉠

이때, :
p
4

0
(1+tanÛ``x)secÛ``xdx에서

tan`x=t로 놓으면 
dt
dx =secÛ``x이고

x=0일 때 t=0, x= p4 일 때 t=1이므로

:
p
4

0
(1+tanÛ``x)secÛ``xdx‌�=:

1

0
(tÛ`+1)dt	  

=[ 1
3 tÜ`+t]1)	  

= 1
3 +1= 4

3

∴ ‌�:
p
4

0
S(x)dx	  

=:
p
4

0
(1+tanÛ``x)secÝ``xdx-2+ p4 `(∵ ㉠)	

= 4
3 -2+ p4 	  

= p4 - 2
3 � 답 

p
4 - 2

3

곡선 y='§x와 직선 y=mx의 교점 중 원점이 아닌 점을 

P라 하면 점 P의 x좌표는 '§x=mx에서 x=mÛ`xÛ`

x(mÛ`x-1)=0    ∴ x= 1
mÛ`

 (∵ x>0)

조건을 만족시키는 입체도형을 x축에 수직인 평면으로

자를 때, 곡선 y='x`{0ÉxÉ 1
mÛ`
}와 만나는 점을 A,

직선 y=mx`{0ÉxÉ 1
mÛ`
}와 만나는 점을 B라 하자.

28
 

점 A의 x좌표를 x`{0ÉxÉ 1
mÛ`
}

라 하면 점 A를 지나고 x축에 수

직인 평면으로 자를 때 생기는 정

삼각형의 한 변의 길이는

ABÓ='§x-mx

이 정삼각형의 넓이를 S(x)라 하면

S(x)‌�=
'3
4 ABÓ Û`	  

=
'3
4 ('§x-mx)Û`	 

=
'3
4 (x-2mx'§x+mÛ`xÛ`)

따라서 입체도형의 부피는

:
1
mÛ`

0
S(x)dx

=:
1
mÛ`

0

'3
4 (x-2mx'§x+mÛ`xÛ`)dx

=
'3
4 [ 1

2 xÛ`- 4
5 mx;2%;+ 1

3 mÛ`xÜ`]
1
mÛ`
0

=
'3
4 [

1
2 {

1
mÛ`
}2`- 4

5 m{ 1
mÛ`
}
;2%;
+ 1

3 mÛ`{ 1
mÛ`
}3`]

=
'3
4 {

1
2 _ 1

mÝ`
- 4

5 _ 1
mÝ`

+ 1
3 _ 1

mÝ`
}

=
'3
4 _ 1

30 _ 1
mÝ`

=
'3

120mÝ`

즉, 
'3

120mÝ`
=30'3이므로 

1
mÝ`

=3600    ∴ 
1
mÛ`

=60� 답 60

반구 모양의 그릇의 중심

을 좌표평면의 원점으로 

하여 정면에서 바라본 단

면을 좌표평면 위에 나타

내면 오른쪽 그림과 같다.

ㄱ.	삼각형 OPQ에서

	 OPÓ‌�=OQÓ`sin`h	  

=sin`h`(∵ OQÓ=1)

	 ∴ H(h)=1-sin`h (참)

ㄴ.	‌�삼각형 OPQ에서 	 

PQÓ=OQÓ`cos`h=cos`h`(∵ OQÓ=1)	  

이때, 수면의 넓이 S(h)는 반지름의 길이가 PQÓ인 원

의 넓이이므로	  

S(h)=p_PQÓ Û`=p`cosÛ``h (참)

ㄷ.	‌�h= p6 일 때 물의 높이가 H{ p6 }=1-sin`p6 = 1
2 이

므로 구하는 부피를 V라 하면

	 V‌�=p:
-;2!;

-1
xÛ`dy

29 
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	 이때, x=cos`h, y=-sin`h이므로 
dy
dh=-cos`h

	 ‌�이고, y=-1일 때 h= p2 , y=- 1
2 일 때, h= p6 이

므로

	 V‌�=p:
-;2!;

-1
xÛ`dy	  

=p:
;6Ò;

;2Ò;
cosÛ``h_(-cos`h)dh	  

=p:
;2Ò;

;6Ò;
cosÜ``hdh	 

=p:
;2Ò;

;6Ò;
cos`h(1-sinÛ``h)dh	  

=p:
;2Ò;

;6Ò;
(cos`h-cos`h`sinÛ``h)dh	  

=p[sin`h- sinÜ``h
3 ]

;2Ò;

;6Ò;
	  

=p{1- 1
3 - 1

2 + 1
24 }	  

= 5
24 p (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

원 xÛ`+yÛ`=rÛ`에서 x¾0인 반원을 

밑면으로 하는 입체도형이 A이므

로 오른쪽 그림과 같이 입체도형 A

를 x축에 수직인 평면으로 잘랐을 

때 x축과 만나는 점을 P, 반원

x Û`+y Û`=r Û` (x¾0)과 만나는 두 

점을 각각 Q, R라 하자.

점 P의 x좌표를 x`(0ÉxÉr)라 하면 OPÓ=x이므로

△OPQ에서 PQÓ="ÃrÛ`-xÛ`

∴ QRÓ=2"ÃrÛ`-xÛ`

입체도형 A를 x축에 수직인 평면으로 자른 단면은 밑변과 

높이의 길이의 합이 2r인 삼각형이므로 밑변을 QRÓ라 하면

(높이)=2r-2"ÃrÛ`-xÛ`

즉, 입체도형 A의 단면의 넓이는

1
2 _2"ÃrÛ`-xÛ`(2r-2"ÃrÛ`-xÛ`)

=2r"ÃrÛ`-xÛ`-2(rÛ`-xÛ`)

이므로 입체도형 A의 부피는

:
r

0
{2r"ÃrÛ`-xÛ`-2(rÛ`-xÛ`)}dx

=2r:
r

0
"ÃrÛ`-xÛ`dx-2:

r

0
(rÛ`-xÛ`)dx	 yy㉠

또한, 원 xÛ`+yÛ`=rÛ`에서 y¾0

인 반원을 밑면으로 하는 입체

도형이 B이므로 오른쪽 그림과 

같이 입체도형 B를 x축에 수직

인 평면으로 잘랐을 때 x축과 

sin`h=t로 놓으면 dt
dh=cos`h이므로

:
sin`;2Ò;

sin`;6Ò;
`tÛ``dt=[ 1

3 tÜ`]
sin`;2Ò;

sin`;6Ò;

30 

만나는 점을 T, 반원 xÛ`+yÛ`=rÛ``(y¾0)과 만나는 점을 

S라 하자.

점 T의 x좌표를 x`(-rÉxÉr)라 하면 OTÓ=|x|이므

로 △OTS에서

STÓ="ÃrÛ`-xÛ`

입체도형 B를 x축에 수직인 평면으로 자른 단면은 밑변과 

높이의 길이의 합이 2r인 삼각형이므로 밑변을 STÓ라 하면

(높이)=2r-"ÃrÛ`-xÛ`

즉, 입체도형 B의 단면의 넓이는

1
2 _"ÃrÛ`-xÛ`(2r-"ÃrÛ`-xÛ`)

=r"ÃrÛ`-xÛ`- 1
2 (rÛ`-xÛ`)

이므로 입체도형 B의 부피는

:
r

-r
[r"ÃrÛ`-xÛ`- 1

2 (rÛ`-xÛ`)]dx

=2:
r

0
[r"ÃrÛ`-xÛ`- 1

2 (rÛ`-xÛ`)]dx

=2r:
r

0
"ÃrÛ`-xÛ`dx-:

r

0
(rÛ`-xÛ`)dx	 yy㉡

한편, :
r

0
"ÃrÛ`-xÛ`dx에서 x=r`sin`h {0ÉhÉp2 }

로 놓으면 
dx
dh=r`cos`h

x=0일 때 h=0, x=r일 때 h= p2 이므로

:
r

0
"ÃrÛ`-xÛ`dx‌�=:

;2Ò;

0
"ÃrÛ`-rÛ``sinÛ``h_r`cos`hdh	

=rÛ`:
;2Ò;

0
cosÛ``hdh	  

=rÛ`:
;2Ò;

0

1+cos`2h
2 dh	  

= rÛ`
2 [h+ 1

2 `sin`2h]
;2Ò;

0
	  

= rÛ`
2 _ p2 = p4 rÛ`

:
r

0
(rÛ`-xÛ`)dx‌�=[rÛ`x- 1

3 xÜ`]r)	  

=rÜ`- 1
3 rÜ`= 2

3 rÜ`

㉠에서 입체도형 A의 부피는

2r_ p4 rÛ`-2_ 2
3 rÜ`= p2 rÜ`- 4

3 rÜ`

㉡에서 입체도형 B의 부피는

2r_ p4 rÛ`- 2
3 rÜ`= p2 rÜ`- 2

3 rÜ`

따라서 두 입체도형 A, B의 부피의 합은

{ p2 rÜ`- 4
3 rÜ`}+{ p2 rÜ`- 2

3 rÜ`}‌�=prÜ`-2rÜ`	 

=rÜ`(p-2)	  

=27(p-2)

r는 양의 유리수이므로 rÜ`=27에서

r=3� 답 3

cos`2h=2`cosÛ``h-1에서

cosÛ``h= 1
2 (1+cos`2h)

본문 pp. 92~93
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이때, 함수 f(x)가 x>0에서 미분가능하고, ㉡에서

f '(x)= 1
x  (1Éx<e)이므로

f '(e)= lim
x`Ú e-

f '(x)= 1
e

즉, eÉxÉeÛ`에서 함수 y= f(x)의 그래프는 점 (e, 1)

을 지나고 기울기가 
1
e 인 직선이므로

y-1= 1
e (x-e)    ∴ y= 1

e x

∴ f(x)=
(
{
9

ln`x	 (1Éx<e)

1
e x	 (eÉxÉeÛ`)

`

따라서 ㉠에서 구하는 입체도형의 부피의 최댓값은

:
eÛ`

1
S(x)dx

=:
eÛ`

1

p
8 { f(x)}Û`dx

= p8 [:
e

1
(ln`x)Û`dx+:

eÛ`

e
{ 1

e x}2`dx]

= p8 [[x(ln`x)Û`]e!-:
e

1
2`ln`xdx+[ 1

3eÛ`
xÜ`]

eÛ`

e
]

= p8 {e-2:
e

1
ln`xdx+ 1

3 eÝ`- 1
3 e}

= p8 {
1
3 eÝ`+ 2

3 e-2[x`ln`x]e!+2:
e

1
dx}

= p8 {
1
3 eÝ`+ 2

3 e-2e+2[x]e!}

= p8 {
1
3 eÝ`+ 2

3 e-2}

= p
24 (eÝ`+2e-6)� 답 ①

시각 t에서 선분 OP의 길이는 et이고, 선분 OP가 x축의 

양의 방향과 이루는 각의 크기가 t이므로 점 P의 좌표는 

(et cos`t, et sin`t)이다.

x=et cos`t, y=et sin`t에서

dx
dt �=et cos`t-et sin`t	  

=et (cos`t-sin`t)

dy
dt �=et sin`t+et cos`t	  

=et (sin`t+cos`t)

따라서 t=0에서 t=2p까지 점 P가 움직인 거리는 

:
2p

0
¾Ð{ dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt

=:
2p

0
"Ãe2t(cos`t-sin`t)Û`+e2t(sin`t+cos`t)Û`dt

=:
2p

0
"Ã2e2tdt

u(x)=(ln`x)Û`, v'(x)=1로 놓으면

u'(x)= 2`ln`x
x , v(x)=x

p(x)=ln`x, q '(x)=1
로 놓으면

p'(x)= 1
x , q(x)=x

32 

해결단계

➊ 단계
조건 ㈐를 이용하여 1<x<e에서 f(x)의 함수식을 구한

다.

➋ 단계
조건 ㈏를 이용하여 함수 y=f(x)의 그래프의 개형을 파악

한 후, 입체도형의 부피가 최대가 되기 위한 조건을 찾는다.

➌ 단계
eÉxÉeÛ`에서 f(x)의 함수식을 구한 후, 입체도형의 부피

의 최댓값을 구한다.

점 P의 x좌표를 x`(1ÉxÉeÛ`)라 하면 점 P(x, f(x))

에서 x축에 내린 수선의 발이 Q이므로

PQÓ= f(x)

즉, 주어진 입체도형을 점 P를 지나고 x축에 수직인 평면

으로 자를 때 생기는 반원의 반지름의 길이가 
1
2 f(x)이

므로 반원의 넓이를 S(x)라 하면

S(x)= 1
2 p_[

1
2 f(x)]2`

= p8 { f(x)}Û`	 yy㉠

조건 ㈐의 f "(x)=- 1
xÛ`

 (1<x<e)에서

f '(x)‌�=:`` f "(x)dx	  

=:``{- 1
xÛ`
}dx	  

= 1
x +CÁ (단, CÁ은 적분상수이고, 1<x<e)

이때, 조건 ㈎에서 f '(1)=1이므로

lim
x`Ú 1+

f '(x)= f '(1)에서

lim
x`Ú 1+

f '(x)= lim
x`Ú 1+

{ 1
x +CÁ}=1+CÁ=1

∴ CÁ=0

∴ f '(x)= 1
x `(1Éx<e)	 yy㉡

또한,

f(x)‌�=:`` f '(x)dx	  

=:`` 1x dx	  

=ln`x+Cª (단, Cª는 적분상수이고, 1<x<e)

이고 조건 ㈎에서 f(1)=0이므로

lim
x`Ú 1+

f(x)= f(1)에서

lim
x`Ú 1+

f(x)= lim
x`Ú 1+

(ln`x+Cª)=0+Cª=0

∴ Cª=0

∴ f(x)=ln`x (1Éx<e)

한편, 조건 ㈏에서 1<a<b<eÛ`이면 f '(a)¾ f '(b)이므

로 1<x<eÛ`에서 함수 y= f(x)의 그래프는 위로 볼록하

거나 직선이어야 한다.

그런데 ㉠에서 입체도형의 부피가 :
eÛ`

1

p
8 { f(x)}Û`dx이

므로 f(x)가 최대일 때, 반원의 넓이도 최대이고, 구하

는 입체도형의 부피도 최대이다.

따라서 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같이

eÉxÉeÛ`에서 직선이어야 한다.

31 
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='2:
2p

0
etdt

='2`[et]
2p

0

='2(e2p-1)� 답 ④

점 P의 시각 t에서의 위치 (x, y)가 

x= 1
2 {t+

1
t }, y=ln`t이므로

dx
dt = 1

2 {1-
1
tÛ`
}, dy

dt = 1
t

따라서 t=1에서 t=e까지 점 P가 움직인 거리는

:
e

1
¾Ð{dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt 

=:
e

1
¾Ð[ 12 {1-

1
tÛ`
}]2`+{ 1

t }2`dt 

=:
e

1
¾Ð[ 1

2 {1+
1
tÛ`
}]2`dt 

=:
e

1

1
2 {1+

1
tÛ`
}dt

= 1
2 [t- 1

t ]e!

= 1
2 [{e-

1
e }-(1-1)]

= 1
2 {e-

1
e }� 답 

1
2 {e-

1
e }

점 P의 시각 t에서의 위치 (x, y)가

x=cos`(2tǛ -9tÛ̀ +12t), y=sin`(2tǛ -9tÛ̀ +12t)이므로

dx
dt =-(6tÛ`-18t+12)_sin`(2tÜ`-9tÛ`+12t) 

dy
dt =(6tÛ`-18t+12)_cos`(2tÜ`-9tÛ`+12t)

t=0에서 t=2까지 점 P가 움직인 거리는

:
2

0
¾Ð{dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt

=:
2

0
"Ã(6tÛ`-18t+12)Û`dt

=:
2

0
|6tÛ`-18t+12|dt    yy㉠

이때, 6tÛ`-18t+12=6(t-1)(t-2)이므로

0ÉtÉ1일 때, |6tÛ`-18t+12|=6tÛ`-18t+12

1ÉtÉ2일 때, |6tÛ`-18t+12|=-(6tÛ`-18t+12)

따라서 ㉠에서 구하는 거리는

:
2

0
¾Ð{dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt	  

=:
1

0
(6tÛ`-18t+12)dt-:

2

1
(6tÛ`-18t+12)dt	 

=[2tÜ`-9tÛ`+12t]1)-[2tÜ`-9tÛ`+12t]2!	  

=(5-0)-(4-5)	  

=6 � 답 6

점 P의 시각 t에서의 위치 (x, y)가 

33 

34 

35 

x=2tÛ`-1, y=tÜ``(0ÉtÉ1)이므로 

dx
dt =4t, dy

dt =3tÛ`

점 P가 움직인 거리를 s라 하면 

s�=:
1

0
¾Ð{ dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt	  

=:
1

0
"Ã16tÛ`+9tÝ`dt	  

=:
1

0
t"Ã16+9tÛ`dt

이때, 9tÛ`+16=u로 놓으면 
du
dt =18t

t=0일 때 u=16, t=1일 때 u=25이므로 

s�=:
1

0
t"Ã16+9tÛ`dt	  

=:
25

16

1
18 'udu	  

=[ 1
27  u;2#;]

25

16
	  

= 125-64
27 = 61

27 � 답 
61
27

점 P가 점 (1, 0)을 출발하여 

매초 2의 속력으로

원 xÛ`+yÛ`=1 위를 움직이므

로 t초 후 직선 OP가 x축의 

양의 방향과 이루는 각의 크

기를 h라 하면 점 P가 움직인 

거리는

2t=1_h    ∴ h=2t

즉, 시각 t에서의 점 P의 위치는 (cos`2t, sin`2t)이므로

H(cos`2t, 0)

점 Q는 직선 OP 위에 있고 OQÓ=OHÓ=|cos`2t|이므로

Q(|cos`2t|`cos`2t, |cos`2t|`sin`2t)

Ú	0ÉtÉp4 일 때,

	 x=cosÛ``2t, y=cos`2t`sin`2t이므로

	
dx
dt ‌�=2`cos`2t_(-sin`2t)_2	  

=-4`sin`2t`cos`2t=-2`sin`4t

	
dy
dt ‌�=-2`sin`2t_sin`2t+cos`2t_2`cos`2t	  

=2(cosÛ``2t-sinÛ``2t)=2`cos`4t

Û	
p
4 <tÉp2 일 때,

	 x=-cosÛ``2t, y=-cos`2t`sin`2t이므로

	
dx
dt ‌�=-2`cos`2t_(-sin`2t)_2	  

=4`sin`2t`cos`2t=2`sin`4t

	
dy
dt ‌�=2`sin`2t`sin`2t-2`cos`2t`cos`2t	  

=-2(cosÛ``2t-sinÛ``2t)=-2`cos`4t

Ú, Û에 의하여 시각 t=0에서 시각 t= p2 까지 점 Q가 

36 
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A n s w e r

:
2

0
¾Ð{ dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt

=:
2

0
t"Ã{ f(t)}Û`+{g(t)}Û`dt

=:
2

0
t"Ãh(t)dt

=:
2

0
t'4dt

=:
2

0
2tdt

=[tÛ`]
2

0
=4� 답 4

조건 ㈐에서 

:
t

eÛ`
"Ã1+{ f '(x)}Û`dx= tÛ`

16 +2`ln`t- eÝ`
16 -4

위의 식의 양변을 t에 대하여 미분하면

"Ã1+{ f '(t)}Û`= t
8 + 2

t

위의 식의 양변을 제곱하면

1+{ f '(t)}Û`= tÛ`
64 + 1

2 + 4
tÛ`

{ f '(t)}Û`= tÛ`
64 - 1

2 + 4
tÛ`

∴ { f '(t)}Û`={ t
8 - 2

t }2`

그런데 조건 ㈏에서 x>2e일 때, f '(x)>0이어야 하고, 

t>2e일 때 
t
8 - 2

t >0이므로

f '(t)= t
8 - 2

t  (단, t>2e)

즉, f '(x)= x
8 - 2

x `(x>2e)이므로

f(x)�=:`` f '(x)dx	  

=:``{ x
8 - 2

x }dx	 

= xÛ`
16 -2`ln`x+C`(단, C는 적분상수이고 x>2e)

조건 ㈎에서 f(eÛ`)= eÝ`
16 +5이므로

eÝ`
16 -4+C= eÝ`

16 +5    ∴ C=9

따라서 f(x)= xÛ`
16 -2`ln`x+9이므로

f(8)�= 64
16 -2`ln`8+9	  

=4-6`ln`2+9	  

=13-6`ln`2� 답 ⑤

ㄱ.	f(x)‌�=:
x

0

x-t
cosÛ``t

dt	  

=x:
x

0

1
cosÛ``t

dt-:
x

0

t
cosÛ``t

dt

	 위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

39 

40 

움직인 거리는

:
;2Ò;

0
¾Ð{ dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt

=:
;2Ò;

0
"Ã4`sinÛ``4t+4`cosÛ``4tdt

=:
;2Ò;

0
"Ã4(sinÛ``4t+cosÛ``4t)dt

=:
;2Ò;

0
2dt

=[2t]
;2Ò;

0
=p� 답 p

y= 1
2 f(x)= ex+e-x

2 이므로

dy
dx = ex-e-x

2

닫힌구간 [-2, 2]에서 곡선 y= 1
2 f(x)의 길이는

:
2

-2
¾Ð1+{ dy

dx }2`dx�=:
2

-2
¾Ð1+{ ex-e-x

2 }2`dx	  

=:
2

-2
¾Ð{ ex+e-x

2 }2`dx	 

=:
2

-2

ex+e-x

2 dx	  

= 1
2 [ex-e-x]22_@	  

=e2-e-2

즉, 구하는 곡선의 길이는 g(2)와 같다.� 답 ④

두 함수 x= f(t), y=g(t)에서

dx
dt =f '(t)=tg(t), dy

dt =g '(t)=-tf(t)`(∵ 조건 ㈏)

이므로 0ÉtÉ2일 때 곡선 x= f(t), y=g(t)의 길이는

:
2

0
¾Ð{ dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt

=:
2

0
"Ã{tg(t)}Û`+{-t f(t)}Û`dt

=:
2

0
"ÃtÛ`{g(t)}Û`+tÛ`{ f(t)}Û`dt

=:
2

0
t"Ã{ f(t)}Û`+{g(t)}Û`dt    yy㉠

이때, h(t)={ f(t)}Û`+{g(t)}Û`이라 하면

h'(t)‌�=2 f(t) f '(t)+2g(t)g'(t)	  

=2t f(t)g(t)-2t f(t)g(t)`(∵ 조건 ㈏)	  

=0

즉, 임의의 실수 t에 대하여 h'(t)=0이므로 h(t)는 상수

함수이다.

이때,

h(0)‌�={ f(0)}Û`+{g(0)}Û`	  

=0Û`+2Û` (∵ 조건 ㈎)	  

=4

이므로 h(t)=4

따라서 ㉠에서

37 
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	 f '(x)‌�=:
x

0

1
cosÛ``t

dt+ x
cosÛ``x

- x
cosÛ``x

	  

=:
x

0

1
cosÛ``t

dt	  

=:
x

0
secÛ``tdt	  

=[tan`t]
x

0
=tan`x (참)

ㄴ.	ㄱ에서 f '(x)=tan`x이므로

	 f "(x)=secÛ``x

	‌� - p2 <x< p2 에서 f "(x)>0이므로 함수 y= f(x)

의 그래프는 아래로 볼록하다.

	 즉, - p2 <a<b< p2 에서

	
f(a)+ f(b)

2 > f{ a+b
2 }이므로

	
f{ p12 }+ f{ p4 }

2 > f{ p6 }

	 ∴ f{ p12 }+ f{ p4 }>2 f{ p6 } (참)

ㄷ.	곡선 y= f(x)의 x=- p6 에서 x= p6 까지의 길이는

	 :
;6Ò;

-;6Ò;
"Ã1+{ f '(x)}Û`dx‌�=:

;6Ò;

-;6Ò;
"Ã1+tanÛ``xdx�(∵ ㄱ) 

=:
;6Ò;

-;6Ò;
"ÃsecÛ``xdx	  

=:
;6Ò;

-;6Ò;
sec`xdx	  

=:
;6Ò;

-;6Ò;

cos`x
cosÛ``x

dx	 

=:
;6Ò;

-;6Ò;

cos`x
1-sinÛ``x

dx

	 이때, sin`x=t로 놓으면 
dt
dx =cos`x

	 x=- p6 일 때 t=- 1
2 , x= p6 일 때 t= 1

2 이므로

	 :
;6Ò;

-;6Ò;
"Ã1+{ f '(x)}Û`dx

	 =:
;6Ò;

-;6Ò;

cos`x
1-sinÛ``x

dx

	 =:
;2!;

-;2!;

1
1-tÛ`

dt

	 =:
;2!;

-;2!;

1
(1-t)(1+t)

dt

	 =:
;2!;

-;2!;

1
2 {

1
1-t + 1

1+t }dt

	 = 1
2 [-ln`|1-t|+ln`|1+t|]

;2!;

-;2!;

	 = 1
2 {-ln` 12 +ln` 32 +ln` 32 -ln` 12 }

	 =ln` 32 -ln` 12 =ln`3 (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

01 4	 02 
11
3 	 03 12`ln` 32 - 14

3 	 04 
108
5 	

05 15	 06 
'2
2

Step 3	 1등급을 넘어서는 종합 사고력 문제	 p. 95

해결단계

➊ 단계 함수 f(x)="Ã[x]+1-(x-[x])Û`의 그래프를 그린다.

➋ 단계 정사각형의 넓이를 이용하여 Vn을 구한다.

➌ 단계 8 lim
n`Ú ¦

1
nÛ`

`;Kn+!`Vk의 값을 구한다.

y="Ã[x]+1-(x-[x])Û``(x¾0)이라 하고 양변을 제곱

하여 정리하면

(x-[x])Û`+yÛ`=[x]+1`(단, x¾0, y¾0)

0Éx<1일 때, [x]=0이므로 xÛ`+yÛ`=1

1Éx<2일 때, [x]=1이므로 (x-1)Û`+yÛ`=2

2Éx<3일 때, [x]=2이므로 (x-2)Û`+yÛ`=3

	 ⋮

n-1Éx<n일 때, [x]=n-1이므로

(x-n+1)Û`+yÛ`=n    yy㉠

입체도형을 x축에 수직인 평면으로 자를 때, 곡선 

y=f(x)와 만나는 점을 A, 점 A에서 x축에 내린 수선의 

발을 B라 하자.

점 A의 x좌표를 t`(n-1Ét<n)라 하면 점 A를 지나고 

x축에 수직인 평면으로 자를 때 생기는 정사각형의 한 변

의 길이는 AB Ó=f(t)이므로 정사각형의 넓이를 S(t)라 

하면

S(t)‌�={ f(t)}Û`=yÛ`	  

=n-(t-n+1)Û` (∵ ㉠)

따라서 입체도형의 부피는

Vn‌�=:
n

n-1
S(t)dt	  

=:
n

n-1
{n-(t-n+1)Û`}dt	  

=[nt- 1
3 (t-n+1)Ü`]

n

n-1
	  

={nÛ`- 1
3 }-n(n-1)	  

=n- 1
3

이므로

n

Á
k=1

Vk‌�=
n

Á
k=1
{k- 1

3 }	  

=
n(n+1)

2 - n
3 	 

= 3nÛ`+n
6

01 

본문 pp. 94~95
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A n s w e r

∴ 8 lim
n`Ú ¦

1
nÛ`

n

Á
k=1

Vk‌�=8 lim
n`Ú ¦

3nÛ`+n
6nÛ`

	  

=8_ 3
6=4� 답 4

해결단계

➊ 단계
그릇에 담긴 물의 높이가 3일 때와 1일 때의 부피를 각각 

구한다.

➋ 단계 물에 잠긴 구슬의 부피를 구한다.

➌ 단계 r의 값을 구한다.

그릇에 담긴 물의 높이가 x일 때의 수면의 넓이를 S(x)

라 하면 수면의 반지름의 길이가 'Ä3x+6이므로

S(x)=p('Ä3x+6)Û`=p(3x+6)

그릇에 물을 가득 채웠을 때의 물의 부피는

:
3

0
S(x)dx‌�=:

3

0
p(3x+6)dx	  

=p[ 3
2 xÛ`+6x]3)	  

=p{ 27
2 +18}	  

= 63
2 p       yy㉠

구슬을 넣은 그릇에 물을 가득 부은 후 구슬을 꺼냈을 때 

그릇에 남은 물의 높이가 1이므로 그때의 남은 물의 부피는 

:
1

0
S(x)dx‌�=:

1

0
p(3x+6)dx	  

=p[ 3
2 xÛ`+6x]1)	  

=p{ 3
2 +6}	  

= 15
2 p       yy㉡

한편, 오른쪽 그림과 같이 물의 높이가 

x일 때 물에 잠긴 구슬의 단면적의 넓이

를 R(x)라 하면

R(x)‌�=p{rÛ`-(r-x)Û`}	  

=p(2rx-xÛ`)

구슬을 넣은 그릇에 물을 가득 채웠을 때 물에 잠긴 구슬

의 부피는 

:
3

0
R(x)dx‌�=p:

3

0
(2rx-xÛ`)dx	  

=p[rxÛ`- 1
3 xÜ`]3)	  

=9(r-1)p    yy㉢

이때, ㉢=㉠-㉡이므로

9(r-1)p= 63
2 p-

15
2 p

02 

9(r-1)=24, r-1= 8
3   

∴ r= 11
3 � 답 

11
3

해결단계

➊ 단계 조건 ㈎를 만족시키는 점 Q의 좌표를 구한다.

➋ 단계
➊단계에서 구한 점 Q의 좌표를 이용하여 조건 ㈏를 만족

시키는 a, b의 값을 각각 구한다.

➌ 단계
정적분을 이용하여 주어진 직선과 곡선 및 x축으로 둘러싸

인 도형의 넓이를 구한다.

조건 ㈎에서 점 P(1, 5)는 직선 y=-3x+k 위에 있으

므로

5=-3+k    ∴ k=8

직선 y=-3x+8과 원 xÛ`+(y-3)Û`=5의 교점의 x좌표

를 구하면

xÛ`+(-3x+5)Û`=5, xÛ`+9xÛ`-30x+25=5

10xÛ`-30x+20=0, 10(x-1)(x-2)=0

∴ x=1 또는 x=2

이때, 점 P의 x좌표가 1이므로 점 Q의 x좌표는 2이다.

y=-3x+8에 x=2를 대입하면

y=-6+8=2

∴ Q(2, 2)

조건 ㈏에서 곡선 y= a
x +b가 점 Q를 지나므로

2= a
2 +b    ∴ a+2b=4    yy㉠

또한, f(x)= a
x +b라 하면 f '(x)=- a

xÛ`
이때, 직선 y=-3x+8과 곡선 y= f(x)는 점 Q에서 접

하므로

f '(2)=-3에서 - a
4 =-3

∴ a=12

이것을 ㉠에 대입하여 풀면

b=-4

∴ f(x)= 12
x -4

한편, 직선 y=-3x+8과 곡선 y= 12
x -4 및 x축으로 

둘러싸인 도형은 다음 그림의 어두운 부분과 같다.

03 
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따라서 구하는 넓이는

:
3

2
{ 12

x -4}dx-:
;3*;

2
(-3x+8)dx

=[12`ln`x-4x]3@-[- 3
2 xÛ`+8x]

;3*;

2

=(12`ln`3-12-12`ln`2+8)-{- 32
3 + 64

3 +6-16}

=12`ln` 32 -4- 2
3

=12`ln` 32 - 14
3 � 답 12`ln` 32 - 14

3

해결단계

➊ 단계 공이 레일을 따라 처음 내려온 거리를 구한다.

➋ 단계 공이 움직인 총 거리를 나타낸다.

➌ 단계 등비급수를 이용하여 공이 움직인 총 거리를 구한다.

y= ex+e-x

2 에서 
dy
dx = ex-e-x

2

공이 레일을 따라 점 P{ln`5, 13
5 }에서 점 (0, 1)까지 처

음 내려온 거리를 lÁ이라 하면 

lÁ�=:
ln`5

0
¾Ð1+{ dy

dx }2`dx	  

=:
ln`5

0
¾Ð1+{ ex-e-x

2 }2`dx	  

=:
ln`5

0
¾Ð{ ex+e-x

2 }2`dx	  

=:
ln`5

0

ex+e-x

2 dx	  

= 1
2 [ex-e-x]

ln`5

0
	  

= 1
2 {(eln`5-e-ln`5)-(1-1)}	  

= 1
2 _{5- 1

5 }=
12
5

이때, 공은 굴러 내려온 거리의 
4
5 만큼 맞은편으로 굴러 

올라가므로 공이 움직인 총 거리를 l이라 하면 

l�=lÁ+ 4
5 lÁ+ 4

5 lÁ+{ 4
5 }2`lÁ+{

4
5 }2`lÁ+{

4
5 }3`lÁ+y	

=lÁ+2[ 45 lÁ+{ 4
5 }2`lÁ+{

4
5 }3`lÁ+y]	  

=lÁ+2_

4
5 lÁ

1- 4
5

=9lÁ	 

=9_ 12
5 = 108

5 � 답 
108
5

04 

해결단계

➊ 단계
좌표평면 위를 움직이는 점 P의 시각 t에서의 속도와 가속

도를 각각 t를 이용하여 나타낸다.

➋ 단계
t=1에서 t=

s+"ÃsÛ`+4
2 까지 움직인 거리가 s임을 이용하

여 두 함수 f '(t), f "(t)를 각각 구한다.

➌ 단계 a의 값을 구한 후, 60a의 값을 구한다.

좌표평면 위를 움직이는 점 P의 시각 t (t¾1)에서의 위

치 (x, y)가 x=2`ln`t, y= f(t)이므로

시각 t에서의 점 P의 속도는

{dx
dt , 

dy
dt }={

2
t , f '(t)}	 yy㉠

시각 t에서의 점 P의 가속도는

{dÛ`x
dtÛ`

, 
dÛ`y
dtÛ`
}={- 2

tÛ`
, f "(t)}

t=2일 때, 점 P의 속도와 가속도는 각각 {1, 34 },

{- 1
2 , a}이므로

f '(2)= 3
4 , f "(2)=a	 yy㉡

한편, 점 P가 점 (0, f(1)), 즉 t=1에서

t=
s+"ÃsÛ`+4

2 까지 움직인 거리가 s이므로

s+"ÃsÛ`+4
2 =p로 놓으면 2p=s+"ÃsÛ`+4

(2p-s)Û`=sÛ`+4, 4pÛ`-4ps+sÛ`=sÛ`+4

-4ps=-4pÛ`+4    ∴ s=
-4pÛ`+4

-4p =p- 1
p

즉,

s=:
s+"ÃsÛ`+4

2

1
¾Ð{ dx

dt }2`+{
dy
dt }2`dt

=:
s+"ÃsÛ`+4

2

1
¾Ð{ 2

t }2`+{ f '(t)}Û`dt (∵ ㉠)

=:
s+"ÃsÛ`+4

2

1
¾Ð 4

tÛ`
+{ f '(t)}Û`dt

에서

p- 1
p =:

p

1
¾Ð 4

tÛ`
+{ f '(t)}Û`dt

위의 식의 양변을 p에 대하여 미분하면

1+ 1
pÛ`

=¾Ð 4
pÛ`

+{ f '(p)}Û`

{1+ 1
pÛ`
}2`= 4

pÛ`
+{ f '(p)}Û`

{ f '(p)}Û`={1- 1
pÛ`
}2`

∴ f '(p)=1- 1
pÛ`

 {∵ ㉡에서 f '(2)= 3
4 }

위의 식의 양변을 p에 대하여 미분하면

f "(p)= 2
pÜ`

㉡에서 f "(2)=a이므로 a= 1
4

∴ 60a=60_ 1
4 =15� 답 15

05 

본문 p. 95
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해결단계

➊ 단계
함수 f(x)의 양변을 x에 대하여 미분하여 함수 f '(x)를 

구한다.

➋ 단계
주어진 급수를 정적분으로 나타내고, 정적분을 계산하여 a
에 대한 식으로 정리한다.

➌ 단계
산술평균과 기하평균의 관계를 이용하여 급수의 최솟값을 

구한다.

f(x)‌�=:
x

0

(x-t)(et+e-t)
2 dt	  

=x:
x

0

et+e-t

2 dt-:
x

0

t(et+e-t)
2 dt

위의 식의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(x)‌�=:
x

0

et+e-t

2 dt+
x(ex+e-x)

2 -
x(ex+e-x)

2 	

=:
x

0

et+e-t

2 dt	  

=[ et-e-t

2 ]/)	  

= ex-e-x

2     yy㉠

한편,

lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1
¾Ð (ln`2)Û`

nÛ`
+[ ln`2

n f '{ln`a+Ð k`ln`2
n }]2`

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1
¾Ð{ ln`2

n }2`+{ ln`2
n }2`[ f '{ln`aÐ+ k`ln`2

n }]2`

=lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1
¾Ð1+[ f '{ln`a+ k`ln`2

n }]2`_ ln`2
n

=:
ln`a+ln`2

ln`a
"Ã1+{ f '(x)}Û`dx

=:
ln`2a

ln`a
"Ã1+{ f '(x)}Û`dx

=:
ln`2a

ln`a
¾Ð1+{ e

x-e-x

2 }2`dx (∵ ㉠)

=:
ln`2a

ln`a
¾Ð{ ex+e-x

2 }2`dx

=:
ln`2a

ln`a

ex+e-x

2 dx

=[ ex-e-x

2 ]
ln`2a

ln`a

= 1
2 {2a- 1

2a -a+ 1
a }

= a
2 + 1

4a

이때, a>0에서 
a
2 >0, 1

4a >0이므로 산술평균과 기하

평균의 관계에 의하여

a
2 + 1

4a ‌�¾2®É a2 _ 1
4a 	  

� {단, 등호는 
a
2 = 1

4a 일 때 성립한다.}	

=2® 1
8 =
'2
2

∴ ‌�lim
n`Ú ¦

n

Á
k=1
¾Ð (ln`2)Û`

nÛ`
+[ ln`2

n f '{ln`a+Ð k`ln`2
n }]2`	 

= a
2 + 1

4a¾
'2
2

06 따라서 구하는 최솟값은 
'2
2 이다.� 답 

'2
2

1 96	 2 ⑤	 3 ⑤	 4 ④

이것이 수능	 p. 96

해결단계

➊ 단계 함수 f(x)의 양변을 미분하여 함수 f '(x)를 구한다.

➋ 단계
함수 f(x)의 최댓값이 f(a)=32임을 이용하여 a에 대한 

관계식을 세운다.

➌ 단계
➋단계에서 구한 식을 이용하여 곡선 y=3ex과 두 직선

x=a, y=3으로 둘러싸인 부분의 넓이를 구한다.

f(x)=:
x

0
(a-t)etdt의 양변을 x에 대하여 미분하면

f '(x)=(a-x)ex

이때, f '(x)=0에서 (a-x)ex=0

a-x=0`(∵ ex>0)    ∴ x=a

함수 f(x)의 증가와 감소를 

표로 나타내면 오른쪽과 같

으므로 함수 f(x)는 x=a

에서 극대이자 최대이고,

최댓값은 f(a)=32이다.

f(a)‌�=:
a

0
(a-t)etdt	  

=[(a-t)et]
a

0
-:

a

0
(-et)dt	  

=0-a-[-et]
a

0
	  

=-a+ea-1

이므로 -a+ea-1=32    yy㉠

한편, 곡선 y=3ex과 두 직선 x=a, y=3으로 둘러싸인 

도형은 다음 그림의 어두운 부분과 같다.

따라서 구하는 넓이는

:
a

0
(3ex-3)dx‌�=[3ex-3x]

a

0
	 

=3ea-3a-3	  

=3(ea-a-1)	  

=3_32 (∵ ㉠)	 

=96� 답 96

1
 

x y a y

f '(x) + -

f(x) ↗ 극대 ↘

← ‌�u(t)=a-t, v'(t)=et으로 놓으면 
u'(t)=-1, v(t)=et
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해결단계

➊ 단계 원점에서 곡선 y=e4x에 그은 접선의 방정식을 구한다.

➋ 단계
➊단계에서 구한 접선과 곡선 및 y축으로 둘러싸인 부분의 

넓이를 구한다.

y=e4x에서 y'=4e4x

원점에서 곡선 y=e4x에 그은 접선의 접점의 좌표를

(t, e4t)라 하면 접선의 기울기는 f '(t)=4e4t이므로 접선

의 방정식은

y-e4t=4e4t(x-t)

이 접선이 원점을 지나므로

-e4t=4e4t_(-t), -1=-4t (∵ e4t>0)

∴ t= 1
4

즉, 원점에서 곡선 y=e4x에 그은 접선의 방정식은

y-e=4e{x- 1
4 }

∴ y=4ex

이때, 원점에서 곡선 y=e4x에 그은 접

선 y=4ex와 곡선 y=e4x 및 y축으로 

둘러싸인 도형은 오른쪽 그림의 어두

운 부분과 같다.

따라서 구하는 넓이는

:
;4!;

0
(e4x-4ex)dx

=[ 1
4 e4x-2exÛ`]

;4!;

0

= e
4 - e

8 - 1
4 = e-2

8 � 답 ⑤

해결단계

➊ 단계
점 P의 시각 t에서의 속도를 구하고 t= p2 를 대입하여 

ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➋ 단계

➊단계에서 구한 속도를 이용하여 점 P의 시각 t에서의 속

도의 크기를 구한 후, 그 최솟값을 구하여 ㄴ의 참, 거짓을 

판별한다.

➌ 단계
정적분을 이용하여 점 P가 t=p에서 t=2p까지 움직인 거

리를 구하고 ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

좌표평면 위를 움직이는 점 P의 시각 t`(0ÉtÉ2p)에서

의 위치 (x, y)가

x=t+2`cos`t, y='3`sin`t이므로

시각 t에서의 점 P의 속도는

{dx
dt , 

dy
dt }, 즉 (1-2`sin`t, '3`cos`t)    yy㉠

ㄱ.	㉠에 t= p2 를 대입하면

	 {1-2`sin` p2 , '3`cos` p2 }, 즉 (-1, 0) (참)

2
 

3
 

ㄴ.	㉠에서 점 P의 속도의 크기는

	 ¾Ð{dx
dt }2`+{

dy
dx }2`

	 =¿¹(1-2`sin`t)Û`+('3`cos`t)Û`
	 ="Ã1-4`sin`t+4`sinÛ``t+3`cosÛ``t

	 ="Ã1-4`sin`t+4`sinÛ``t+3(1-sinÛ``t)

	 ="ÃsinÛ``t-4`sin`t+4

	 ="Ã(sin`t-2)Û`

	 =|sin`t-2|

	 =2-sin`t (∵ -1Ésin`tÉ1)

	 0ÉtÉ2p에서 -1Ésin`tÉ1이므로

	 1É2-sin`tÉ3

	 즉, 속도의 크기의 최솟값은 1이다. (참)

ㄷ.	점 P가 t=p에서 t=2p까지 움직인 거리는

	 :
2p

p
¾Ð{dx

dt }2`+{
dy
dx }2`dt

	 =:
2p

p
(2-sin`t)dt (∵ ㄴ)

	 =[2t+cos`t]
2p

p

	 =4p+1-2p+1

	 =2p+2 (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

해결단계

➊ 단계
조건 ㈏를 이용하여 { f '(x)}Û`을 f(x)에 대한 식으로 나타

낸다.

➋ 단계
x=0에서 x=2까지 곡선 y= f(x)의 길이를 정적분으로 

표현한다.

➌ 단계 :
2

0
f(x)dx의 값을 구한다.

조건 ㈏의 {f(x)-f '(x)}{f(x)+f '(x)}=2f(x)에서

{ f(x)}Û`-{ f '(x)}Û`=2 f(x)

∴ { f '(x)}Û`={ f(x)}Û`-2 f(x)    yy㉠

x=0에서 x=2까지 곡선 y= f(x)의 길이가 6이므로

:
2

0
"Ã1+{ f '(x)}Û`dx

=:
2

0
"Ã1+{ f(x)}Û`-2 f(x)dx (∵ ㉠)

=:
2

0
"Ã{ f(x)-1}Û`dx

=:
2

0
{ f(x)-1}dx (∵ 조건 ㈎)

=:
2

0
f(x)dx-:

2

0
dx

=:
2

0
f(x)dx-[x]2)

=:
2

0
f(x)dx-2

즉, :
2

0
f(x)dx-2=6이므로

:
2

0
f(x)dx=8� 답 ④

4
 

본문 pp. 95~96
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