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Speed Check

I 도형의 방정식

1. 점과 직선	 /  본문 pp.009~019

STEP 1	 우수 기출 대표 문제 STEP 2	 최고의 변별력 문제 STEP 3	 종합 사고력 문제

01 ②	 02 ③	 03 ①	 04 ③ 

05 ②	 06 ⑤	 07 ③	 08 ⑤ 

09 9	 10 4	 11 ①	 12 ④ 

13 -1
2 	 14 제3사분면  

15 -1<m<1
2 	 16 4	 17 ③  

18 18	 19 ④	 20 5	 21 ⑤

01 ②	 02 ①	 03 ③	 04 32	 05 ⑤	 06 35<
n
m<4	 07 ①  

08 ③	 09 ④	 10 ④	 11 ①	 12 9	 13 36	 14 31	 15 ②  

16 
5'3
3 	 17 { 117 , 

27 
7 }	 18 5514 	 19 최댓값: 2'5, P(10, 0)	 20 -1	

21 ④	 22 -1 
3 	 23 -5 

4 	 24 ③	 25 ⑤	 26 ⑤	 27 9	 28 35	

29 ④	 30 3	 31 1 2 	 32 2x+2y-1=0 또는 6x-6y+5=0	 33 2'2 

34 15  4 	 35 ②	 36 { 13  4 , -1 
4 }

01 - 1 
2 	 02 21	 03 180 

04 8	 05 0	 06 130 

07 21	 08 9	 09 '5 

10 5	 11 1 2

2. 원의 방정식	 /  본문 pp.021~032

STEP 1	 우수 기출 대표 문제 STEP 2	 최고의 변별력 문제 STEP 3	 종합 사고력 문제

01 ③	 02 ④	 03 ①	 04 5

05 a<-'2 또는 a>'2	 06 ② 

07 ⑤	 08 21	 09 ③	 10 ② 

11 ④	 12 ④	 13 m< 3 
4 	14 8 

15 ③	 16 ①	 17 ③	 18 8

19 ⑤	 20 31	 21 4'6

01 ①	 02 27	 03 ③	 04 76	 05 ①	 06 29	 07 5 2p	 08 ⑤ 

09 ④	 10 ⑤	 11 ②	 12 15	 13 32  5 	 14 ②	 15 ②	 16 3 

17 3	 18 ①	 19 26	 20 ④	 21 ③	 22 ③	 23 ④	 24 ③ 

25 17	 26 14	 27 31	 28 120	 29 ④	 30 13	 31 ⑤	 32 ② 

33 7	 34 3<m<7	 35 27   5 	 36 ⑤	 37 ④	 38 ③ 

39 3x-2y-4=0  	 40 
25'3
2 	 41 45  	 42 25

01 
'¶11
2 -1	 02 195	

03 40  3 	 04 14	 05 p+7	

06 ⑤ 	 07 1 2 	 08 
'2
2 p  

09 - 12  
35<a<0	 10 17	

11 29

3. 도형의 이동	 /  본문 pp.034~041

STEP 1	 우수 기출 대표 문제 STEP 2	 최고의 변별력 문제 STEP 3	 종합 사고력 문제

01 ②	 02 ⑤	 03 ②	 04 2 

05 ④	 06 1	 07 ③	 08 8 

09 ③	 10 6	 11 ⑤	 12 ① 

13 ④	 14 ①

01 ③	 02 ④	 03 6	 04 26	 05 8	 06 9	 07 15	 08 25 

09 ①	 10 ③	 11 5 2 	 12 ②	 13 ①	 14 ③	 15 y=-3x+3

16 ①	 17 ⑤	 18 ④	 19 17	 20 3	 21 ②	 22 ⑤	 23 103	

24 ④ 

01 6+2'5	   	 02 88  

03 4 3 p-'3	 04 8	

05 24  	 06 31	

07 -11ÉkÉ- 19  
4  	08 '¶34	

09 10'3 m	 10 26+5'2	

11 37	 12 15

II 집합과 명제

4. 집합	 /  본문 pp.047~058

STEP 1	 우수 기출 대표 문제 STEP 2	 최고의 변별력 문제 STEP 3	 종합 사고력 문제

01 ③	 02 ①	 03 9	 04 4 

05 ⑤	 06 ⑤	 07 ④	 08 ② 

09 ①	 10 9	 11 ③	 12 13 

13 ⑤	 14 ①	 15 6	 16 8 

17 ②	 18 ③	 19 ④	 20 ④

21 ③

01 ⑤	 02 6	 03 ②	 04 -2	 05 ①	 06 ④	 07 ③	 08 12 

09 ②	 10 ①	 11 ③	 12 448	 13 22	 14 5	 15 123	 16 60 

17 ④	 18 ⑤	 19 288	 20 ④	 21 5	 22 ③	 23 10	 24 ③ 	

25 9	 26 6	 27 ②	 28 36	 29 ⑤	 30 ⑤	 31 24	 32 6 	

33 ④	 34 ②	 35 ①	 36 64	 37 41	 38 ①	 39 -1  	 40 138	

41 400  	 42 ④

01 67	 02 33	 03 ③ 

04 32	 05 72	 06 130 

07 735	 08 21	 09 ② 

10 75	 11 94	 12 63
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7. 유리함수	 /  본문 pp.091~099

STEP 1	 우수 기출 대표 문제 STEP 2	 최고의 변별력 문제 STEP 3	 종합 사고력 문제

01 ①	 02 ①	 03 ③	 04 ⑤  

05 ④	 06 [y|yÉ 1 
3  또는 y¾3] 

07 3	 08 ②	 09 ②	 10 ②  

11 20	 12 52	 13 ④	 14 ③

01 22	 02 ④	 03 ⑤	 04 ②	 05 15	 06 ①	 07 5	 08 5  

09 2	 10 ③	 11 85	 12 14	 13 9 4 	 14 ②	 15 8	 16 ①  

17 2	 18 36	 19 ④	 20 1<kÉ3	 21 4	 22 9	 23 -2  

24 8	 25 ②	 26 32	 27 1, f -1(x)= 2x  
x+3 ̀(-3<xÉ3)	 28 ④	

29 ③	 30 ①

01 72	 02 46	 03 5  

04 5	 05 3	 06 444  

07 215 	 08 18	 09 57  

10 19	 11 140	 12 192

8. 무리함수	 /  본문 pp.101~109

STEP 1	 우수 기출 대표 문제 STEP 2	 최고의 변별력 문제 STEP 3	 종합 사고력 문제

01 ②	 02 2a	 03 ④	 04 ⑤  

05 ③	 06 ②	 07 ③	 08 ①  

09 ④	 10 5	 11 2Ék<9 
4  

12 ⑤	 13 12	 14 k¾1

01 ②	 02 64	 03 ④	 04 3	 05 ③	 06 ④	 07 ①	 08 ⑤  

09 1 
10 	 10 2'2	 11 1 3ÉmÉ3	 12 1	 13 2'2	 14 1 

12 	 15 45	

16 38	 17 4	 18 ③	 19 1	 20 12	 21 ⑤	 22 83  	 23 800	

24 ④	 25 9	 26 ④	 27 ①	 28 ③

01 1925	 02 ⑤  

03 0<aÉ 1 
2  또는 a>2

04 113	 05 189 32 	 06 6  

07 2	 08 23	 09 25 38 

10 24	 11 3	 12 13

5. 명제	 /  본문 pp.061~072

STEP 1	 우수 기출 대표 문제 STEP 2	 최고의 변별력 문제 STEP 3	 종합 사고력 문제

01 ③	 02 ④	 03 ①	 04 ③ 

05 ③	 06 ②	 07 2	 08 ③  

09 7	 10 ④	 11 4	 12 ④ 

13 ③	 14 ③	 15 12	 16 60 

17 720	 18 ②	 19 ⑤	 20 ①

01 ③	 02 6	 03 ③	 04 ③	 05 8	 06 ②	 07 12	 08 5 

09 7	 10 ④	 11 20	 12 -1	 13 ①	 14 풀이 참조	 15 11

16 15	 17 ③	 18 11	 19 ④	 20 ③	 21 12	 22 ⑤	 23 ③ 

24 B, C	 25 ④	 26 ③	 27 12	 28 ⑤	 29 ④	 30 2, x=z

31 4	 32 5	 33 150	 34 ⑤	 35 ②	 36 ④	 37 ①	 38 3

01 32	 02 7	 03 4'3

04 5	 05 풀이 참조	

06 B 	 07 ③	 08 ⑤	

09 15 	 10 ②	 11 5

III 함수와 그래프

6. 함수	 /  본문 pp.076~088

STEP 1	 우수 기출 대표 문제 STEP 2	 최고의 변별력 문제 STEP 3	 종합 사고력 문제

01 ①	 02 7	 03 ②	 04 5 

05 ④	 06 ④	 07 42	 08 ① 

09 2	 10 ⑤	 11 ③	 12 8 

13 ③	 14 ②	 15 ②	 16 ⑤ 

17 ①	 18 -5	 19 ④	 20 '7

21 ⑤

01 ⑤	 02 ⑤	 03 5	 04 ①	 05 2	 06 ②	 07 ③	 08 ① 

09 ⑤	 10 ③	 11 26	 12 48	 13 18	 14 24	 15 ⑤	 16 ④ 

17 99	 18 ①	 19 ②	 20 ③	 21 4	 22 6	 23 ③	 24 16 

25 26	 26 4	 27 2	 28 4	 29 ①	 30 ④	 31 ②	 32 4 

33 4	 34 ⑤	 35 2'5	 36 ④	 37 - 3 
2 	 38 ②	 39 ④  	 40 ③

41 5  	 42 32  	 43 ③  	 44 1  	 45 - 11 
7 <m<- 1 

2  	 46 122 

47 ②  	 48 21

01 74	 02 15	 03 2  

04 ④	 05 3	 06 3  

07 2	 08 4	 09 8  

10 6	 11 23	 12 6
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004      블랙라벨 공통수학 2

도형의 방정식

1. 점과 직선

01 ②	 02 ③	 03 ①	 04 ③	 05 ②

06 ⑤	 07 ③	 08 ⑤	 09 9	 10 4	

11 ①	 12 ④	 13 -1
2 	 14 제3사분면

15 -1<m< 1
2 	 16 4	 17 ③	 18 18	

19 ④	 20 5	 21 ⑤

pp.9~11출제율 100%  우수 기출 대표 문제STEP1

두 점 A(1, 3), B(4, a) 사이의 거리가 5 이하이므로

"Ã(4-1)Û`+(a-3)Û`É5

"ÃaÛ`-6a+18É5

위의 식의 양변을 제곱하면

aÛ`-6a+18É25

aÛ`-6a-7É0, (a+1)(a-7)É0

∴ -1ÉaÉ7

따라서 조건을 만족시키는 정수 a는 -1, 0, 1, y, 7의 

9개이다.� 답 ②

직선 y=x+3 위의 점 P의 좌표를 (a, a+3)이라 하면 

PAÓ=PBÓ이므로 PAÓ Û`=PBÓ Û`에서

(1-a)Û`+(1-a-3)Û`=(3-a)Û`+(2-a-3)Û`

aÛ`-2a+1+aÛ`+4a+4=aÛ`-6a+9+aÛ`+2a+1

6a=5    ∴ a=5
6

따라서 구하는 점 P의 좌표는 { 56 , 
23
6 }이다.� 답 ③

다른 풀이

두 점 A(1, 1), B(3, 2)를 지나는 직선의 기울기는 

2-1
3-1=

1
2이고, 선분 AB의 중점을 M이라 하면 

M의 좌표는 

{ 1+3
2 , 

1+2
2 }, 즉 {2, 32 }

이때 직선 AB에 수직이면서 점 M을 지나는 직선의 방

정식은 

y-3
2=-2(x-2)

∴ y=-2x+11
2     yy㉠

01

02

기울기가 -2

직선 ㉠과 직선 y=x+3의 교점이 P이므로

-2x+11
2 =x+3에서 3x=5

2

∴ x=5
6 , y=23

6

∴ P{ 56 , 
23
6 }

점 A를 원점으로 하고, 변 AC가 x축의 양의 방향으로 

오도록 정삼각형 ABC를 좌표평면 위에 놓으면 다음 그

림과 같다.

정삼각형 ABC의 한 변의 길이가 4이므로

B(2, 2'3), C(4, 0)
변 AC 위의 점 P의 좌표를 (t, 0) (0ÉtÉ4)이라 하면

BPÓ Û`+CPÓ Û`‌�={(t-2)Û`+(0-2'3)Û`}+(t-4)Û`	

=tÛ`-4t+16+tÛ`-8t+16	  

=2tÛ`-12t+32	  

=2(t-3)Û`+14

따라서 t=3일 때 BPÓ Û`+CPÓ Û`의 최솟값은 14이다.� 답 ①

다른 풀이 1

변 AC의 중점을 M이라 하면 삼각형 ABC는 한 변의 길

이가 4인 정삼각형이므로

BÕMÓ=4_
'3
2 =2'3

이때 점 P의 위치에 따라 다음과 같이 경우를 나눌 수 있다.

Ú	점 P가 선분 AM 위에 있을 때,�

	 PÕMÓ=x (0ÉxÉ2)라 하면

	‌� BPÓ Û`+CPÓ Û`	  

={(2'3)Û`+xÛ`}+(x+2)Û`	

=2xÛ`+4x+16	  

=2(x+1)Û`+14

	 즉, x=0일 때 BPÓ Û`+CPÓ Û`의 최솟값은 16이다.

Û	점 P가 선분 MC 위에 있을 때,�

	 MòPÓ=x (0<xÉ2)라 하면

	‌� BPÓ Û`+CPÓ Û`	  

={(2'3)Û`+xÛ`}+(2-x)Û`	

=2xÛ`-4x+16	  

=2(x-1)Û`+14

	 즉, x=1일 때 BPÓ Û`+CPÓ Û`의 최솟값은 14이다.

Ú, Û에서 BPÓ Û`+CPÓ Û`의 최솟값은 14이다.

03

← 한 변의 길이가 a인 정삼각형의 높이는 
'3
2 a
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Ⅰ. 도형의 방정식     005

다른 풀이 2

변 BC의 중점을 N이라 하면 삼각형 PBC에서 중선 정

리에 의하여

BPÓ Û`+CPÓ Û`‌�=2(PNÓ Û`+BNÓ Û`)	�

B

A

N

P

C60ù

 

=2(PNÓ Û`+4)� yy㉠

즉, BPÓ Û`+CPÓ Û`‌� 의 값은 PNÓ이 최소

일 때 최소가 된다.

이때 점 N에서 변 AC에 내린 수선

의 발이 P일 때 PNÓ이 최소이므로 PNÓ의 최솟값은

CNÓ_sin 60ù=2_
'3
2 ='3

㉠에서 ‌�BPÓ Û`+CPÓ Û`‌� 의 최솟값은

2_{('3)Û`+4}=14

삼각형 ABC의 세 변 AB, BC, CA의 길이는 각각

ABÓ="Ã(4-2)Û`+(3-1)Û` ='8,
BCÓ="Ã(a-4)Û`+(0-3)Û` ="ÃaÛ`-8a+25,

CAÓ="Ã(2-a)Û`+(1-0)Û` ="ÃaÛ`-4a+5

△ABC가 이등변삼각형이므로

Ú	ABÓ=BCÓ, 즉 ABÓ Û`=BCÓ Û`에서

	 8=aÛ`-8a+25    ∴ aÛ`-8a+17=0

	 위의 이차방정식의 판별식을 D라 하면

	
D
4 =(-4)Û`-17=-1<0

	 이므로 허근을 갖는다.

	 즉, 위의 등식을 만족시키는 정수 a의 값은 없다.

Û	ABÓ=CAÓ, 즉 ABÓ Û`=CAÓ Û`에서

	 8=aÛ`-4a+5    ∴ aÛ`-4a-3=0

	 ∴ a=2+'7 또는 a=2-'7
	 위의 등식을 만족시키는 정수 a의 값은 없다.

Ü	BCÓ=CAÓ, 즉 BCÓ Û`=CAÓ Û`에서

	 aÛ`-8a+25=aÛ`-4a+5

	 4a=20    ∴ a=5

Ú, Û, Ü에서 구하는 정수 a의 값은 5이다.� 답 ③

점 A를 지나고 삼각형 ABC의 넓이를 이등분하는 직선이 변 

BC와 만나는 점이 D이므로 점 D는 변 BC의 중점이다.

BCÓ="Ã4Û`+8Û`='8�0=4'5이므로

BDÓ=1
2  BCÓ=2'5

삼각형 ABC에서 중선 정리에 의하여

ABÓ Û`+ACÓ Û`=2(ADÓ Û`+BDÓ Û`)이므로

64+100=2(ADÓ Û`+20), 2ADÓ Û`=124

ADÓ Û`=62

∴ ADÓ='6�2 (∵ ADÓ>0)� 답 ②

04

05

3ABÓ=BCÓ에서 ABÓ`:`BCÓ=1`:`3이므로 점 C의 좌표를 

(a, b)라 하면 점 C의 위치는 다음과 같이 경우를 나누어 

나타낼 수 있다.

Ú 점 A가 선분 BC를 1`:`2로 내분하는 경우

C

2 1

A B

1_a+2_0 
1+2 =1에서 a=3

1_b+2_3  
1+2 =0에서 b=-6

∴ C(3, -6)

Û 점 B가 선분 AC를 1`:`3으로 내분하는 경우

A

3
1

B C

1_a+3_1  
1+3 =0에서 a=-3

1_b+3_0   
1+3 =3에서 b=12

∴ C(-3, 12)

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 모든 점 C의 y좌표의 합은 

-6+12=6 � 답 ⑤

다른 풀이 1

두 점 A(1, 0), B(0, 3)을 지나는 직선의 방정식은

y-3=0-3 
1-0 (x-0)    ∴ y=-3x+3

점 C는 직선 AB 위에 있으므로 C(a, -3a+3)이라 하면

3ABÓ=BCÓ에서 9ABÓ Û`=BCÓ Û`이므로

9{(0-1)Û`+(3-0)Û`}=(a-0)Û`+(-3a+3-3)Û̀

90=aÛ`+9aÛ`, 10aÛ`=90

aÛ`=9    ∴ a=-3 또는 a=3

따라서 C(-3, 12) 또는 C(3, -6)이므로 모든 점 C의 

y좌표의 합은 12+(-6)=6

다른 풀이 2

3ABÓ=BCÓ에서 ABÓ`:`BCÓ=1`:`3이므로 점 C는

선분 AB를 2`:`3으로 외분하거나 4`:`3으로 외분한다.

Ú	점 C가 선분 AB를 2`:`3으로 외분하는 경우

	‌� C { 2_0-3_1
2-3 , 

2_3-3_0
2-3 }	 	

∴ C(3, -6)

Û	점 C가 선분 AB를 4`:`3으로 외분하는 경우

	‌� C { 4_0-3_1
4-3 , 

4_3-3_0
4-3 }	  

∴ C(-3, 12)

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 모든 점 C의 y좌표의 합은

-6+12=6

06

본문 p.9
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006      블랙라벨 공통수학 2

선분의 외분점

선분 AB의 연장선 위에 있는 점 Q에 대하여

    AQÓ`:`BQÓ=m`:`n`(m>0, n>0, m+n)
일 때, 점 Q는 선분 AB를 m`:`n으로 외분한다고 하며, 점 Q를 선분 

AB의 외분점이라 한다.

A QB

mm>n

n

Q BA

nm<n

m

좌표평면 위의 두 점 A(xÁ, yÁ), B(xª, yª)에 대하여 선분 AB를 	

m`:`n`(m>0, n>0, m+n)으로 외분하는 점 Q의 좌표는

    {mxª-nxÁ 
m-n 

, 
myª-nyÁ  

m-n } 

BLACKLABEL 특강 참고

�

오른쪽 그림과 같이 선분 AD와  

y축의 교점을 E, 점 D에서 x축

에 내린 수선의 발을 H라 하면

∠EAO=∠DAH,

∠AOE=∠AHD=90ù이므로

△AOE∽△AHD (AA 닮음)

AEÓ`:`ADÓ=AOÓ`:`AHÓ=1`:`(1+a)이므로

점 E는 선분 AD를 1`:`a로 내분한다.

즉, 점 E의 좌표는

{ 1_a+a_(-1)
1+a , 

1_a+a_0
1+a }    ∴ E{0, a

1+a }

이때 y축이 사각형 ABCD의 넓이를 이등분하므로 사다

리꼴 ABCE의 넓이와 삼각형 CDE의 넓이는 같다.

즉, 
1
2_[1+{

a
1+a+1}]_1=1

2_{
a

1+a+1}_a에서

3a+2
a+1 =2a+1

a+1 _a, 3a+2=2aÛ`+a`(∵ a>0)

aÛ`-a-1=0    ∴ a=
1+'5

2  (∵ a>0)� 답 ③

다른 풀이

두 점 A(-1, 0), D(a, a)를 지나는 직선의 방정식은

y= a
a-(-1)

{x-(-1)}

∴ y= a
1+a x+ a

1+a     yy㉠

직선 ㉠의 y절편은 
a

1+a 이므로 y축에 의하여 나누어지

는 오른쪽 삼각형의 넓이는

1
2_{1+

a
1+a }_a=

a(2a+1)
2(a+1)

또한,

ABCD‌�=2△BCD`(∵ △BADª△BCD)	

=2_1
2_1_(a+1)	  

=a+1

이고, y축이 사각형 ABCD의 넓이를 이등분하므로

1
2 (a+1)=

a(2a+1)
2(a+1)

aÛ`-a-1=0    ∴ a=
1+'5

2  (∵ a>0)

07

∠A의 이등분선과 변 BC의  

교점이 D이므로 삼각형의 내

각의 이등분선의 성질에 의

하여

ABÓ`:`ACÓ=BDÓ`:`CDÓ

이때

ABÓ‌�="Ã(-15-5)Û`+(15-25)Û` ='¶500=10'5,
ACÓ="Ã(20-5)Û`+(-5-25)Û`='Ä1125=15'5
이므로 BDÓ`:`CDÓ=10'5`:`15'5=2`:`3

즉, 점 D는 BCÓ를 2`:`3으로 내분하므로

{ 2_20+3_(-15)
2+3 , 

2_(-5)+3_15
2+3 }

∴ D(-1, 7)

따라서 선분 AD의 길이는

"Ã(-1-5)Û`+(7-25)Û`='¶360=6'¶10
∴ ADÓ Û`=360� 답 ⑤

삼각형의 내각의 이등분선

삼각형 ABC에서 ∠A의 이등분선이�  

변 BC와 만나는 점을 D라 하면

    ABÓ`:`ACÓ=BDÓ`:`CDÓ

BLACKLABEL 특강 필수 개념

사각형 ABCD가 마름모이므로 두 대각선 AC, BD의	

중점이 일치한다. 

대각선 AC의 중점의 좌표는 { a+c
2 , 

b+1
2 },

대각선 BD의 중점의 좌표는 (2, 2)이므로 

a+c
2 =2, b+1

2 =2

∴ a+c=4, b=3    yy㉠

또한, 마름모는 네 변의 길이가 같으므로

BCÓ=CDÓ에서 BCÓ Û`=CDÓ Û`

즉, cÛ`+1=(4-c)Û`+(4-1)Û`이므로

cÛ`+1=cÛ`-8c+16+9, 8c=24    ∴ c=3

㉠에서 a=4-c=4-3=1

∴ abc=1_3_3=9	� 답 9

다른 풀이

마름모의 두 대각선이 서로 수직임을 이용하여 식을 세울 

수도 있다.

마름모의 두 대각선은 서로 수직이고, 직선 AC의 기울기

는 
b-1
a-c , 직선 BD의 기울기는 1이므로

b-1
a-c _1=-1    ∴ c-a=2 (∵ b=3)

위의 식과 ㉠을 연립하여 풀면 a=1, c=3 �

∴ abc=1_3_3=9

08

09
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Ⅰ. 도형의 방정식     007

주어진 직선이 x축, y축과 평행하지 않으므로

a+0, b+0

ax+by+c=0에서 y=-a 
b x- c  

b이므로

(기울기)=- a 
b<0, (y절편)=- c  

b<0

∴ ab>0, bc>0

즉, a, c는 서로 부호가 같으므로 ac>0

cx+ay-b=0에서 y=- c  
ax+ b  

a이므로

(기울기)=- c  
a<0, �

y

x

cx+ay-b=0

O

(y절편)= b  
a>0

따라서 직선 cx+ay-b=0은 	

오른쪽 그림과 같으므로 제3사분

면을 지나지 않는다.�

� 답 제3사분면

직선 mx-y-m+1=0, 즉 y=m(x-1)+1은 기울기

m의 값에 관계없이 항상 점 (1, 1)을 지난다.

따라서 두 직선 2x-y+2=0, y=m(x-1)+1이 제 2

사분면에서 만나려면 직선 y=m(x-1)+1이 다음 그림

과 같이 두 직선 Ú, Û 사이에 있어야 한다.

Ú	직선 y=m(x-1)+1이 점 (0, 2)를 지날 때,

	 2=-m+1    ∴ m=-1

Û	직선 y=m(x-1)+1이 점 (-1, 0)을 지날 때,

	 0=-2m+1    ∴ m=1
2

Ú, Û에서 구하는 실수 m의 값의 범위는

-1<m<1
2 � 답 -1<m<1

2

다른 풀이

2x-y+2=0, mx-y-m+1=0을 연립하여 풀면

x=m+1
m-2 , y=4m-2

m-2  (단, m+2)

즉, 두 직선 2x-y+2=0, mx-y-m+1=0의 교점

{m+1
m-2 , 

4m-2
m-2 }가 제 2사분면 위에 있어야 하므로

m+1
m-2<0에서 -1<m<2	 yy㉠

4m-2
m-2 >0에서 m<1

2  또는 m>2	 yy㉡

㉠, ㉡에서

-1<m<1
2

14

15

(x좌표)<0, (y좌표)>0

양변에 (m-2)Û`을 곱하면 (m+1)(m-2)<0

양변에 (m-2)Û`을 곱하면 (4m-2)(m-2)>0

삼각형 ABC의 무게중심과 세 변 AB, BC, CA의 중점 

P, Q, R을 꼭짓점으로 하는 삼각형 PQR의 무게중심은 

일치하므로

0+2+4
3 =a, 

0+4+2
3 =b

∴ a=2, b=2

∴ ab=4� 답 4

두 점 (2, a), (a, 6)을 지나는 직선의 기울기가 3이므로 

(기울기)= 6-a
a-2=3에서

6-a=3a-6, 4a=12    ∴ a=3

따라서 기울기가 3이고, 점 (2, 3)을 지나는 직선의 방정

식은

y-3=3(x-2)    ∴ y=3x-3� 답 ①

다른 풀이

구하는 직선의 방정식을 y=3x+k`(k는 상수)라 하면 이 

직선이 두 점 (2, a), (a, 6)을 지나므로

a=6+k  yy㉠, 6=3a+k  yy㉡

㉠을 ㉡에 대입하면

6=3(6+k)+k, 4k=-12    ∴ k=-3

따라서 구하는 직선의 방정식은 y=3x-3

서로 다른 세 점 A(-2, a+1), B(2, 2), 	

C(a-1, -6)이 한 직선 위에 있으므로 직선 AB와 직

선 BC의 기울기가 같다.

즉, 
2-(a+1)
2-(-2)

= -6-2 
a-1-2에서

1-a 
4 = -8 

a-3

(1-a)(a-3)=-32, -aÛ`+4a-3=-32

∴ aÛ`-4a-29=0 ← 

따라서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 모든 실

수 a의 값의 합은 4이다.  � 답 ④

직사각형의 넓이를 이등분하는 직선은 직사각형의 두 대

각선의 교점을 지난다.

A(6, 0), C(0, 5)이고 직사각형의 두 대각선은 서로를 

이등분하므로 직사각형 OABC의 두 대각선의 교점의 좌

표는 {3, 52 }

F(4, 0), D(6, 3)이므로 직사각형 FADE의 두 대각선

의 교점의 좌표는 {5, 32 }

따라서 두 점 {3, 52}, {5, 
3
2}을 지나는 직선 l의 기울기는

3
2-

5
2

5-3 =-1
2 � 답 -1

2

10

11

12

판별식 D에 대하여 D>0이므로 서로 다른 두 실근 존재

13

본문 pp.9~11
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두 직선 x-2y+2=0, 2x+y-6=0의 교점을 지나는 

직선의 방정식은

x-2y+2+k(2x+y-6)=0 (단, k는 실수)� yy㉠

위의 직선이 점 (3, -1)을 지나므로 ㉠에 x=3, 	

y=-1을 대입하면

3+2+2+k(6-1-6)=0

-k+7=0    ∴ k=7

이것을 ㉠에 대입하면 구하는 직선의 방정식은

x-2y+2+14x+7y-42=0

15x+5y-40=0    ∴ 3x+y-8=0

따라서 a=3, b=1이므로

a+b=4� 답 4

다른 풀이

두 방정식 x-2y+2=0, 2x+y-6=0을 연립하여 풀면

x=2, y=2

즉, 두 직선 x-2y+2=0, 2x+y-6=0의 교점은 

(2, 2)이다.

이때 두 점 (2, 2), (3, -1)을 지나는 직선의 방정식은

y-2=-1-2 
3-2 (x-2), y=-3x+8

∴ 3x+y-8=0

이 직선의 방정식이 ax+by-8=0이므로 

a=3, b=1    ∴ a+b=4

ㄱ.	‌�a=0일 때, l`:`y=2, m`:`x=-2이므로 두 직선 l, m

은 서로 수직이다. (참)

ㄴ.	‌�ax-y+a+2=0에서 a(x+1)-(y-2)=0	  

이 등식은 x=-1, y=2일 때, a의 값에 관계없이 항

상 성립한다.

	‌� 즉, 직선 l은 a의 값에 관계없이 항상 점 (-1, 2)를 

지난다. (거짓)

ㄷ.	a=0일 때, ㄱ에서 두 직선 l, m은 서로 수직이다.

	‌� a+0일 때, l`:`y=ax+a+2, m`:`y=-4
ax-3-8

a

이므로 두 직선 l, m의 기울기는 각각 a, -4
a이다.

	‌� 그런데 a=-4
a  를 만족시키는 실수 a의 값은 존재하

지 않으므로 두 직선 l과 m이 서로 평행하도록 하는 

실수 a의 값은 존재하지 않는다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

ㄷ에서 a+0일 때 두 직선 

l`:`ax-y+a+2=0, m`:`4x+ay+3a+8=0
이 평행할 조건은

a
4 =-1 

a +
a+2 
3a+8

그런데 aÛ`=-4인 실수 a의 값은 존재하지 않는다.

BLACKLABEL 특강 참고

16

17

두 점 A(2, n), C(7, 2)에서

ACÓ='¶41이므로 

"Ã(7-2)Û`+(2-n)Û`='¶41
"ÃnÛ`-4n+29='¶41
위의 식의 양변을 제곱하면

nÛ`-4n+29=41, nÛ`-4n-12=0

(n+2)(n-6)=0    ∴ n=6 (∵ n>2)

네 점 A(2, 6), B, C(7, 2), D를 꼭짓점으로 하는 마름

모 ABCD의 두 대각선 AC, BD는 서로 수직이등분하

므로 직선 l은 선분 AC의 수직이등분선이다.

이때 A(2, 6), C(7, 2)를 지나는 직선 AC의 기울기가 	

2-6 
7-2 =-4  

5이므로 직선 l의 기울기는 
5
4이다.

또한, 선분 AC의 중점의 좌표는

{ 2+7  
2 , 

6+2   
2 }    ∴ { 9   2 , 4}

즉, 직선 l은 기울기가 
5
4이고 점 { 9   2 , 4}를 지나므로 직

선의 방정식은

y-4=5
4 {x-

9   
2 }    ∴ 10x-8y-13=0

따라서 a=10, b=-8이므로

a-b=10-(-8)=18 � 답 18

마름모�

⑴ ‌�마름모는 네 변의 길이가 모두 같은

O

A

C

B D

 

사각형이다.

⑵ ‌�마름모의 두 대각선은 서로 다른 것을 

수직이등분한다.

AOÓ=COÓ, BOÓ=DOÓ, 		

ACÓ⊥BDÓ

BLACKLABEL 특강 참고

점 P(2a+b, a-2b)가 직선 x-y=3 위에 있으므로

(2a+b)-(a-2b)=3

∴ a+3b=3    yy㉠

점 Q(b, -a)에서 b=x, -a=y로 놓으면

a=-y, b=x

이것을 ㉠에 대입하여 정리하면

3x-y=3

따라서 p=3, q=-1이므로

p+q=2� 답 ④

점이 나타내는 도형의 방정식(자취의 방정식)

조건을 만족시키는 점이 나타내는 도형의 방정식은 다음과 같은 순서

로 구한다.

Ú 조건을 만족시키는 점의 좌표를 (x, y)라 한다.

Û ‌�주어진 조건을 이용하여 x, y의 관계식을 만들면 이 관계식이 구하

려는 도형의 방정식이다.	  

이때 제한된 범위가 있는지 확인한다.

BLACKLABEL 특강 필수 원리
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19
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Ⅰ. 도형의 방정식     009

점 (k, 0)에서 두 직선 x-3y+2=0, 3x+y-6=0에 

이르는 거리가 같으므로

|k-3_0+2|
"Ã1Û`+(-3)Û`

=
|3k+0-6|
"Ã3Û`+1Û`

, |k+2|=|3k-6|

k+2=-3k+6 또는 k+2=3k-6

∴ k=1 또는 k=4

따라서 구하는 모든 k의 값의 합은

1+4=5			    � 답 5

두 직선 (m-1)x-5y+m+2=0, 		

x-(m+3)y+m=0이 서로 평행하므로

m-1 
1 = -5  

-(m+3)
+m+2  

m

m-1= 5   
m+3 +

m+2  
m

m-1= 5   
m+3 에서 (m+3)(m-1)=5

mÛ`+2m-8=0, (m+4)(m-2)=0

∴ m=-4 (∵ m<0) 

평행한 두 직선 -5x-5y-2=0, x+y-4=0 사이의

거리는 직선 -5x-5y-2=0 위의 한 점 {0, -2
5 }와

직선 x+y-4=0 사이의 거리와 같으므로

|0+{-2
5 }-4|

"Ã1Û`+1Û`
= 22 

5'2=
11'2
5
� 답 ⑤

다른 풀이

에서 평행한 두 직선 -5x-5y-2=0, x+y-4=0, 

즉 x+y+2
5=0, x+y-4=0 사이의 거리는

| 25-(-4)|

"Ã1Û`+1Û`
= 22 

5'2=
11'2
5   

01 ②	 02 ①	 03 ③	 04 32	 05 ⑤

06 
3
5<

n
m<4	 07 ①	 08 ③	 09 ④	

10 ④	 11 ①	 12 9	 13 36	 14 31	

15 ②	 16 
5'3
3 	 17 { 117 , 

27
7 }		 18 

55
14 	

19 최댓값`:` 2'5, P(10, 0)		 20 -1	 21 ④	

22 -1
3 	 23 -5

4 	 24 ③	 25 ⑤	 26 ⑤	

27 9	 28 35	 29 ④	 30 3	 31 
1
2 	

32 2x+2y-1=0 또는 6x-6y+5=0	 33 2'2	 34 
15
4 	

35 ②	 36 { 134 , -1
4 }	   

pp.12~171등급을 위한 최고의 변별력 문제STEP2

20

21



← 본문 8쪽 비법노트Ⓓ

점 P의 좌표를 (x, y)라 하면

APÓ Û`+BPÓ Û`+CPÓ Û`

={xÛ`+(y-1)Û`}+{(x-4)Û`+yÛ`}

� +{(x-2)Û`+(y-8)Û`}

=3xÛ`-12x+3yÛ`-18y+85

=3(x-2)Û`+3(y-3)Û`+46

따라서 x=2, y=3일 때, 최솟값은 46이다.� 답 ②

세 점 A(xÁ, yÁ), B(xª, yª), C(x£, y£)과 점 P(a, b)에 대하여

APÓ Û`+BPÓ Û`+CPÓ Û`

=(a-xÁ)Û`+(b-yÁ)Û`+(a-xª)Û`+(b-yª)Û`	  

� +(a-x£)Û`+(b-y£)Û`

=3{a-
xÁ+xª+x£

3 }2`+3{b-
yÁ+yª+y£

3 }2`+★

즉, APÓ Û`+BPÓ Û`+CPÓ Û`은 항상 a=
xÁ+xª+x£

3 , b=
yÁ+yª+y£

3 에

서 최솟값을 갖는다.

따라서 APÓ Û`+BPÓ Û`+CPÓ Û`의 값이 최소가 되도록 하는 점 P는 삼각형 

ABC의 무게중심과 일치한다. 

BLACKLABEL 특강 참고

A(-m, -2), B(2, 2m), P(x, y)라 하면

"Ã(x+m)Û`+(y+2)Û`+"Ã(x-2)Û`+(y-2m)Û`

=APÓ+BPÓ

APÓ+BPÓ의 값이 최소이려면 점 P가 선분 AB 위에 있

어야 하므로

APÓ+BPÓ¾ABÓ

="Ã{2-(-m)}Û`+{2m-(-2)}Û`

="Ã(m+2)Û`+(2m+2)Û`

="Ã5mÛ`+12m+8

"Ã5mÛ`+12m+8=5이므로 양변을 제곱하면

5m Û`+12m+8=25

5m Û`+12m-17=0, (5m+17)(m-1)=0

∴ m=1`(∵ m>0) 		  � 답 ①

xÛ`-3=2x에서 xÛ`-2x-3=0

(x+1)(x-3)=0

∴ x=-1 또는 x=3

포물선 y=xÛ`-3과 직선 y=2x가 만나는 두 점이 A, B

이므로 A(-1, -2), B(3, 6)이라 하자.

한편, 점 P(a, b)가 포물선 y=xÛ`-3 위에 있으므로

b=aÛ`-3

∴ P(a, aÛ`-3)

삼각형 APB가 PAÓ=PBÓ인 이등변삼각형이므로

PAÓ Û`=PBÓ Û`에서

(a+1)Û`+(aÛ`-1)Û`=(a-3)Û`+(aÛ`-9)Û`

16aÛ`+8a-88=0

∴ 2aÛ`+a-11=0

01

02

03
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010      블랙라벨 공통수학 2

이차방정식 2aÛ`+a-11=0의 판별식을 D라 할 때,

D=1Û`-4_2_(-11)=89>0에서 서로 다른 두 실근

을 가지므로 근과 계수의 관계에 의하여 조건을 만족시키

는 모든 실수 a의 값의 합은 -1
2이다.� 답 ③

다른 풀이

삼각형 APB가 PAÓ=PBÓ인 이등변삼각형이므로 점 

P(a, b)는 변 AB의 수직이등분선 위에 있다.

에서 직선 AB의 기울기가 
6-(-2)
3-(-1)

=2이므로 변 AB

의 수직이등분선의 기울기는 -1
2이고, 변 AB의 중점의 

좌표는 {-1+3 
2 , 

-2+6  
2 } 즉, (1, 2)이므로 변 AB의 

수직이등분선의 방정식은 

y-2=-1
2(x-1), y=-1

2x+5
2  

∴ b=-1
2a+5

2 	 yy㉠

또한, 점 P(a, b)는 포물선 y=xÛ`-3 위에 있으므로

∴ b=aÛ`-3	 yy㉡ 

㉠을 ㉡에 대입하면

-1
2a+5

2=aÛ`-3, 2aÛ`+a-11=0

이차방정식 2aÛ`+a-11=0의 판별식을 D라 하면

D=1Û`-4_2_(-11)=89>0

에서 서로 다른 두 실근을 가지므로 근과 계수의 관계에 

의하여 조건을 만족시키는 모든 실수 a의 값의 합은 -1
2

이다.

점 P가 출발한 지 t (t¾2)초 후,

점 P의 좌표는 (4-t, 4-t)

점 Q의 좌표는

(-2+2(t-2), 2-2(t-2)), 즉 (2t-6, -2t+6)

두 점 P, Q 사이의 거리는

PQÓ="Ã{(2t-6)-(4-t)}Û`+ Ã{(-2t+6)-(4-t)}Û`

="Ã(3t-10)Û`+(2-t)Û`

="Ã10tÛ`-64t+104

=¾Ð10{t-16
5 }

Û`+ 8
5

즉, t=16
5 일 때 두 점 P, Q 사이의 거리는 최소이고 

P'{ 45 , 
4
5 }, Q'{ 25 , -2

5 }이다.

이때 직선 OP의 방정식이 y=x, 직선 OQ의 방정식이 

y=-x이므로 직선 OP 위의 점 P', 직선 OQ 위의 점 

Q'에 대하여 삼각형 OP'Q'은 직각삼각형이고

S=1
2_OP'Ó_OQ'Ó=1

2_
4'2
5 _

2'2
5 = 8

25

∴ 100S=100_ 8
25=32� 답 32

04

세 점 A(0, 3), B(-5, -9), C(4, 0)에서

ACÓ��="Ã4Û`+3Û`='Ä16+9	  

='¶25=5

ABÓ‌�="Ã5Û`+12Û`='Ä25+144	  

='Ä169=13

ACÓ=ADÓ이므로 ADÓ=5,

BDÓ=ABÓ-ADÓ=13-5=8

선분 AP와 선분 DC가 평행하므로 

PCÓ`:`BCÓ=ADÓ`:`BDÓ=5`:`8

즉, 점 C는 BPÓ를 8`:`5로 내분한다.

이때 점 P의 좌표를 (a, b)라 하면

8_a+5_(-5)
8+5 =4에서 

8a-25=52

8a=77    ∴ a=77
8

8_b+5_(-9)
8+5 =0에서 

8b-45=0

8b=45    ∴ b=45
8

∴ P{ 778 , 
45
8 }� 답 ⑤

다른 풀이

세 점 A(0, 3), B(-5, -9), C(4, 0)에서

ACÓ="Ã4Û`+3Û`='2�5=5

ABÓ="Ã5Û`+12Û`='¶169=13

∴ BDÓ=ABÓ-ADÓ=ABÓ-ACÓ=13-5=8

즉, 점 D는 선분 AB를 5`:`8로 내분하므로

D{-25+0 
5+8 , 

-45+24
5+8 }, 즉 D{-25

13 , -21
13 }

직선 CD의 기울기가 
0+21

13

4+25
13

=21
77=

3
11이고, 두 직선 

AP와 CD가 평행하므로 직선 AP의 방정식은

y-3= 3
11 (x-0)    ∴ y= 3

11x+3

한편, 직선 BC의 방정식은

y-0=0+9
4+5 (x-4)    ∴ y=x-4

점 P는 두 직선 AP와 BC의 교점이므로

3
11 x+3=x-4

8
11 x=7    ∴ x=77

8

이것을 y=x-4에 대입하여 풀면

y=77
8 -4=45

8

따라서 점 P의 좌표는 { 778 , 
45
8 }이다.

05
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Ⅰ. 도형의 방정식     011

선분 AB를 m`:`n으로 내분하는 점을 P라 하면

P{-4m+n 
m+n , 

3m-5n  
m+n }

이때 점 P가 제3사분면 위에 있으므로

-4m+n 
m+n <0, 3m-5n  

m+n <0 

-4m+n<0, 3m-5n<0 (∵ m+n>0)

-4m+n<0에서 
n  
m<4

3m-5n<0에서 
n  
m>3  

5

∴ 
3  
5<

n  
m<4 		  � 답 

3  
5<

n  
m<4  

선분 AB와 두 직선 y=mx, y=nx의 교점을 각각 C, 

D라 하자.

두 직선 y=mx, y=nx가 삼각형 AOB의 넓이를 삼등분 

하려면 두 점 C, D가 선분 AB를 삼등분해야 한다. 즉,

점 C는 선분 AB를 1`:`2로 내분하므로

C{ 1_5+2_0
1+2 , 

1_0+2_4
1+2 }, 즉 C{ 53 , 

8
3 }

점 D는 선분 AB를 2`:`1로 내분하므로

D{ 2_5+1_0
2+1 , 

2_0+1_4
2+1 }, 즉 D{ 103 , 

4
3 }

두 점 C, D는 각각 두 직선 y=mx, y=nx 위에 있으므로

8
3=

5
3m, 

4
3=

10
3 n

∴ m=8
5 , n=2

5

이것을 mÛ`+nÛ`=kmn에 대입하면

{ 85 } 2`+{
2
5 } 2`=k_8

5_
2
5

68
25=

16
25k    ∴ k=17 

4 � 답 ①

직선 x+2y-1=0 위의 점 P의 좌표를 (p, q)라 하면

p+2q-1=0    yy㉠

두 점 A(1, 2), P(p, q)에 대하여 선분 AP를 2`:`1로 내

분하는 점의 좌표는

{ 2p+1
3 , 

2q+2
3 }

2p+1
3 =x, 

2q+2
3 =y로 놓으면

p=3x-1
2 , q=3y-2

2

이것을 ㉠에 대입하여 정리하면

3x-1
2 +2_3y-2

2 -1=0

3
2x+3y-7

2=0, 3y=-3
2 x+7

2

∴ y=-1
2x+7

6

06

07

08

즉, 도형 C는 직선 y=-1
2 x+7

6이다.

이때 도형 C와 이차함수 y=axÛ`의 그래프가 접하므로 이

차방정식 axÛ`=-1
2 x+7

6 , 즉 6axÛ`+3x-7=0이 중근

을 가져야 한다.

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D=3Û`-4_6a_(-7)=0

∴ a=- 3
56 � 답 ③

해결단계

➊ 단계
세 삼각형 APR, PBQ, RQC의 넓이를 선분의 비를 이용

하여 SÁ에 대한 식으로 나타낸다.

➋ 단계
➊ 단계 에서 구한 넓이를 이용하여 삼각형 PQR의 넓이를 

구한다. 

➌ 단계 두 삼각형 ABC와 PQR의 넓이를 이용하여 k의 값을 구한다.

오른쪽 그림과 같이 선분 PC를  

그으면 삼각형 APC에서 	

ARÓ：RCÓ=2：3이므로 

△APR=2
5△APC

삼각형 ABC에서 

APÓ：PBÓ=2：1이므로

△APC=2
3△ABC

이때 삼각형 ABC의 넓이는 SÁ이므로

△APR=2
5_

2
3△ABC= 4

15SÁ	 yy㉠

또한, △PBQ»△ABC이고, BPÓ：BAÓ=1：3이므로

△PBQ：△ABC=1：9

∴ △PBQ=1
9△ABC=1

9SÁ	 yy㉡

같은 방법으로 선분 AQ를 그으면 삼각형 ABC에서 

BQÓ：QCÓ=1：2이므로 

△AQC=2
3△ABC	 yy㉢

삼각형 AQC에서 ARÓ：RCÓ=2：3이므로

△RQC=3
5△AQC

=3
5_

2
3△ABC (∵ ㉢)=2

5SÁ 	  yy㉣

㉠, ㉡, ㉣에서 삼각형 PQR의 넓이는

SÁ-(㉠+㉡+㉣)‌�=SÁ-{ 4
15SÁ+1

9SÁ+2
5SÁ}	  

=SÁ-7
9SÁ=2

9SÁ

따라서 Sª=2
9SÁ이므로

SÁ=9
2Sª    ∴ k=9

2  	  � 답 ④

09
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012      블랙라벨 공통수학 2

다른 풀이

삼각형 ABC에서 선분 AQ를 그으면

BQÓ`:`QCÓ=1`:`2이므로 △ABQ`:`△AQC=1`:`2

삼각형 ABC의 넓이가 SÁ이므로

△ABQ=1
3SÁ, △AQC=2

3SÁ

△PBQ»△ABC이고 BPÓ`:`BAÓ=1`:`3이므로

△PBQ`:`△ABC=1`:`9

∴ △PBQ=1
9SÁ

PQÓACÓ이므로 △APQ=△PQR

∴ △PQR‌�=△APQ	  

=△ABQ-△PBQ	  

=1
3SÁ-1

9SÁ=2
9SÁ

따라서 Sª=2
9SÁ이므로

SÁ=9
2Sª    ∴ k=9

2   

오른쪽 그림과 같이 점 A에서  

변 BC에 내린 수선의 발을 M이

라 하면 정삼각형 ABC의 무게

중심이 원점 O이므로

AOÓ=2
3AÕMÓ

이때 AOÓ="Ã2Û`+3Û`='1�3이므로 

AÕMÓ=3
2AOÓ=

3'1�3
2

따라서 정삼각형 ABC의 한 변 BC의 길이는 

BCÓ= 2
'3AÕMÓ= 2

'3_
3'1�3
2 ='3�9

이므로 정삼각형 ABC의 넓이는

'3
4  BCÓ Û`=

'3
4 _39=

39'3
4 � 답 ④

삼각형의 무게중심, 외심, 내심

⑴ 무게중심：삼각형의 세 중선의 교점

⑵ 외심：삼각형의 세 변의 수직이등분선의 교점

⑶ 내심：삼각형의 세 내각의 이등분선의 교점

정삼각형의 성질

정삼각형의 무게중심, 외심, 내심은 모두 일치한다.	  

따라서 정삼각형의 중선의 길이는 높이와 같다.

BLACKLABEL 특강 필수 개념

두 직선 lÁ, lª의 교점이 G이므로�

x-5y-3=0에서 

x=5y+3

위의 식을 4x+3y-12=0에

대입하면

4(5y+3)+3y-12=0 

10

← AOÓ：OÕMÓ=2：1

← 한 변의 길이가 a인 정삼각형의

높이는  
'3
2 a

11

23y=0    ∴ y=0

이것을 x=5y+3에 대입하여 정리하면 

x=3

즉, G(3, 0)

이때 두 점 B, C가 각각 직선 lÁ, lª 위에 있으므로

B(5a+3, a), C(3b, 4-4b) (단, a, b는 상수)

라 하면 삼각형 ABC의 무게중심이 G이므로

5+5a+3+3b
3 =3, 5+a+4-4b

3 =0

5a+3b=1, a-4b=-9

위의 두 식을 연립하여 풀면

a=-1, b=2

∴ B(-2, -1), C(6, -4)

∴ BCÓ‌�="Ã(6+2)Û`+(-4+1)Û`	 

='7 �3� 답 ①

주어진 두 점 B, C의 좌표는 계산을 간단히 하기 위해 임의로 설정한 

것이므로 두 직선 lÁ, lª 위의 점 중 다른 미지수를 이용하여 좌표를 설

정하여도 구하는 값은 항상 일정하다.

예를 들어, B(10a+3, 2a), C(3-3b, 4b)라 하면

5+10a+3+3-3b  
3 =3, 5+2a+4b

3 =0

10a-3b=-2, 2a+4b=-5 

위의 두 식을 연립하여 풀면 a=- 1
2 , b=-1

∴ B(-2, -1), C(6, -4) 

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

한 변의 길이가 2'6인 정삼

각형 ABC의 높이는

AÕMÓ=
'3
2 _2'6=3'2

변 BC의 중점 M과 정삼각

형 ABC의 무게중심 G에 대하여

GÕMÓ= 1
3AÕMÓ= 1

3_3'2='2

한편, 정삼각형 ABC의 무게중심 G가 직선 y=1
2x 위에 

있으므로 G(2a, a)라 하면

GÕMÓ="Ã(2a-5)Û`+(a-2)Û`='2
(2a-5)Û`+(a-2)Û`=2, 5aÛ`-24a+27=0

(a-3)(5a-9)=0    ∴ a=3 또는 a=9
5

그런데 점 G의 y좌표가 2 이상이므로 

a=3    ∴ G(6, 3)

이때 정삼각형 ABC의 세 꼭짓점 A, B, C의 좌표를 각

각 (xÁ, yÁ), (xª, yª), (x£, y£)이라 하면

yÁ+yª+y£
3 =3

따라서 구하는 세 꼭짓점 A, B, C의 y좌표의 합은

yÁ+yª+y£=3_3=9� 답 9



12
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Ⅰ. 도형의 방정식     013

변 BC의 중점을 M이라 하면 BCÓ=6이므로

BÕMÓ=MòCÓ= 1
2_6=3

삼각형 ABC에서 중선 정리에 의하여

ABÓ Û`+ACÓ Û`=2(AÕMÓ Û`+BÕMÓ Û`)이므로

36+16=2(AÕMÓ Û`+9), AÕMÓ Û`+9=26

∴ AÕMÓ Û`=17

한편, DÕMÓ=EÕMÓ=1이므로 점 M은 선분 DE의 중점이다.

따라서 삼각형 ADE에서 중선 정리에 의하여

ADÓ Û`+AEÓ Û`=2(AÕMÓ Û`+DÕMÓ Û`)이므로

aÛ`+bÛ`=2_(17+1)=36� 답 36

다른 풀이

삼각형 ABE에서 중선 정리에 의하여 

ABÓ Û`+AEÓ Û`=2(ADÓ Û`+BDÓ Û`)이므로

36+bÛ`=2(aÛ`+4)

∴ 2aÛ`-bÛ`=28	 yy㉠

삼각형 ADC에서 중선 정리에 의하여

ADÓ Û`+ACÓ Û`=2(AEÓ Û`+DEÓ Û`)이므로

aÛ`+16=2(bÛ`+4)

∴ aÛ`-2bÛ`=-8 	  yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

aÛ`=64
3 , bÛ`= 44

3

∴ aÛ`+bÛ`=36

변 BC의 중점을 M이라 하면 점 G는 삼각형 ABC의

무게중심이므로

AGÓ：GÕMÓ=2：1에서 GÕMÓ=AGÓ
2 =17

2

삼각형 GBC에서 중선 정리에 의하여

GBÓ Û`+GCÓ Û`=2(GÕMÓ Û`+BÕMÓ Û`)이므로

225+400=2{ 2894 +BÕMÓ Û`}, 2894 +BÕMÓ Û`= 625
2

BÕMÓ Û`= 961
4     ∴ BÕMÓ=31

2 `(∵ BÕMÓ>0)

∴ BCÓ=2BÕMÓ=2_31
2 =31� 답 31

오른쪽 그림과 같이 변 BC의�  

중점을 E라 하면 삼각형 ABC

에서 중선 정리에 의하여

ABÓ Û`+ACÓ Û`

=2[AEÓ Û`+{ 12  BCÓ}2`]

=2AEÓ Û`+1
2  BCÓ Û`	 yy㉠

13

14

15

점 G가 무게중심이므로 GEÓ= 1
3  AEÓ이고,

삼각형 GBC에서 중선 정리에 의하여

BGÓ Û`+CGÓ Û`‌�=2[GEÓ Û`+{ 12  BCÓ}2`]	  

=2[{ 13  AEÓ} 2`+{ 12  BCÓ}2`]	  

=2
9  AEÓ Û`+ 1

2  BCÓ Û`    yy㉡

9_㉡-㉠을 하면

9BGÓ Û`+9CGÓ Û`-ABÓ Û`-ACÓ Û`=4BCÓ Û`

ABÓ Û`+ACÓ Û`+4BCÓ Û`=9(BGÓ Û`+CGÓ Û`)

따라서 k=4, l=9이므로

k+l=13� 답 ②

다른 풀이

㉠, ㉡을 ABÓ Û̀ +ACÓ Û̀ +kBCÓ Û̀ =l(BGÓ Û̀ +CGÓ Û̀ )에 대입하면

2AEÓ Û`+ 1
2  BCÓ Û`+kBCÓ Û`=l{ 29AEÓ Û`+1

2  BCÓ Û`}

2AEÓ Û`+{ 12+k} BCÓ Û`=2
9 l AEÓ Û`+1

2 l BCÓ Û`

즉, 2=2
9 l, 12+k=1

2 l이므로

l=9, k=4    ∴ k+l=13

오른쪽 그림과 같이 정육각형

의 마주 보는 꼭짓점을 연결한 

대각선의 교점을 R이라 하면 

정육각형의 넓이를 이등분하는 

직선 l은 점 R을 지나야 한다. 

또한, 점 A와 마주 보는 꼭짓

점을 D(x, 0)이라 하면 대각선 AD의 길이는 4이므로 

직각삼각형 AOD에서 피타고라스 정리에 의하여 

ODÓ Û`+AOÓ Û`=ADÓ Û`에서 xÛ`+4=16

xÛ`=12    ∴ x=2'3 (∵ x>0)

∴ D(2'3, 0)
따라서 대각선 AD의 중점 R의 좌표는 

{ 0+2'3
2 , 

2+0
2 }, 즉 ('3, 1)

이므로 직선 PR의 방정식은 

y-5
2=

1-5
2

'3-0
(x-0)    ∴ l：y=-

'3
2 x+5

2

이 직선이 점 Q(a, 0)을 지나므로 x=a, y=0을 직선 l

의 방정식에 대입하여 풀면

'3
2 a=5

2에서 a=
5'3
3 � 답 

5'3
3

다른 풀이

삼각형 ARO는 한 변의 길이가 2인 정삼각형이므로 점 

R에서 변 OA에 내린 수선의 발을 H라 하면

16
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014      블랙라벨 공통수학 2

HRÓ=
'3
2 _2='3, OHÓ=HÕAÓ=1

2_2=1이므로

R('3, 1)
다음은 와 같다.

오른쪽 그림과 같이 사

각형 ABCD에서 두 대

각선 AC, BD의 교점을 

P'이라 하고, 사각형	  

ABCD의 내부에 임의

의 점 P를 잡으면 

PAÓ+PCÓ‌�¾ACÓ	  

=PÕ'AÓ+PÕ'CÓ    yy㉠

PBÓ+PDÓ‌�¾BDÓ	  

=PÕ'BÓ+PÕ'DÓ    yy㉡

㉠+㉡을 하면

PAÓ+PBÓ+PCÓ+PDÓ¾PÕ'ÕAÓ+PÕ'BÓ+PÕ'CÓ+PÕ'DÓ

즉, 점 P가 두 대각선 AC, BD의 교점일 때

PÕAÓ+PBÓ+PCÓ+PDÓ의 값이 최소이다.

이때 직선 AC의 방정식은 y-1=1-5
3-1(x-3)

∴ y=-2x+7	 yy㉢

직선 BD의 방정식은 y-5= 5-1
3-(-2)

(x-3) 

∴ y=4
5x+13

5 	 yy㉣

㉢, ㉣을 연립하여 풀면

x=11
7 , y=27

7

∴ P{ 117 , 
27
7 }� 답 { 117 , 

27
7 }

위의 그림과 같이 두 점 B, F에서 x축에 내린 수선의 발을 

각각 M, H, 점 C에서 y축에 내린 수선의 발을 I라 하자.

두 직각삼각형 OAD, MBA의 빗변의 길이가 같고

∠OAD=∠MBA이므로

△OADª△MBA (RHA 합동)

17

1818

이때 MòAÓ=ODÓ=3이므로 점 M의 좌표는 { 92 , 0},

MòBÓ=OAÓ=3
2이므로 점 B의 좌표는 { 92 , 32 }

두 직각삼각형 IDC, OAD의 빗변의 길이가 같고

∠IDC=∠OAD이므로

△IDCª△OAD (RHA 합동)

이때 IDÓ=OAÓ=3
2 , ICò=ODÓ=3이므로 점 C의 좌표는 

{3, 92 }

두 직각삼각형 BME, EHF의 빗변의 길이가 같고

∠BEM=∠EFH이므로

△BMEª△EHF (RHA 합동)

이때 FHÓ=EÕMÓ=15
2 , EHÓ=BÕMÓ=3

2이므로 점 F의

좌표는 { 272 , 
15
2 }

즉, 직선 CF의 방정식은

y-9
2=

15
2 -9

2
27
2 -3

(x-3)  

∴ y=;7@;x+;1%4!;

따라서 a=2
7 , b=51

14이므로 

a+b=55
14 � 답 

55
14

위의 그림과 같이 직선 AB와 x축의 교점을 P', x축 위

의 임의의 점을 P라 하면

APÓÉABÓ+BPÓ에서

APÓ-BPÓ‌�ÉABÓ	  

=AÕP'Ó-BÕP'Ó

즉, APÓ-BPÓ의 값이 최대일 때의 점 P는 직선 AB와 x

축의 교점이다.

따라서 APÓ-BPÓ의 최댓값은 선분 AB의 길이이므로

"Ã(4-0)Û`+(3-5)Û`=2'5
한편, 두 점 A(0, 5), B(4, 3)을 지나는 직선의 방정식은

y-5=3-5
4-0 (x-0)    ∴ y=-1

2x+5

점 P는 직선 AB와 x축의 교점이므로 점 P의 x좌표는

0=-1
2 x+5에서 

1
2x=5    ∴ x=10

∴ P(10, 0)� 답 최댓값`:`2'5, P(10, 0)

=;2#;+3

=12-;2(;

=12+;2#;

19
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Ⅰ. 도형의 방정식     015

직선 mx-y-7m+1=0, 즉 y=m(x-7)+1은 기울

기 m의 값에 관계없이 항상 점 (7, 1)을 지난다.

직선 y=m(x-7)+1이 삼

각형 ABC와 만나려면 오른

쪽 그림과 같이 선분 AB를 

지나야 하므로 직선 Ú 또는 

직선 Û이거나 두 직선 Ú, 

Û 사이에 있어야 한다.

Ú	직선 y=m(x-7)+1이 점 A(5, 4)를 지날 때,

	 4=-2m+1    ∴ m=-3
2

Û	�직선 y=m(x-7)+1이 점 B(3, -1)을 지날 때,

	 -1=-4m+1    ∴ m=1
2

Ú, Û에서 -3
2ÉmÉ 1

2

따라서 실수 m의 최댓값은 
1
2 , 최솟값은 -3

2이므로 그 

합은

1
2+{-

3
2 }=-1� 답 -1

직선 x+my-4=0의 x절편이 4

이므로 변 AB의 중점을 D라 하면 

점 D의 좌표는 (4, 0)이다.

BDÓ=a라 하면 OBÓ=2a이고, 	

ODÓ=4이므로 직각삼각형 OBD에서 

피타고라스 정리에 의하여

BDÓ Û`+OBÓ Û`=ODÓ Û`에서 aÛ`+(2a)Û`=4Û`

5aÛ`=16, aÛ`= 16
5     ∴ a=

4'5
5 `(∵ a>0)

∴ BDÓ=
4'5
5 , OBÓ=

8'5
5

OHÓ=b라 하면 DHÓ=4-b이므로

OBÓ Û`-OHÓ Û`=BDÓ Û`-DHÓ Û`에서

{ 8'55 }2`-bÛ`={ 4'55 }2`-(4-b)Û`

8b=128 
5     ∴ b=16

5

∴ BHÓ=¾Ð{ 8'55 }2`-{
16
5 }2`=

8
5

∴ m=BHÓ
b =

;5*;

:Á5¤:
=1

2 � 답 ④

다른 풀이

오른쪽 그림과 같이 변 AB가 x축

과 만나는 점을 D라 하자.

정사각형 ABOC에서

ADÓ=DBÓ=a라 하면 OÕBÓ=2a

점 B에서 x축에 내린 수선의 발을 

20

y

x75
31

-1

3
4

-2 O

A
C

B

Û

Ú

21

H라 하면 두 삼각형 BOH, DOB에서

∠OHB=∠OBD=90ù, ∠BOH는 공통이므로 

△BOH»△DOB (AA 닮음)

직선 OB의 기울기는 
BHÓ
OHÓ

=DBÓ
OBÓ

= a
2a=1

2

이때 직선 AB와 직선 OB는 수직이므로 직선 AB의 기

울기는 -2이다.

따라서 직선 x+my-4=0, 즉 y=- 1
m x+ 4

m 의 기울

기가 -2이므로 

- 1
m=-2    ∴ m=1

2

(3k+1)x+(-k+2)y+(-2k-3)=0에서 

(3x-y-2)k+(x+2y-3)=0    yy㉠

㉠이 k의 값에 관계없이 항상 성립하려면

3x-y-2=0, x+2y-3=0

위의 두 식을 연립하여 풀면 x=1, y=1이므로 직선 ㉠

은 k의 값에 관계없이 항상 점 A(1, 1)을 지난다. 

이때 직선 ㉠이 삼각형 ABC의 넓이를 이등분하려면 변 

BC의 중점을 지나야 하고, 변 BC의 중점의 좌표는 

{-2+2
2 , 

3+(-1)
2 }, 즉 (0, 1)이므로

x=0, y=1을 ㉠에 대입하면 

-3k-1=0    ∴ k=-1
3 � 답 -1

3

이 문제는 주어진 식을 k에 대하여 정리하는 것이 문제 풀이의 포인트

이다. 주어진 식을 k에 대하여 정리하면 

(3x-y-2)k+(x+2y-3)=0인데 이는 주어진 직선이 k의 값에 

관계없이 두 직선 3x-y-2=0, x+2y-3=0의 교점을 지남을 의

미한다.

이를 확장하면 두 방정식 f(x, y)=0, g(x, y)=0이 나타내는 두 도

형의 교점을 지나는 도형의 방정식은 kf(x, y)+g(x, y)=0 (단, k
는 실수)으로 나타낼 수 있다. 

서울대 선배들의 추천 PICK 1등급 비법 노하우

두 점 A(-3, 0), B(1, 4)를 지나는 직선의 방정식은

y-4= 4-0
1-(-3)

(x-1), 즉 y=x+3이다.

또한, (k+1)x+(k-1)y-2k=0에서

(x+y-2)k+x-y=0이므로 이 직선이 직선 	

x+y-2=0을 나타내는 k의 값은 존재하지 않는다.

따라서 y=x+3, x+y-2=0을 연립하여 풀면 

x=-1
2 , y=5

2이므로 주어진 직선이 지날 수 없는 점의 

좌표는 {-1
2 , 

5
2 }이다.

∴ a=-1
2 , b=5

2

∴ ab=-5
4 � 답 -5

4

22

23
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016      블랙라벨 공통수학 2

ㄱ.	k=1을 kÛ`x+(kÛ`+1)y-kÛ`+1=0에 대입하면

	 x+2y=0    ∴ y=-1
2x

	 따라서 k=1일 때, 직선 l의 기울기는 -1
2이다.�(참)

ㄴ.	kÛ`x+(kÛ`+1)y-kÛ`+1=0에서

	 (x+y-1)kÛ`+y+1=0

	 위의 식이 k에 대한 항등식이려면

	 x+y-1=0, y+1=0

	‌� 위의 두 식을 연립하여 풀면 x=2, y=-1이므로 직

선 l은 k의 값에 관계없이 항상 점 (2, -1)을 지난

다. (거짓)

ㄷ.	kÛ`x+(kÛ`+1)y-kÛ`+1=0에서

	 y=- kÛ`
kÛ`+1

x+kÛ`-1
kÛ`+1

    yy㉠

	 이때 
kÛ`

kÛ`+1
¾0이므로 - kÛ`

kÛ`+1
É0이고,

	 -1<k<1일 때, kÛ`-1<0이므로 
kÛ`-1
kÛ`+1

<0이다.

	‌� 따라서 기울기가 양이 아

닌 수이고, y절편이 음수

인 직선 ㉠, 즉 l은 오른

쪽 그림과 같으므로 직선 

l은 제1사분면을 지나지 

않는다. (참)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

세 직선이 삼각형을 이루지 않기 위해서는 세 직선이 한 

점에서 만나거나, 세 직선 또는 두 직선이 평행하거나 일

치하면 된다.

그런데 주어진 세 직선의 방정식에서 세 직선은 평행할 

수 없고, 어떤 두 직선도 일치할 수 없다.

따라서 주어진 세 직선이 삼각형을 이루지 않기 위해서는 

세 직선이 한 점에서 만나거나 두 직선이 평행해야 한다.

(
{
9

x+ay+1=0� yy㉠

3x-ay+1=0� yy㉡

x-(a-2)y-1=0  yy㉢

Ú	‌�a=0일 때, 	  

㉠, ㉡에서 x+1=0, 3x+1=0이므로 두 직선이 평행

하다. 즉, 세 직선은 삼각형을 이루지 않는다.

Û	‌�a=2일 때, 	  

㉠, ㉡, ㉢에서 x+2y+1=0,

3x-2y+1=0, x-1=0이므로 세 직선은 삼각형을 

이룬다. 즉, a+2이다.

Ü	‌�a+0, a+2일 때, 	 

㉠, ㉡, ㉢이 삼각형을 이루지 않는 경우는 다음과 같다.

	 ① 세 직선이 한 점에서 만나는 경우

	 ㉠+㉡을 하면

24

25

	 4x+2=0    ∴ x=-1
2

	 이것을 ㉠에 대입하면

	 -1
2+ay+1=0    ∴ y=- 1

2a

	 �즉, 두 직선 ㉠, ㉡의 교점의 좌표가 {-1
2 , - 1

2a }

이므로 직선 ㉢도 이 점을 지나야 한다.

	 -1
2+

a-2
2a -1=0에서 

a-2
2a =3

2

	 ∴ a=-1

	 ② 두 직선이 평행한 경우

	 두 직선 ㉠, ㉡에서 
1
3+

a
-a+

1
1이므로 두 직선 	

㉠, ㉡이 평행하도록 하는 a의 값은 존재하지 않는다.

	 두 직선 ㉡, ㉢이 평행하려면

	
3
1=

-a
-(a-2)

+ 1
-1에서

	 3a-6=a, 2a=6

	 ∴ a=3

	 두 직선 ㉠, ㉢이 평행하려면

	
1
1=

-(a-2)
a +-1

1 에서

	 a=-a+2, 2a=2

	 ∴ a=1

Ú, Û, Ü에서 주어진 세 직선이 삼각형을 이루지 않도

록 하는 a의 값은 -1, 0, 1, 3의 4개이므로 M=4, 

a의 값의 합은 N=-1+0+1+3=3

∴ M+N=7� 답 ⑤

수심은 삼각형의 두 꼭짓점에서  

대변에 내린 두 수선의 교점과 

일치하므로

Ú	‌�꼭짓점 A를 지나고 변 BC

에 수직인 직선의 방정식은 

x=0

Û	‌�(직선 AC의 기울기)=0-4
5-0=-4

5이므로 꼭짓점 B

를 지나고 변 AC에 수직인 직선의 방정식은

	 y-0=5
4 {x-(-2)}

	 ∴ y=5
4 x+5

2

Ú, Û에서 구한 두 식을 연립하여 풀면

x=0, y=5
2

즉, 수심의 좌표는 {0, 52 }이므로

p=0, q=5
2

∴ p+q=5
2 � 답 ⑤

26
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Ⅰ. 도형의 방정식     017

조건 ㈎에서 직선 CD의 기울기가 음수이므로

q-p 

3'2-'2
<0  

∴ q-p<0  	   yy㉠ 

조건 ㈏에서 CDÓ=ABÓ=3이므로 

"Ã(3'2-'2)Û`+(q-p)Û`=3

"Ã(2'2)Û`+(q-p)Û`=3

양변을 제곱하면

8+(q-p)Û`=9

(q-p)Û`=1  

∴ q-p=-1 (∵ ㉠)    yy㉡

또한, 조건 ㈏에서 ADÓBCÓ이므로 직선 AD의 기울기

와 직선 BC의 기울기는 서로 같다.

즉, 
q-1

3'2-0
=

p-4
'2-0

에서

q-1=3p-12

∴ q-3p=-11  	   yy㉢

㉡, ㉢을 연립하여 풀면

p=5, q=4

∴ p+q=9 		   � 답 9

세 점 O(0, 0), A(2, 4), �

B(6, 0)에서

△AOB=1
2_6_4=12, 

ABÓ‌�="Ã(6-2)Û`+(0-4)Û`	

='3 �2=4'2
삼각형 ABC가 CAÓ=CBÓ인 

이등변삼각형이므로 점 C는 변 AB의 수직이등분선 위에 

있다.

직선 AB의 기울기가 
0-4
6-2=-1이고, 변 AB의 중점을 

M이라 하면 점 M의 좌표는 { 2+6
2 , 

4+0
2 }, 즉

(4, 2)이므로 변 AB의 수직이등분선의 방정식은

y-2=1_(x-4)

∴ y=x-2

이때 점 C의 좌표를 (a, a-2)라 하면

△ABC=1
2_4'2_CÕMÓ=12에서

CÕMÓ=3'2이므로

"Ã(a-4)Û`+(a-2-2)Û`=3'2
2aÛ`-16a+32=18, aÛ`-8a+7=0

(a-1)(a-7)=0

∴ a=1 또는 a=7

그런데 점 C는 제 1 사분면 위에 있으므로

a>0, a-2>0에서 a>2

∴ a=7, b=7-2=5

∴ ab=35� 답 35

27

28

다른 풀이

점 C(a, b)에 대하여 CAÓ=CBÓ이므로 CAÓ Û`=CBÓ Û`에서

(a-2)Û`+(b-4)Û`=(a-6)Û`+bÛ`

∴ a=b+2    yy㉠

두 삼각형 AOB와 ABC의 밑변을 ABÓ라 하면 넓이가 

같으므로 높이가 같아야 한다.

즉, 직선 AB에서 두 점 O, C에 이르는 거리가 같아야 한다.

이때 직선 AB의 방정식이 y-0=0-4
6-2 (x-6), 즉

x+y-6=0이므로

|-6|
'2 =

|a+b-6|
'2

㉠을 위의 식에 대입하여 정리하면

6=|2b-4|, 2b-4=Ñ6

2b=10 또는 2b=-2

∴ b=5 (∵ b>0)

이것을 ㉠에 대입하면

a=5+2=7

∴ ab=7_5=35

OABC=△COD이고, 

OABC=△OAC+△ABC,

△COD=△OAC+△ADC

이므로 △ABC=△ADC

이때 선분 AC를 두 삼각형 ABC와 ADC의 공통인 밑

변으로 하면 넓이가 같기 위해서는 높이가 같아야 하므로 

ACÓDBÓ이어야 한다.

즉, 두 직선 AC와 DB의 기울기는 같아야 한다.

직선 AC의 기울기는 

1
2-1

2-(-1)
=-1

6 	 yy㉠

직선 OA의 방정식은 y=1
4 x이므로 직선 OA 위의 점 D

의 좌표를 {a, 
1
4 a}라 하면 직선 DB의 기울기는

1
4a-2

a-1 	 yy㉡

㉠=㉡이므로

-1
6=

1
4 a-2

a-1 , -1
6 a+1

6=
1
4a-2

5a=26    ∴ a=26
5

29
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018      블랙라벨 공통수학 2

∴ b=1
4 a=1

4_
26
5 =13

10

∴ a+b=26
5 +13

10=
13
2 � 답 ④

정사각형 ABCD에서 ABÓCDÓ이므로

(직선 AB의 기울기)=(직선 CD의 기울기)이다.

즉, a=1-0
0-2=-1

2

또한, 점 A(0, 1)과 직선 y=-1
2x+b, 즉

x+2y-2b=0 사이의 거리는 ABÓ의 길이인 '5와 같으므

로 
|2-2b| 

"Ã1Û`+2Û`
='5에서 

|2-2b|=5, 2-2b=Ñ5

2b=-3 또는 2b=7  

∴ b=-3
2  또는 b=7

2

그런데 b>0이므로 b=7
2

∴ a+b=-1
2+

7
2=

6
2=3� 답 3

다른 풀이

a=-1
2이므로 직선 CD의 방정식은

y=-1
2x+b

오른쪽 그림과 같이 점 C에서�

x축에 내린 수선의 발을 H라 하

면 두 직각삼각형 AOB, BHC

에서 ABÓ=BCÓ이고 

∠ABO=∠BCH이므로

△AOBª△BHC (RHA 합동)

즉, BHÓ=AÕOÓ=1, CÕHÓ=BOÓ=2이므로 점 C의 좌표는

(2+1, 0+2), 즉 (3, 2)

직선 y=-1
2x+b가 점 C(3, 2)를 지나므로

2=-1
2_3+b    ∴ b=7

2

∴ a+b=-1
2+

7
2=

6
2=3

(k-2)x+(k+1)y+2-k=0에서

k(x+y-1)+(-2x+y+2)=0    yy㉠

㉠이 k에 대한 항등식이려면

x+y-1=0, -2x+y+2=0

30

직선 y=-;2!;x+b의 y절편은 양수

31

위의 두 식을 연립하여 풀면 x=1, y=0이므로 직선 ㉠

은 k의 값에 관계없이 항상 점 (1, 0)을 지난다.

이때 점 (-2, 3)과 직선 ㉠ 사 y

xO-2 1

3
㉠

이의 거리가 최대가 되려면 두 

점 (1, 0), (-2, 3)을 지나는 

직선이 직선 ㉠과 수직이어야 

하므로

- k-2
k+1 _

3-0
-2-1=-1, 	

2-k=k+1

2k=1    ∴ k=1
2 � 답 

1
2

다른 풀이

점 (-2, 3)과 직선 (k-2)x+(k+1)y+2-k=0 사

이의 거리를 d라 하면

d=
|-2(k-2)+3(k+1)+2-k|

"Ã(k-2)Û`+(k+1)Û`

= 9
"Ã2kÛ`-2k+5

이때 f(k)=2kÛ`-2k+5라 하면 f(k)가 최솟값을 가질 

때, d가 최댓값을 갖는다.

f(k)=2kÛ`-2k+5

=2{k-1
2 }

Û`+9
2

이므로 f(k)는 k=1
2일 때, 최솟값 

9
2를 갖는다.

따라서 구하는 실수 k의 값은 
1
2이다.

다음 그림과 같이 두 직선 2x-y+1=0, 	

2x-4y+3=0이 이루는 각의 이등분선 위의 점을 		

P(x, y)라 하자. 

y

x

2x-4y+3=0

2x-y+1=0

O

P
P

점 P에서 두 직선에 이르는 거리가 서로 같으므로

|2x-y+1|
"Ã2Û`+(-1)Û`

=
|2x-4y+3|
"Ã2Û`+(-4)Û`

2'5|2x-y+1|='5|2x-4y+3|

2(2x-y+1)=Ñ(2x-4y+3)

따라서 구하는 직선의 방정식은 

2x+2y-1=0 또는 6x-6y+5=0

	  � 답 2x+2y-1=0 또는 6x-6y+5=0

3232
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Ⅰ. 도형의 방정식     019

직선 l의 y절편이 달라져도 선분 PQ의 길이는 변하지 않

는다.

다음 그림과 같이 두 점 L, M을 잡자.

y

x

x-y-2=0

x-y-4=0

45ù

P

N

Q

l

L

-2

-4

M
75ù

O

직선 x-y-2=0, 즉 y=x-2의 기울기는 1이므로 이 

직선이 x축의 양의 방향과 이루는 각의 크기는 45ù이다.

즉, ∠PLM=45ù이므로 삼각형 PLM에서 

∠LPM=75ù-45ù=30ù

또한, 점 P에서 직선 x-y-4=0에 내린 수선의 발을 N

이라 하면

∠PQN=∠LPM=30ù (∵ 엇각)

PNÓ은 두 직선 x-y-2=0, x-y-4=0 사이의 거리, 

즉 점 (0, -2)와 직선 x-y-4=0 사이의 거리와 같으

므로

PNÓ=
|0-(-2)-4|
"Ã1Û`+(-1)Û`

= 2
'2='2

따라서 직각삼각형 PQN에서 

PQÓ‌�= PNÓ
sin`30ù=

'2
1
2

=2'2� 답 2'2

다른 풀이

직선 l의 y절편이 달라져도 선분 PQ의 길이는 변하지 않

는다.

다음 그림과 같이 세 점 R, M, S를 잡자.

평행한 두 직선의 기울기가 1이므로 두 직선이 x축의 양

의 방향과 이루는 각의 크기가 45ù이고, 직선 l이 x축의 

양의 방향과 이루는 각의 크기가 75ù이므로

∠PMR‌�=90ù-∠RPM	  

=90ù-(75ù-45ù)	  

=60ù

한편, 두 직선 x-y-2=0, x-y-4=0이 평행하므로 

두 직선 사이의 거리는

SRÓ‌�=
|-2-(-4)|
"Ã1Û`+(-1)Û`

	 

= 2
'2='2

따라서 두 직각삼각형 PRM, QSM에서

∠PMR=∠QMS=60ù이므로

33

← 본문 8쪽 비법노트Ⓓ

PQÓ‌�=PÕMÓ+QÕMÓ	  

= MòRÓ
cos`60ù+

SÕMÓ
cos`60ù 	  

=MòRÓ+SÕMÓ
cos`60ù 	  

= SRÓ
cos`60ù=

'2
1
2

=2'2

세 점 O(0, 0), A(2'2, 2'2), B{-3'2
2 , 

3'2
2 }에서

OAÓ=4, OBÓ=3, ABÓ=5

삼각형 OAB에서 내각의 이등분선의 성질에 의하여

OBÓ`:`ABÓ=OPÓ`:`PAÓ이므로 OPÓ`:`PAÓ=3`:`5� yy㉠

즉, 점 P는 OAÓ를 3`:`5로 내분하므로

P{ 3_2'2+5_0 
3+5 , 

3_2'2+5_0 
3+5 }

∴ P{ 3'24 , 
3'2
4 }

직선 BP의 방정식을 구하면

y-
3'2
2 =

-
3'2
4

9'2
4

 {x+3'2
2 }

∴ y=-1
3 x+'2

점 Q는 직선 BP가 x축과 만나는 점이므로 Q(3'2, 0)

이때 OAÓ=4이므로 ㉠에서

APÓ= 5
5+3  OAÓ=5

8_4=5
2

이고, 직선 AP의 방정식은 y=x, 즉 x-y=0이므로

점 Q(3'2, 0)과 직선 AP 사이의 거리는

|3'2-0|
"Ã1Û`+(-1)Û`

=3

∴ △APQ=1
2_

5
2_3=15

4 � 답 
15
4

단계 채점 기준 배점

㈎
세 점 O, A, B의 좌표를 이용하여 세 선분 OA, 

OB, AB의 길이를 각각 구한 경우
20%

㈏

삼각형 OAB에서 내각의 이등분선의 성질을 이용하

여 점 P가 선분 OA를 3`:`5로 내분하는 점임을 확인

하고, 점 P의 좌표를 구한 경우

30%

㈐ 직선 BP의 방정식을 구하여 점 Q의 좌표를 구한 경우 30%

㈑
점 Q와 직선 AP 사이의 거리를 구하여 삼각형 	

APQ의 넓이를 구한 경우
20%

다른 풀이

에서

△APQ‌�=△OAQ-△OPQ		   

=1
2_3'2_2'2-1

2_3'2_3'2
4 		

=6-9
4=

15 
4

34
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오른쪽 그림과 같이 변 OA y

xO

A

B

M

G(4,`2)

HÁ

Hª

 

의 중점을 M이라 하면 점 

G가 삼각형 OAB의 무게중

심이므로

BGÓ`:`GMÓ=2`:`1

∴ BMÓ`:`GMÓ=3`:`1

점 B와 점 G에서 직선 OA에 내린 수선의 발을 각각 HÁ, 

Hª라 하면 ∠BHÁM=∠GHªM=90ù, ∠GMHª는 공통

이므로

△BMHÁ»△GMHª (AA 닮음)

닮음비는 BMÓ`:`GMÓ=3`:`1이므로

GHªÓ=1
3  BHÁÓ= 1

3_3'2='2

한편, 직선 OA의 기울기를 m이라 하면 직선 OA의 방

정식은

y=mx, 즉 mx-y=0

즉, 점 G와 직선 mx-y=0 사이의 거리는

|4m-2|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

='2

|4m-2|="Ã2(mÛ`+1)

위의 식의 양변을 제곱하여 정리하면

16mÛ`-16m+4=2mÛ`+2

7mÛ`-8m+1=0, (7m-1)(m-1)=0

∴ m=1
7  또는 m=1

이때 직선 OG의 기울기는 
2-0  
4-0=

1
2이고, 직선 OB의 

기울기가 직선 OA의 기울기보다 크므로 직선 OG의 기

울기는 직선 OA의 기울기보다 커야 한다.

따라서 직선 OA의 기울기는 
1
7이다.� 답 ②

해결단계

➊ 단계
세 직선 중에서 두 직선이 이루는 각의 이등분선의 방정식을 

구한다.

➋ 단계
➊ 단계 에서 구한 두 직선의 교점을 구하여 내심의 좌표를 

구한다.

삼각형의 내심은 삼각형의 세  

내각의 이등분선의 교점이고,

내심에서 삼각형의 세 변에 이

르는 거리는 같다.

두 직선 x=2, 4x-3y-20=0

에서 같은 거리에 있는 점의 좌

표를 (a, b)라 하면

|a-2|=
|4a-3b-20|
"Ã4Û`+(-3)Û`

5|a-2|=|4a-3b-20|

5(a-2)=Ñ(4a-3b-20)

∴ a+3b+10=0 또는 3a-b-10=0

35

36

이때 두 직선 x=2, 4x-3y-20=0이 이루는 각 중에서 

크기가 작은 각의 이등분선의 기울기는 양수이므로 이등

분선의 방정식은 

3x-y-10=0	 yy㉠

두 직선 x=2, 3x+4y-15=0에서 같은 거리에 있는 점

의 좌표를 (c, d)라 하면

|c-2|=
|3c+4d-15|
"Ã3Û`+4Û`

5|c-2|=|3c+4d-15|

5(c-2)=Ñ(3c+4d-15)

∴ 2c-4d+5=0 또는 8c+4d-25=0

이때 두 직선 x=2, 3x+4y-15=0이 이루는 각 중에서 

크기가 작은 각의 이등분선의 기울기는 음수이므로 이등

분선의 방정식은

8x+4y-25=0	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

x=13
4 , y=-1

4

따라서 삼각형의 내심의 좌표는 { 134 , -1
4 }이다.

� 답 { 134 , -1
4 }

01 -1
2 	 02 21	 03 180	 04 8	 05 0

06 130	 07 21	 08 9	 09 '5	 10 5

11 
1
2  

pp.18~191등급을 넘어서는 종합 사고력 문제STEP3

해결단계

➊ 단계
주어진 그림을 좌표평면 위에 놓고 각 점의 좌표를 구한 후, 

직선 PR의 방정식을 구한다.

➋ 단계
대각선 PR이 선분 QQ'을 수직이등분함을 이용하여 점 Q'
의 좌표를 구한다.

➌ 단계 직선 Q'S의 기울기를 구한다.

오른쪽 그림과 같이 좌표평면�

위에 점 Q를 원점으로 하고, 두 

반직선 QR, QP가 각각 x축, y

축의 양의 방향으로 오도록 직

사각형 PQRS를 놓으면 	

P(0, 2), R(4, 0), S(4, 2)이므로 직선 PR의 방정식은 

y-2=0-2
4-0 (x-0)  

∴ y=-1
2x+2

01
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이때 직선 y=-1
2x+2가 선분 QQ'을 수직이등분하므

로 점 Q'의 좌표를 (a, b)라 하면 

Ú	직선 QQ'의 기울기는 2이므로

	
b
a=2  

	 ∴ b=2a	 yy㉠

Û	‌�선분 QQ'의 중점 { a2 , 
b
2 }가 직선 y=-1

2x+2 위에 

있으므로

	
b
2=-1

2_
a
2+2  

	 ∴ a+2b=8 	  yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=8
5 , b=16

5 이므로 점 Q'의 좌

표는 { 85 , 
16
5 }이다.

따라서 직선 Q'S의 기울기는

2-16
5

4-8
5

=
-6

5
12
5

=-1
2 � 답 -1

2

다른 풀이

직선 QQ'의 기울기가 2이므로 Q'(a, 2a)라 하자.

이때 점 Q'에서 직선 QR에 내린 수선의 발을 H라 하면 

직각삼각형 Q'QH에서 QHÓ=a, QÕ'HÓ=2a이므로 피타고

라스 정리에 의하여 QÕQ'Ó="ÃaÛ`+(2a)Û`='5a이고,

PRÓ="Ã2Û`+4Û`=2'5

즉, △PQR=1
2_2_4=1

2_
QÕQ'Ó
2 _PRÓ에서

4=1
2_
'5a
2 _2'5이므로 

5
2 a=4

∴ a=8
5 , Q'{ 85 , 

16
5 }

직사각형 PQRS의 두 점  

Q, S에서 대각선 PR에 내

린 수선의 발 T, U까지의 

거리가 같음을 알면 사각형 

Q'TUS가 직사각형이 되

어 QÕ'SÓPRÓ임을 쉽게 알 

수 있다.

∴ (직선 Q'S의 기울기)=(직선 PR의 기울기)=- 2
4=- 1

2  

서울대 선배들의 추천 PICK 1등급 비법 노하우

해결단계

➊ 단계 두 점 A, B의 좌표를 구한다.

➋ 단계
이등변삼각형 ABC의 넓이는 ACÓ=BCÓ일 때 최대임을 파

악하여 mÁ의 값을 구한다.

➌ 단계
이등변삼각형 ABC의 넓이는 ABÓ=BCÓ일 때 최소임을 파

악하여 mª의 값을 구한다.

➍ 단계 mÁmª의 값을 구한다. 

02

직선 l`:`x+3y-4=0과 x축의 교점이 점 A이므로

A(4, 0)

직선 l'`:`mx-y-4=0, 즉 mx-(y+4)=0은 m의 값

에 관계없이 항상 점 (0, -4)를 지나므로

B(0, -4)

이때 두 직선 l, l'의 교점 C에 대하여 이등변삼각형 	

ABC의 넓이가 최대, 최소가 되는 경우는 다음 그림과 

같다.

y

x
O A

ÛÚ

l'

l:x+3y-4=0

l'

CC

B-4

4

Ú 이등변삼각형 ABC의 넓이가 최대인 경우

ACÓ=BCÓ이어야 하므로 점 C는 선 l'l

B A

C분 AB의 수직이등분선과 직선 l의 

교점이어야 한다.

직선 AB의 기울기가 
-4-0 
0-4 =1이

므로 선분 AB의 수직이등분선의 기

울기는 -1이고, 선분 AB의 중점의 좌표는 	

{ 4+0  
2 , 

0-4  
2 }, 즉 (2, -2)이므로 선분 AB의 수

직이등분선의 방정식은

y-(-2)=-(x-2)

∴ y=-x	

이 직선과 직선 l`:`x+3y-4=0, 즉 y=-1
3x+4

3

의 교점이 점 C이므로

-x=-1
3x+4

3에서 
2
3 x=-4

3

x=-2, y=2  

∴ C(-2, 2)

점 C가 직선 l'`:`mx-y-4=0 위에 있으므로 

-2m-2-4=0에서 m=-3 

따라서 m=-3일 때 이등변삼각형 ABC의 넓이가 

최대이다.

∴ mÁ=-3

Û 이등변삼각형 ABC의 넓이가 최소인 경우

ABÓ=BCÓ이어야 하므로 점 B는 선분 AC의 수직이등

분선 위에 있어야 한다.

점 C의 좌표를 (a, b)라 하 l'

l A C

B면 점 C는 직선 	

l`:`x+3y-4=0 위에 있으

므로

a+3b-4=0    yy㉠
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직선 AC의 기울기는 -1
3이므로 선분 AC의 수직이

등분선의 기울기는 3이고, 선분 AC의 중점의 좌표는 

{ 4+a 
2 , 

b
2 }이므로 선분 AC의 수직이등분선의 방정식은

y- b
2=3{x-4+a 

2 }

이 직선이 점 B(0, -4)를 지나므로

-4- b
2=3{0-4+a 

2 }

3a-b+4=0    yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=-4
5 , b=8

5

∴ C{-4
5 , 

8
5 }

점 C가 직선 l'`:`mx-y-4=0 위에 있으므로 

-4
5m-8

5-4=0에서 m=-7 

따라서 m=-7일 때 이등변삼각형 ABC의 넓이가 

최소이다.

∴ mª=-7

Ú, Û에서 mÁ=-3, mª=-7이므로

mÁmª=21 � 답 21

점 B에서 직선 l에 내린 수선의 발을 H라 하면 이등변삼각형 ABC
는 밑변이 ACÓ, 높이가 BHÓ이므로 ACÓ가 최대일 때 이등변삼각형 

ABC의 넓이가 최대이고, ACÓ가 최소일 때 이등변삼각형 ABC의 넓

이가 최소이다.

따라서 이등변삼각형 ABC가 각각 ACÓ=BCÓ, ABÓ=ACÓ, ABÓ=BCÓ
일 때의 점 C의 좌표를 구한 후, ACÓ가 각각 최대, 최소인 경우를 파

악하여 직선 l'의 기울기 mÁ, mª의 값을 구할 수 있다.  

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭  

△ABC가 ABÓ=ACÓ인 이등변삼각형일 때, △ABC의 넓이는 

Ú의 경우보다 작고, Û의 경우보다 크다.

y

x
O A

Ú Û

l'l'l'

l

l'

C CC

B
-4

4

C

BLACKLABEL 특강 참고

해결단계

➊ 단계 두 직선 BN, LM의 교점을 P라 하고, 점 P의 좌표를 구한다.

➋ 단계
삼각형 ABC의 무게중심 G를 이용하여 NPÓ의 길이를 구

한다. 

➌ 단계 점 N의 좌표를 구하여 ab의 값을 구한다.

직선 l

03

삼각형 ABC에서 두 변 AB, BC의 중점이 각각 L, M

이므로 LÕMÓACÓ이고, 직선 BN과 직선 LM이 서로 수

직이므로 BNÓ⊥ACÓ이다.

즉, 직선 BN은 선분 AC의 수직이등분선이므로 두 직선 

BN, LM의 교점을 P라 하면 점 P는 선분 LM의 중점이다.

L(2, 1), M(4, -1)이므로 점 P의 좌표는

{ 2+4
2 , 

1-1
2 }, 즉 (3, 0)

삼각형 ABC의 무게중심 G에 대하여 BGÓ`:`GNÓ=2`:`1

이고, NPÓ=BPÓ, PGÓ=4'2이므로

(BPÓ+PGÓ)`:`(NPÓ-PGÓ)=2`:`1

(NPÓ+4'2)`:`(NPÓ-4'2)=2`:`1

2(NPÓ-4'2)=NPÓ+4'2
∴ NPÓ=12'2
이때 N(a, b), P(3, 0)이므로

NPÓ Û`=(a-3)Û`+bÛ`=(12'2)Û`	 yy㉠

한편, 직선 LM의 기울기는 
-1-1
4-2 =-1, 직선 NP의 

기울기는 
b

a-3이고, 이 두 직선이 서로 수직이므로

(-1)_ b
a-3=-1

∴ a=b+3	 yy㉡

㉡을 ㉠에 대입하여 풀면

2bÛ`=288, bÛ`=144

이때 무게중심 G가 제1사분면 위에 있으므로 b>0에서

b=12

이것을 ㉡에 대입하면

a=15

∴ ab=15_12=180� 답 180

해결단계

➊ 단계
점 B가 원점, 변 BC가 x축 위에 오도록 직사각형

ABCD를 좌표평면 위에 놓는다.

➋ 단계 점 C'의 좌표와 직선 BD의 방정식을 구한다.

➌ 단계 점 C'과 직선 BD 사이의 거리를 구한다.

좌표평면 위에 점 B를 원점으

로 하고, 변 BC가 x축의 양의 

방향으로 오도록 직사각형 모

양의 종이를 놓으면 		

∠C'BC=30ù이고,

BÕC'Ó=2이므로

C'('3, 1)

04

BC'Ó`sin`30ù BC'Ó`cos`30ù
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Ⅰ. 도형의 방정식     023

이때 직선 BD의 방정식은

y=2x, 즉 2x-y=0이므로 

점 C'과 직선 BD 사이의 거리를 d라 하면

d=
|2'3-1|
"Ã2Û`+(-1)Û`

‌�=‌
2'3-1
'5

	  

=
2'1�5
5 -

'5
5

따라서 a=2
5 , b=1

5이므로

100ab=100_2
5_

1
5=8� 답 8

해결단계

➊ 단계

직선 l의 기울기를 m이라 하고, 직선 l이 직사각형 

ABCD의 두 대각선의 교점을 지나야 함을 이용하여 직선 

l의 방정식을 세운다. 

➋ 단계
직선 l과 직선 GE의 교점의 좌표, 직선 l과 직선 EF의 교

점의 좌표를 m에 대한 식으로 나타낸다.

➌ 단계

➋ 단계에서 구한 두 점과 점 E를 꼭짓점으로 하는 삼각형의 

넓이가 삼각형 GEF의 넓이의 
1
2 배임을 이용하여 m의 값

을 구한다.

➍ 단계 a, b의 값을 구하여 a+b의 값을 구한다.

직사각형 ABCD의 두 대각선은 서로 다른 것을 이등분

하므로 교점을 M이라 하면 이 교점은 선분 AC의 중점

과 같다.

즉, A(-2, 1), C(2, 3)이므로 M(0, 2)

직선 l은 점 M(0, 2)를 지나면서 삼각형 GEF의 넓이를 

이등분하므로 직선 l의 기울기를 m (m<0)이라 하면

직선 l의 방정식을 y=mx+2라 할 수 있다.

이때 직선 GE의 방정식이 y=x-2이므로 두 직선 GE

와 l의 교점의 x좌표는 x-2=mx+2에서

(m-1)x=-4    ∴ x= -4
m-1

이것을 y=x-2에 대입하면

y=- 4
m-1-2=-4-2m+2

m-1 =-2m-2
m-1

∴ { -4
m-1 , 

-2m-2
m-1 }	 yy㉠

또한, 직선 EF의 방정식은 y=-2이므로 두 직선 EF와 

l의 교점의 x좌표는 -2=mx+2에서

mx=-4    ∴ x=- 4
m

∴ {- 4
m , -2}	 yy㉡

한편, △GEF=1
2_4_2=4에서 세 점 ㉠, ㉡, E를 꼭

짓점으로 하는 삼각형의 넓이는 2이어야 하고, 이 삼각형

의 밑변의 길이는 - 4
m , 높이는 2-2m+2

m-1 =- 4
m-1

이므로

2=1
2_{-

4
m }_{-

4
m-1 }

05

위의 식의 양변에 m(m-1)을 곱하면

2mÛ`-2m=8

2mÛ`-2m-8=0, mÛ`-m-4=0

∴ m=
1Ñ'1�7

2

그런데 m<0이므로 m=
1-'1�7

2

따라서 a=1, b=-1이므로

a+b=0� 답 0

해결단계

➊ 단계
두 사각형 OAEF, BCFD의 넓이의 관계를 이용하여 	

ADÓ=BEÓ+2임을 파악한다.

➋ 단계
BEÓ의 길이를 이용하여 직선 OD의 기울기, 직선 CE의 기

울기를 나타낸다.

➌ 단계
두 직선 OD, CE의 기울기의 곱이 -7

9 임을 이용하여 BEÓ

의 길이를 구한다.

➍ 단계
두 직선 OD, CE의 방정식을 각각 구하고 교점의 좌표를 

구하여 22(a+b)의 값을 구한다.

오른쪽 그림에서� y

xO 4
A

E

D
B

F
5

C△OAD=OAEF+△DFE, 

△CEB=BCFD+△DFE

이때 OAEF=BCFD+4

이므로

△OAD=△CEB+4	 yy㉠

OAÓ=CBÓ=4이므로 

△OAD=1
2_4_ADÓ, 

△CEB=1
2_4_BEÓ

㉠에서 

1
2_4_ADÓ=1

2_4_BEÓ+4 

∴ ADÓ=BEÓ+2

이때 BEÓ=k라 하면 ADÓ=k+2이므로

직선 OD의 기울기는 
ADÓ 
OAÓ

= k+2 
4 , 

직선 CE의 기울기는 -BEÓ 
CBÓ

=- k 
4

두 직선 OD, CE의 기울기의 곱이 -7
9이므로

k+2 
4 _{- k 

4 }=-7
9

9kÛ`+18k-112=0, (3k+14)(3k-8)=0

∴ k=8
3  (∵ k>0)

즉, 직선 OD는 원점을 지나고 기울기가 
7
6이므로 직선 

OD의 방정식은 

y=7
6x  	   yy㉡ 

06
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직선 CE는 점 C(0, 5)를 지나고 기울기가 -2
3이므로 

직선 CE의 방정식은 

y=-2
3x+5 	  yy㉢

㉡, ㉢을 연립하여 풀면

x=30 
11 , y=35 

11

즉, 두 직선 OD, CE의 교점이 F{ 30 11 , 
35 
11 }이므로

a=30 
11 , b=35 

11

∴ 22(a+b)=130 			    � 답 130

해결단계

➊ 단계
두 점 A, B의 좌표를 각각 (aÁ, bÁ), (aª, bª)라 하고 점 C
의 x좌표, y좌표를 aÁ, bÁ에 대한 식으로 나타낸다.

➋ 단계
삼각형의 닮음을 이용하여 점 E가 선분 BC를 3`:`4로 내분

하는 점임을 파악한다.  

➌ 단계 점 E의 x좌표, y좌표를 aÁ, bÁ, aª, bª에 대한 식으로 나타낸다. 

➍ 단계
점 (p, q)의 x좌표, y좌표를 aÁ, bÁ, aª, bª에 대한 식으로 

나타내고, 점 E의 좌표를 활용하여 p+q의 값을 구한다.

두 점 A, B의 좌표를 각각 (aÁ, bÁ), (aª, bª)라 하면

점 C는 변 OA를 1`:`2로 내분하므로

C{ 1_aÁ+2_0
1+2 , 

1_bÁ+2_0 
1+2 }    ∴ C{ aÁ

3 , 
bÁ
3 }

오른쪽 그림과 같이 점 C를 지나고 B
(p,`q)

O

D

F
A

C

E

 

선분 AD와 평행한 직선이 변 OB

와 만나는 점을 F라 하면 

△OCF»△OAD (AA 닮음)이

므로

OFÓ`:`ODÓ=1`:`3에서 

OFÓ=1
3  ODÓ

BDÓ`:`ODÓ=1`:`2에서 

BDÓ=1
2  ODÓ

ODÓ=OFÓ+DFÓ에서 

DFÓ=ODÓ-OFÓ=2
3  ODÓ

△BED»△BCF (AA 닮음)이므로

BEÓ`:`ECÓ‌�=BDÓ`:`DFÓ	 

=1
2  ODÓ`:` 23  ODÓ	  

=3`:`4

즉, 점 E는 선분 BC를 3`:`4로 내분하므로

E 
» 3_

aÁ
3 +4_aª

3+4  , 
3_

bÁ
3 +4_bª

3+4 
¼

∴ E{aÁ+4aª
7 , 

bÁ+4bª 
7 }

07

점 E의 좌표가 (5, 10)이므로

aÁ+4aª
7 =5, 

bÁ+4bª 
7 =10에서

aÁ+4aª=35 	  yy㉠

bÁ+4bª=70 	  yy㉡

한편, 선분 AB를 4`:`1로 내분하는 점 (p, q)의 좌표는

{ 4_aª+1_aÁ   
4+1 , 

4_bª+1_bÁ  
4+1 }

㉠, ㉡에서 

{ 355 , 
70 
5 }, 즉 (7, 14)이므로 

p=7, q=14

∴ p+q=7+14=21				   �답 21

해결단계

➊ 단계
정사각형 ABCD에서 A(a, aÛ̀ ), B(b, bÛ̀ )이라 하고, 두 점 

C, D의 좌표를 설정한 후, a와 b 사이의 관계식을 구한다.

➋ 단계

정사각형 ABCD의 두 대각선의 교점 M에 대하여 

BDÓ=2BÕMÓ임을 파악하고 a와 b 사이의 관계식을 구한 후, 

b의 값을 이용하여 정사각형 ABCD의 대각선의 길이를 

구한다.

➌ 단계 a, b의 값을 각각 구한 후, a+b의 값을 구한다.

정사각형 ABCD에서 이차함수  

y=xÛ`의 그래프 위의 두 점 A, 

B의 좌표를 각각 

(a, aÛ`), (b, bÛ`)
이라 하면 일차함수 y=x의 그

래프 위의 두 점 C, D의 좌표는 

각각 

(a, a), (bÛ`, bÛ`)이다. 

이때 두 직선 AB와 CD의 기울기가 같으므로

bÛ`-aÛ`
b-a =1, (b+a)(b-a)b-a =1

a+b이므로 a+b=1 	  yy㉠

정사각형 ABCD의 두 대각선 BD와 AC의 교점을 M이

라 하면 점 M의 좌표는 (a, bÛ̀ )이고, BDÓ=2BÕMÓ이므로

b-bÛ`=2(b-a)
∴ bÛ`+b-2a=0	 yy㉡

㉠에서 a=1-b이므로 이것을 ㉡에 대입하면

bÛ`+b-2(1-b)=0

bÛ`+3b-2=0

∴ b=
-3+'1�7

2 `(∵ b>0)

따라서 대각선의 길이는 

BDÓ‌�=b-bÛ`=b(1-b)	  

=
-3+'1�7

2 _
5-'1�7

2 	  

=2'1 �7-8

이므로 a=17, b=-8 

∴ a+b‌�=9� 답 9

08
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해결단계

➊ 단계
직선 BC의 방정식이 y=2x+1임을 이용하여 두 점 B, C
의 y좌표를 나타낸다. 

➋ 단계
삼각형 ABC의 무게중심 G의 좌표가 {1, 43 }임을 이용하

여 점 A의 x좌표, y좌표 사이의 관계식을 구한다. 

➌ 단계
점 A를 지나는 직선의 방정식을 구한 후, 두 직선 사이의 

거리를 이용하여 선분 AH의 길이를 구한다. 

직선 BC의 방정식이 y=2x+1이므로 A(xÁ, yÁ),	 

B(xª, 2xª+1), C(x£, 2x£+1)이라 하자.

삼각형 ABC의 무게중심 G의 좌표가 {1, 43}이므로

xÁ+xª+x£
3 =1에서

xÁ+xª+x£=3	 yy㉠

yÁ+2xª+1+2x£+1
3 =4

3에서

yÁ+2xª+2x£+2=4

∴ xª+x£=1-
yÁ
2  	  yy㉡

㉡을 ㉠에 대입하면

xÁ+1-
yÁ
2 =3, 

yÁ
2 =xÁ-2    ∴ yÁ=2xÁ-4

즉, 점 A는 직선 y=2x-4 위의 점이다.

이때 두 직선 y=2x-4, y=2x+1은 서로 평행하므로 

두 직선 사이의 거리는 선분 AH의 길이와 같다.

따라서 선분 AH의 길이는 직선 y=2x-4 위의 한 점

(0, -4)와 직선 y=2x+1, 즉 2x-y+1=0 사이의 거

리와 같으므로 

AHÓ=
|4+1|
"Ã2Û`+(-1)Û`

= 5
'5='5

� 답 '5

삼각형 ABC의 무게중심 G에 대하여 직 B

A

H

I
M

C

G

선 AG와 변 BC의 교점은 변 BC의 중점

이다.

변 BC의 중점을 M, 점 G에서 직선 BC
에 내린 수선의 발을 I라 하면 

△AHM»△GIM (AA 닮음)
이때 AMÓ`:`GMÓ=3`:`1이므로 

AHÓ`:`GIÓ=3`:`1
따라서 선분 AH의 길이는 점 G와 직선 BC 사이의 거리의 3배이다.

BLACKLABEL 특강 참고

해결단계

➊ 단계
ax Û`+3xy-2y Û`+5x+5y+b=0의 좌변을 x, y에 대한 

두 일차식 f(x, y), g(x, y)의 곱으로 나타낸다.

➋ 단계
y Û`항의 계수가 -2임을 이용하여 f(x, y)=px-2y+q, 

g(x, y)=rx+y+s 꼴로 나타낸다.

➌ 단계
두 직선 f(x, y)=0, g(x, y)=0이 서로 수직임을 이용하

여 p, r의 값을 구한다. 

➍ 단계 a, b의 값을 구하여 a+b의 값을 구한다. 

x, y에 대한 방정식 

axÛ`+3xy-2yÛ`+5x+5y+b=0 (a+0)

09

10

이 각 항의 계수가 모두 정수인 두 직선을 나타내므로 x, 

y에 대한 두 일차식 f(x, y), g(x, y)에 대하여 

axÛ`+3xy-2yÛ`+5x+5y+b= f(x, y)g(x, y) 

이 등식에서 좌변의 y Û`항의 계수가 -2이므로

f(x, y)=px-2y+q, g(x, y)=rx+y+s

		�   (p+0, r+0, p, q, r, s는 정수)

라 하자.

이때 f(x, y)=0, g(x, y)=0은 서로 수직인 두 직선이

므로

pr+(-2)_1=0 

pr=2    ∴ p=2 
r

즉, 

axÛ`+3xy-2y Û`+5x+5y+b

={ 2 r x-2y+q}(rx+y+s)    yy㉠

등식 ㉠에서 우변의 xy항은

2 
r x_y+(-2y)_rx={ 2 r-2r}xy

이고, 좌변의 xy항의 계수가 3이므로

2 
r-2r=3 

2rÛ`+3r-2=0, (r+2)(2r-1)=0

∴ r=-2 (∵ r은 정수) 

이것을 ㉠에 대입하면

axÛ`+3xy-2y Û`+5x+5y+b

=(-x-2y+q)(-2x+y+s)

=2xÛ`+3xy-2yÛ`-(2q+s)x+(q-2s)y+qs

이므로

a=2, 2q+s=-5, q-2s=5, qs=b

2q+s=-5, q-2s=5를 연립하여 풀면

q=-1, s=-3 

∴ b=qs=(-1)_(-3)=3

따라서 a=2, b=3이므로

a+b=5 	�  답 5

f(x, y)=px+2y+q, g(x, y)=rx-y+s로 계산하여도 결과는 

같다.

BLACKLABEL 특강 참고 

해결단계

➊ 단계
삼각형 ABC를 좌표평면 위에 놓고, 세 점 A, B, C의 좌표

를 각각 구한다.

➋ 단계 선분의 내분점을 이용하여 두 점 P, Q의 좌표를 구한다.

➌ 단계
두 직선 PQ, AC의 방정식을 각각 구하여 교점 R의 좌표

를 구한다.

➍ 단계
두 삼각형 APR, RCQ의 넓이를 각각 구하고 

SÁ+2n(n-m)Sª의 최댓값을 구한다.

11
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026      블랙라벨 공통수학 2

좌표평면 위에 점 B를 원점으로 하고, 두 반직선 BC, 

BA가 각각 x축, y축의 양의 방향으로 오도록 직각이등

변삼각형 ABC를 놓으면

A(0, 4), B(0, 0), C(4, 0)

점 P는 변 AB를 n`:`m으로 내분하므로

P{n_0+m_0
n+m , 

n_0+m_4
n+m }, 즉 P(0, 4m)

� (∵ m+n=1)

점 Q의 좌표를 (a, 0)이라 하면 점 C는 선분 BQ를 	

(m-n)`:`n으로 내분하므로

C{ (m-n)_a+n_0
m-n+n , 

(m-n)_0+n_0 
m-n+n }

즉, C{ (m-n)a 
m , 0}

이때 
(m-n)a 

m =4이므로 

a= 4m 
m-n 

= 4m  
2m-1  (∵ n=1-m)

점 Q의 좌표는 { 4m  
2m-1 , 0}이므로

직선 PQ의 방정식은

y= -4m
4m

2m-1

 {x- 4m
2m-1 }

y=(1-2m){x- 4m
2m-1 }

∴ y=(1-2m)x+4m

직선 AC의 방정식은

x
4+

y
4=1

∴ y=4-x

두 직선 PQ, AC의 교점 R의 x좌표는

(1-2m)x+4m=4-x에서

(2-2m)x=4-4m

m+1이므로 x=2, y=4-2=2

즉, R(2, 2)

∴ ‌�SÁ=1
2_2_(4-4m)=4(1-m),	  

Sª=1
2_2_{ 4m

2m-1-4}=4(1-m)
2m-1

∴ ‌�SÁ+2n(n-m)Sª	 

=4(1-m)+(2-2m)(1-2m)_
4(1-m)
2m-1 	�      

� (∵ n=1-m)	

=4(1-m)-(2-2m)_4(1-m)	  

=4(1-m)(2m-1)	  

=-8mÛ`+12m-4	  

=-8{m-3
4 }2`+

1
2

따라서 m=3
4일 때 SÁ+2n(n-m)Sª의 최댓값은	 

1
2이다.� 답 

1
2



다른 풀이

선분 BC의 연장선 위의 점 Q에 대해 점 C가 선분 BQ를

(m-n)`:`n으로 내분하므로 점 Q는 선분 BC를 m`:`n

으로 외분한다. ← 해설 6쪽 BLACKLABEL 특강 참고

따라서 점 Q의 좌표는

{m_4-n_0 
m-n , 

m_0-n_0 
m-n }, 즉 { 4m

m-n , 0}

이때 n=1-m이므로

Q{ 4m
2m-1 , 0}

다음은 와 같다.

0<n<m<1이므로 세 점 P, Q, R은 다음 그림과 같다.

A

B

P

C
Q

R

SÁ

Sª

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭
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Ⅰ. 도형의 방정식     027

2. 원의 방정식

01 ③	 02 ④	 03 ①	 04 5	

05 a<-'2 또는 a>'2	 06 ②	 07 ⑤	 08 21 	

09 ③	 10 ②	 11 ④	 12 ④	 13 m< 3  
4 	

14 8	 15 ③	 16 ①	 17 ③	 18 8 	

19 ⑤	 20 31	 21 4'6	

pp.21~23출제율 100%  우수 기출 대표 문제STEP1

xÛ̀ +yÛ`+2ax-6ay+20a-30=0에서

(x+a)Û`+(y-3a)Û`=10aÛ`-20a+30

즉, 주어진 원의 중심의 좌표는 (-a, 3a)이고, 반지름의 

길이는 "Ã10aÛ`-20a+30이다.

이때 10a Û`-20a+30=10(a-1)Û`+20이므로 a=1일 

때 반지름의 길이는 최소이고 넓이도 최소이다.

따라서 주어진 원의 넓이가 최소일 때의 원의 중심의 좌

표는 (-1, 3)이다.� 답 ③

xÛ̀ +yÛ`-2x-ay-b=0에서 

(x-1)Û`+{y- a 
2 }

Û`= aÛ` 
4 +b+1

즉, 주어진 원의 중심의 좌표는 {1, a 
2 }이고, 중심이 직선 

y=2x-1 위에 있으므로 

a 
2=1    ∴ a=2

또한, 원의 반지름의 길이가 2이므로

¾¨ aÛ` 
4 +b+1=2에서 'Äb+2=2

위의 식의 양변을 제곱하면

b+2=4    ∴ b=2

∴ a+b=2+2=4� 답 ④

원의 중심은 선분 AB의 중점과 같으므로 중심의 좌표는

{ 5+0 
2 , 

0+12  
2 }, 즉 { 52 , 6}

원의 반지름의 길이는 
1
2ABÓ이므로 

 
1
2ABÓ=

"Ã(5-0)Û`+(0-12)Û`
2 =

'¶169
2 =13 

2

따라서 두 점 A, B를 지름의 양 끝 점으로 하는 원의 방

정식은

{x-5
2 }2`+(y-6)Û`={ 13 2 }2`

∴ xÛ`+yÛ`-5x-12y=0

01

02

03

따라서 a=-5, b=-12, c=0이므로

a+b+c=-5+(-12)+0=-17 	�  답 ①

다른 풀이

두 점 A(5, 0), B(0, 12)를 지름의 양 끝 점으로 하는 

원의 방정식은

(x-5)(x-0)+(y-0)(y-12)=0

xÛ`-5x+yÛ`-12y=0 

∴ xÛ`+y Û`-5x-12y=0

따라서 a=-5, b=-12, c=0이므로

a+b+c=-5+(-12)+0=-17

두 점 A(xÁ, yÁ), B(xª, yª)를 지름의 양 끝 점으로 하는 원의 방정식

원 위의 임의의 한 점을 P(x, y)(x+xÁ, x+xª)라 하면 선분 AB는 

원의 지름이므로 ∠APB=90ù� P

A B

즉, 두 직선 PA, PB는 서로 수직이므로

y-yÁ
x-xÁ_

y-yª
x-xª =-1에서

(y-yÁ)(y-yª)=-(x-xÁ)(x-xª)
따라서 구하는 원의 방정식은

(x-xÁ)(x-xª)+(y-yÁ)(y-yª)=0
이때 점 P가 A(x=xÁ) 또는 B(x=xª)인 경우에도 위의 식이 성립

한다.

BLACKLABEL 특강 참고

오른쪽 그림과 같이 곡선  

OA를 포함하는 원이 x

축과 만나는 점 중 원점

이 아닌 점을 B라 하면 

점 B의 좌표는 (6, 0)이다.

세 점 O, A, B를 지나는 원의 방정식

(x-a)Û`+(y-b)Û`=r Û`에서 원의 중심을 C라 하면 C의 

좌표는 (a, b)

COÓ=CAÓ=CBÓ=(반지름의 길이)

COÓ=CAÓ, 즉 COÓÛ`=CAÓÛ`에서

aÛ`+bÛ`=(a-3)Û`+(b-2)Û` 

aÛ`+bÛ`=aÛ`-6a+9+bÛ`-4b+4

∴ 6a+4b-13=0	 yy㉠

COÓ=CBÓ, 즉 COÓÛ`=CBÓÛ`에서

aÛ`+bÛ`=(a-6)Û`+bÛ` 

aÛ`+bÛ`=aÛ`-12a+36+bÛ`

12a-36=0    ∴ a=3

이것을 ㉠에 대입하여 풀면

b=-5
4

이때 원의 반지름의 길이는 원의 중심과 원점 사이의 거

리이므로

r="ÃaÛ`+bÛ`=¾Ð3Û`+{-5
4 }2`=

13
4

∴ a+b+r=3+{-5
4 }+

13
4 =5� 답 5

← 본문 20쪽 비법노트Ⓑ

04

본문 pp.19~21
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028      블랙라벨 공통수학 2

다른 풀이 1

에서 구하는 원의 방정식을

xÛ`+yÛ`+Ax+By+C=0 	  yy㉡

이라 하자.

원 ㉡이 점 O(0, 0)을 지나므로 C=0

원 ㉡이 점 A(3, 2)를 지나므로

9+4+3A+2B=0	 yy㉢

원 ㉡이 점 B(6, 0)을 지나므로

36+6A=0    ∴ A=-6    yy㉣

㉣을 ㉢에 대입하여 풀면 B=5
2

즉, 구하는 원의 방정식은 xÛ`+yÛ`-6x+5
2 y=0이므로 

이를 표준형으로 바꾸면

(x-3)Û`+{y+5
4 }2`={

13
4 }2`

따라서 a=3, b=-5
4 , r=13

4 이므로

a+b+r=5

다른 풀이 2

점 A(3, 2)가 곡선 OA를 포함하는 다리 위의 점 중에서

x축으로부터 가장 멀리 있으므로 원의 중심의 x좌표는 

점 A의 x좌표와 같다. 즉, a=3

오른쪽 그림과 같이 원의 중

심을 C, 직선 AC가 x축과 

만나는 점을 B라 하면

OBÓ=3, OCÓ=r,

BCÓ=ACÓ-ABÓ=r-2

△OCB가 직각삼각형이므로 

피타고라스 정리에 의하여

OCÓ Û`=OBÓ Û`+BCÓ Û`에서 rÛ`=3Û`+(r-2)Û`

4r=13    ∴ r=13
4

∴ b=2-r=2-13
4 =-5

4

∴ a+b+r=3+{-5
4 }+

13
4 =5

xÛ`+yÛ`-4ax+2ay+10=0에서

(x-2a)Û`+(y+a)Û`=5aÛ`-10

이 방정식이 나타내는 도형이 원이려면 

5aÛ`-10>0, aÛ`-2>0

(a+'2)(a-'2)>0 

∴ a<-'2 또는 a>'2� 답 a<-'2 또는 a>'2

중심의 좌표가 (a, b)인 원이 y축에 접하면 반지름의 길

이가 |a|이므로 원의 방정식은 

(x-a)Û`+(y-b)Û`=aÛ`

05

06

이 원이 두 점 (3, 0), (6, 1)을 지나므로 

(3-a)Û`+bÛ`=aÛ`에서 a= bÛ`+9 
6   	 yy㉠

(6-a)Û`+(1-b)Û`=aÛ`에서

 a=
(b-1)Û`+36

12     	 yy㉡

㉠, ㉡에서 
bÛ`+9 

6 =
(b-1)Û`+36

12

2(bÛ`+9)=(b-1)Û`+36 

∴ bÛ`+2b-19=0

따라서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 모든 b

의 값의 합은 -2이다. � 답 ②

점 (-2, 3)을 지나면서 x축, y축에 동시에 접하는 원의 

중심은 제 2 사분면에 있으므로 반지름의 길이를 r`(r>0)

이라 하면 중심의 좌표는 (-r, r)이다. 			 

즉, 원의 방정식은

(x+r)Û`+(y-r)Û`=rÛ`

이고, 점 (-2, 3)은 이 원 위에 있으므로

(-2+r)Û`+(3-r)Û`=rÛ`, rÛ`-10r+13=0

∴ r=5Ñ2'3
따라서 두 원의 중심의 좌표는 각각

(-5-2'3, 5+2'3), (-5+2'3, 5-2'3)이므로

두 원의 중심 사이의 거리는

"Ã(4'3)Û`+(-4'3)Û`=4'6� 답 ⑤

다른 풀이

에서 rÛ`-10r+13=0이므로 이 이차방정식의 두 근을 

rÁ, rª라 하면 근과 계수의 관계에 의하여

rÁ+rª=10, rÁrª=13

또한, 구하는 두 원의 중심의 좌표는 (-rÁ, rÁ),

(-rª, rª)이므로 두 원의 중심 사이의 거리는

"Ã(-rª+rÁ)Û`+(rª-rÁ)Û`‌�="Ã2(rª-rÁ)Û`	  

="Ã2{(rÁ+rª)Û`-4rÁrª}	  

='9�6=4'6

원 (x-3)Û`+(y-4)Û`=4 위의 점을 P(x, y)라 하면 	

"ÃxÛ`+yÛ`의 값은 점 P와 원점 사이의 거리와 같다. 

원의 중심을 C라 할 때, 오른쪽  

그림과 같이 직선 OC와 원이 

만나는 두 점을 각각 A, B라 

하자.�

점 P가 점 A의 위치에 있을 때

OÕPÕ가 최댓값 M을 갖고,

점 P가 점 B의 위치에 있을 때

OÕPÕ가 최솟값 m을 가지므로

← 판별식 D에 대하여 D>0이므로 서로 다른 두 실근 존재

07

08
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Ⅰ. 도형의 방정식     029

M‌�=OAÓ=OCÓ+CAÓ	 

="Ã3Û`+4Û`+2	  

=5+2=7

m‌�=OBÓ=OCÓ-BCÓ	  

="Ã3Û`+4Û`-2	  

=5-2=3

∴ Mm=7_3=21� 답 21

두 점 A(3, 0), B(0, 3)에 대하여

ABÓ="Ã3Û`+3Û`='1�8=3'2
점 P의 좌표를 (x, y)라 하면 APÓ：BPÓ=1：2이므로 

"Ã(x-3)Û`+y Û`："ÃxÛ`+(y-3)Û`=1：2

"ÃxÛ`+(y-3)Û`=2"Ã(x-3)Û`+yÛ`

위의 식의 양변을 제곱하면�

xÛ`+(y-3)Û`=4{(x-3)Û`+yÛ`}

xÛ`+yÛ`-8x+2y+9=0

∴ (x-4)Û`+(y+1)Û`=8

즉, 오른쪽 그림과 같이 점 P

가 나타내는 도형은 중심의 좌

표가 (4, -1), 반지름의 길이

가 2'2인 원이다.

원의 중심과 두 점 A, B가 한 

직선 위에 있으므로 점 P가 직

선 AB로부터 원의 반지름의 

길이만큼 떨어져 있을 때, 삼각형 PAB의 넓이가 최대가 

된다.

따라서 구하는 삼각형 PAB의 넓이의 최댓값은

1
2_3'2_2'2=6� 답 ③

다른 풀이

APÓ：BPÓ=1：2를 만족시키는 점 P가 나타내는 도형은 

선분 AB를 1：2로 내분하는 점과 외분하는 점을 지름의 

양 끝 점으로 하는 원이다.

이때 내분하는 점의 좌표는 

{ 1_0+2_3
1+2 , 

1_3+2_0
1+2 }, 즉 (2, 1)

이고, 외분하는 점의 좌표는

{ 1_0-2_3
1-2 , 

1_3-2_0
1-2 }, 즉 (6, -3)

이므로 원의 중심의 좌표는 

{ 2+6
2 , 

1+(-3)
2 }, 즉 (4, -1)

이때 원의 반지름의 길이는 	  

"Ã(4-2)Û̀ +(-1-1)Û̀ =2'2
따라서 점 P가 나타내는 도형은 중심의 좌표가 (4, -1)

이고 반지름의 길이가 2'2인 원이다.

다음은 와 같다.

09





선분의 외분점

선분 AB의 연장선 위에 있는 점 Q에 대하여

    AQÓ`:`BQÓ=m`:`n`(m>0, n>0, m+n)
일 때, 점 Q는 선분 AB를 m`:`n으로 외분한다고 하며, 점 Q를 선분 

AB의 외분점이라 한다.

A QB

mm>n

n

Q BA

nm<n

m

좌표평면 위의 두 점 A(xÁ, yÁ), B(xª, yª)에 대하여 선분 AB를 	

m`:`n`(m>0, n>0, m+n)으로 외분하는 점 Q의 좌표는

    {mxª-nxÁ 
m-n 

, 
myª-nyÁ  

m-n } 

BLACKLABEL 특강 참고 

아폴로니우스의 원

좌표평면 위의 두 점 A, B에 대하여 

    APÓ：BPÓ=m：n (m>0, n>0, m+n)
을 만족시키는 점 P가 나타내는 도형은 선분 AB를 m：n으로 내분

하는 점과 외분하는 점을 지름의 양 끝 점으로 하는 원이다.

BLACKLABEL 특강 참고 

두 원 xÛ`+yÛ`-4=0, xÛ`+yÛ`-4x+ay=0의 교점을 지

나는 직선의 방정식은

xÛ`+y Û`-4-(xÛ`+yÛ`-4x+ay)=0

∴ 4x-ay-4=0

ay=4x-4에서 a=0이면 4x-4=0에서 x=1이므로 

직선 y=x+3과 수직이 아니다.

즉, a+0이므로

y=4
ax-4

a

이 직선이 직선 y=x+3과 수직이므로 

4
a=-1    ∴ a=-4� 답 ②

두 원 xÛ`+yÛ`-4=0, xÛ`+yÛ`-8x-16y+12=0의 교점

을 지나는 직선의 방정식은

xÛ`+yÛ`-4-(x Û`+yÛ`-8x-16y+12)=0

∴ x+2y-2=0    yy㉠

원 xÛ`+y Û`=4의 중심 O(0, 0)에 x+2y-2=0

A

B
O

H
2서 직선 ㉠에 내린 수선의 발을 H

라 하면 

OHÓ=
|-2|
"Ã1Û`+2Û`

= 2
'5=

2'5
5

이때 두 원의 두 교점을 각각 	

A, B라 하면 OAÓ=OBÓ=2이므로 직각삼각형 AOH에서 

피타고라스 정리에 의하여

AHÓ=¾Ð2Û`-{ 2'55 }2`=
4'5
5

10

11

원 xÛ`+yÛ`=4의 반지름의 길이

본문 pp.21~22
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030      블랙라벨 공통수학 2

∴ ABÓ=2AHÓ=2_
4'5
5 =

8'5
5

따라서 구하는 두 교점 사이의 거리는 
8'5
5 이다.� 답 ④

두 원 xÛ`+y Û`+4x-8y+9=0, xÛ`+yÛ`-6x+2y-6=0

의 교점을 지나는 원의 방정식은

xÛ`+yÛ`+4x-8y+9+k(xÛ`+yÛ`-6x+2y-6)=0	 

� (단, k+-1)    yy㉠

원 ㉠이 점 (-1, 0)을 지나므로

1+0-4-0+9+k(1+0+6+0-6)=0

6+k=0    ∴ k=-6

이것을 ㉠에 대입하여 정리하면

xÛ`+yÛ`-8x+4y-9=0

∴ (x-4)Û`+(y+2)Û`=29

따라서 원의 반지름의 길이는 '2�9이므로 구하는 원의 넓

이는 

p_('2�9)Û`=29p� 답 ④

중심의 좌표가 (2, 0)이고 반지름의 길이가 2인 원의 방

정식은 (x-2) Û`+yÛ`=4

이 원과 직선  y=mx+1이 서로 다른 두 점에서 만나려

면 원의 중심 (2, 0)과 직선 y=mx+1, 즉 	

mx-y+1=0 사이의 거리가 원의 반지름의 길이인 2보

다 작아야 하므로

|2m+1|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

<2

|2m+1|<2"ÃmÛ̀ +1

위의 식의 양변을 제곱하면

4mÛ̀ +4m+1<4mÛ̀ +4

4m<3    ∴ m<3
4 � 답 m<3

4  

다른 풀이

중심의 좌표가 (2, 0)이고, 반지름의 길이가 2인 원의 방

정식은 (x-2)Û`+yÛ`=4

이 원과 직선 y=mx+1이 서로 다른 두 점에서 만나려

면 x에 대한 이차방정식 (x-2)Û`+(mx+1)Û`=4, 즉

(1+mÛ̀ )xÛ`+2(m-2)x+1=0이 서로 다른 두 실근을 

가져야 하므로 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D
4 =(m-2)Û`-(1+mÛ̀ )>0

-4m+3>0    ∴ m<3
4

xÛ`+y Û`+(3k-8)x+(k-2)y-3k-9=0을 k에 대하

여 정리하면

xÛ`+yÛ`-8x-2y-9+k(3x+y-3)=0

12

13

14

이 등식이 k의 값에 관계없이 항상 성립하려면 

xÛ`+y Û`-8x-2y-9=0, 3x+y-3=0이어야 한다.

즉, 주어진 원이 실수 k의 값에 관계없이 항상 지나는 두 

점 P, Q는 원 xÛ`+y Û`-8x-2y-9=0, 즉 	

(x-4)Û̀ +(y-1)Û̀ =26과 직선 3x+y-3=0의 교점이다.

오른쪽 그림과 같이 원� y

x

3x+y-3=0

(x-4)Û`+(y-1)Û̀ =26

O

C

Q

H

P

 

(x-4)Û`+(y-1)Û`=26의 중

심을 C라 하고 점 C(4, 1)에

서 직선 3x+y-3=0에 내린 

수선의 발을 H라 하면

CHÓ‌�=|3_4+1_1-3|
"Ã3Û`+1Û`

	

= 10
'¶10='¶10

이때 원 (x-4)Û`+(y-1)Û`=26의 반지름의 길이가 '¶26
이므로 CPÓ='¶26이다.

직각삼각형 CPH에서 피타고라스 정리에 의하여

PHÓ=¿ ¹CPÓ Û`-CHÓ Û`

="Ã('¶26)Û`-('¶10)Û`=4

∴ PQÓ=2PHÓ=2_4=8� 답 8

원 (x-2)Û`+yÛ`=rÛ`과 직선 2x+y-1=0이 한 점에서 

만나므로 원의 중심 (2, 0)과 직선 2x+y-1=0 사이의 

거리는 반지름의 길이인 r과 같다.

∴ r=|2_2+1_0-1|
"Ã2Û`+1Û`

= 3
'5=

3'5
5 � 답 ③

다른 풀이

2x+y-1=0에서 y=-2x+1

원 (x-2)Û`+yÛ`=rÛ`과 직선 y=-2x+1이 한 점에서 만

나려면 x에 대한 이차방정식 (x-2)Û̀ +(-2x+1)Û̀ =rÛ̀ , 

즉 5xÛ`-8x+5-rÛ`=0이 중근을 가져야 하므로 이 이차

방정식의 판별식을 D라 하면

D 
4 =(-4)Û`-5(5-rÛ`)=0

5rÛ`-9=0, rÛ`= 9
5  

∴ r= 3
'5=

3'5
5  (∵ r>0) �

원 xÛ̀ +(y-k) Û`=8과 직선 y=x+2가 만나지 않으려면 

원의 중심 (0, k)와 직선 y=x+2, 즉 x-y+2=0 사

이의 거리가 반지름의 길이인 2'2보다 커야 하므로

|1_0-1_k+2|
"Ã1Û`+(-1)Û`

>2'2, |k-2|
'2 >2'2

|k-2|>4

k-2<-4 또는 k-2>4

15

16
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Ⅰ. 도형의 방정식     031

점 (a, 1)이 원 xÛ`+y Û`=9 위에 있으므로

aÛ`+1=9

aÛ`=8    ∴ a=2'2 (∵ a>0)

이때 원 xÛ`+yÛ`=9 위의 점 (2'2, 1)에서의 접선의 방정

식은 2'2x+y=9이므로 이 식에 y=0을 대입하면

2'2x=9  

∴ x= 9
2'2=

9'2
4

따라서 구하는 x절편은 
9'2
4 이다.� 답 ⑤

접점을 Q(xÁ, yÁ)이라 하면�  

점 Q는 원 xÛ`+yÛ`=9 위에 있

으므로 

xÁÛ`+yÁÛ`=9	 yy㉠

또한, 점 Q에서의 접선의 방정

식은

xÁ x+yÁ y=9 	  yy㉡

이때 접선 ㉡이 점 P(4, 3)을 지나므로

4xÁ+3yÁ=9	 yy㉢

㉢에서 yÁ=-4
3xÁ+3이므로 이것을 ㉠에 대입하면

xÁÛ`+{-4
3xÁ+3}2`=9

25xÁÛ`-72xÁ=0, xÁ(25xÁ-72)=0

∴ xÁ=0 또는 xÁ=72
25

이것을 각각 ㉢에 대입하면

xÁ=0일 때 yÁ=3, xÁ=72
25일 때 yÁ=-21

25

이것을 각각 ㉡에 대입하면 접선의 방정식은

y=3 또는 24x-7y=75

따라서 기울기가 양수인 접선의 기울기는 
24
7 이므로

p=7, q=24

∴ p+q=31� 답 31

다른 풀이

기울기가 m이고 원 xÛ̀ +yÛ̀ =9에 접하는 직선의 방정식은

y=mxÑ3"ÃmÛ̀ +1

이 직선이 점 P(4, 3)을 지나므로

3=4mÑ3"ÃmÛ̀ +1

3-4m=Ñ3"ÃmÛ`+1

위의 식의 양변을 제곱하면

16mÛ`-24m+9=9mÛ`+9

7mÛ̀ -24m=0, m(7m-24)=0

∴ m=24
7  (∵ m>0)

따라서 p=7, q=24이므로

p+q=31

19

20

∴ k<-2 또는 k>6

따라서 조건을 만족시키는 자연수 k의 최솟값은 7이다. �	

� 답 ①

다른 풀이

원 xÛ`+(y-k)Û`=8과 직선 y=x+2가 만나지 않으려면 

x에 대한 이차방정식 xÛ`+(x+2-k)Û`=8, 즉 	

2xÛ`+2(2-k)x+kÛ`-4k-4=0이 허근을 가져야 하므

로 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D
4 =(2-k)Û`-2(kÛ`-4k-4)<0

kÛ`-4k+4-2kÛ`+8k+8<0

kÛ`-4k-12>0

(k+2)(k-6)>0

∴ k<-2 또는 k>6

따라서 조건을 만족시키는 자연수 k의 최솟값은 7이다.�

xÛ̀ +yÛ`-8x-6y+21=0에서

(x-4)Û`+(y-3)Û`=4

즉, 점 P는 중심의 좌표가 (4, 3)이고, 반지름의 길이가 

2인 원 위에 있다.

이때 원의 중심 (4, 3)과 직

선 3x-4y+5=0 사이의 

거리는

|3_4-4_3+5|
"Ã3Û`+(-4)Û`

=1�

이므로 오른쪽 그림과 같이

원 위의 점 P와 직선 	

3x-4y+5=0 사이의 거리의 최댓값은

1+2=3� 답 ③

두 점 (-1, 7), (3, 3)을 지나는 직선의 기울기는	  

3-7
3-(-1)

=-1

원 xÛ`+y Û`=8에 접하고 기울기가 -1인 접선의 방정식은

y�=-xÑ2'2_"Ã(-1)Û`+1

∴ y=-xÑ4

이때 직선이 제1사분면에서 원에 접하므로 구하는 직선의 

방정식은

y=-x+4�

따라서 오른쪽 그림과 같이�

A(4, 0), B(0, 4)이므로

삼각형 OAB의 넓이는

1
2_4_4=8� 답 8

17

18
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오른쪽 그림과 같이 원�

(x-a)Û`+(y-b)Û`=1의 

중심을 O'이라 하자.	

OÕAÓ‌�="Ã9Û`+12Û`	  

='¶225=15

이므로 직각삼각형 OAB

에서 피타고라스 정리에 의하여

ABÓ‌�=¿¹OAÓ Û`-OBÓ Û`="Ã15Û`-3Û`	 

='¶216=6'6
또한, 두 삼각형 OAB, O'AC에서 

∠OBA=∠O'CA=90ù, ∠OAB=∠O'AC이므로

△OAB»△O'AC (AA 닮음)

즉, OBÓ：OÕ'CÓ=ABÓ：ACÓ이므로

3：1=6'6：ACÓ

3ACÓ=6'6    ∴ ACÓ=2'6
∴ BCÓ=ABÓ-ACÓ=6'6-2'6=4'6� 답 4'6
�

01 ①	 02 27	 03 ③	 04 76	 05 ①

06 29	 07 
5
2p	 08 ⑤ 	 09 ④	 10 ⑤	

11 ②	 12 15	 13 
32 
5 	 14 ②	 15 ②	

16 3	 17 3	 18 ①	 19 26	 20 ④	

21 ③	 22 ③	 23 ④	 24 ③	 25 17

26 14	 27 31	 28 120	 29 ④	 30 13

31 ⑤	 32 ②	 33 7	 34 3<m<7	 35 
27 
5

36 ⑤	 37 ④	 38 ③	 39 3x-2y-4=0

40 
25'3 
2 	 41 45	 42 25   

pp.24~301등급을 위한 최고의 변별력 문제STEP2

원 xÛ`+yÛ`-4x-6y+12=0에서

(x-2)Û`+(y-3)Û`=1	 yy㉠

이때 두 직선 y=px, y=qx+r이 원 ㉠의 넓이를 4등분

하므로 두 직선 y=px, y=qx+r은 원의 중심 (2, 3)을 

지나야 한다. 즉,

3=2p, 3=2q+r	 yy㉡

또한, 두 직선 y=px, y=qx+r이 서로 수직이어야 하

므로

pq=-1	 yy㉢

㉡, ㉢을 연립하여 풀면

p=3
2 , q=-2

3 , r=13
3

∴ p+q+r=31
6 � 답 ①

21

01

점 (a, b)가 이차함수 y=xÛ̀ 의 그래프 위에 있으므로 	

b=aÛ̀

중심의 좌표가 (a, b), 즉 (a, aÛ`)인 원이 x축에 접하면 

반지름의 길이가 aÛ`이므로 원의 방정식은 

(x-a)Û`+(y-aÛ`)Û`=aÝ`   	 yy㉠

이 원과 직선 x=6이 두 점 A, B에서 만나므로 ㉠에 	

x=6을 대입하면

aÛ`-12a+36+yÛ`-2aÛ`y+aÝ`=aÝ`

∴ yÛ`-2aÛ`y+aÛ`-12a+36=0 	  yy㉡

즉, A(6, a), B(6, b)라 하면 a, b는 y에 대한 이차방

정식 ㉡의 두 근이므로 근과 계수의 관계에 의하여

a+b=2aÛ`, ab=aÛ`-12a+36

이때 ABÓ=12'2이므로 |a-b|=12'2
(a-b)Û`=(12'2)Û`, (a+b)Û`-4ab=288

(2aÛ`)Û`-4(aÛ`-12a+36)=288

4aÝ`-4aÛ`+48a-432=0

aÝ`-aÛ`+12a-108=0

3 1 0 -1 12 -108

3 9 24 108

1 3 8 36 0

∴ (a-3)(aÜ`+3aÛ`+8a+36)=0

자연수 a에 대하여 aÜ`+3aÛ`+8a+36>0이므로

a=3, b=3Û`=9

∴ ab=27� 답 27

중심이 제4사분면에 있고 x축과 y축에 동시에 접하며 반

지름의 길이가 2인 원의 방정식은

(x-2)Û`+(y+2) Û`=4	 yy㉠

xÛ̀ +yÛ`-6x-2y+10=k (k>0)라 하면

(x-3)Û`+(y-1) Û`=k	 yy㉡

즉, ㉡은 중심의 좌표가�  

Ú

Û

 

(3, 1)이고, 반지름의 길이가 

'k인 원이므로

원 ㉠이 원 ㉡에 내접할 때

'k의 값이 최대이고,

두 원 ㉠, ㉡이 외접할 때

'k의 값이 최소이다.

원 ㉠의 중심 (2, -2)와 원 ㉡의 중심 (3, 1) 사이의 거

리는 "Ã(3-2)Û`+(1+2) Û`='1 �0이므로

'k의 최댓값은 'k-2='1�0에서 '1�0+2, 

최솟값은 'k+2='1�0에서 '1�0-2

따라서 xÛ̀ +yÛ`-6x-2y+10, 즉 k의 최댓값은

M=('1 �0+2) Û`=14+4'1�0이고, k의 최솟값은

m=('1 �0-2) Û`=14-4'1�0이다.

∴ M+m=28� 답 ③

02

03

Ú

Û
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두 원 O, O'의 반지름의 길이를 각각 r, r'`(r>r')이라 하고, 두 원의 

중심 사이의 거리를 d라 할 때, 

Ú 두 원이 외접하려면 ⇨ d=r+r'
Û 원 O'이 원 O에 내접하려면 ⇨ d=r-r'

O
O'

r'
r

d
O O'

r'r

d

BLACKLABEL 특강 참고

선분 AB의 중점을 M이라 하면 점 M의 좌표는

{ 4+2
2 , 

3+5
2 }, 즉 (3, 4)이므로

BÕMÓ="Ã(3-2)Û`+(4-5)Û`='2
삼각형 PAB에서 중선 정리에 의하여

PAÓ Û`+PBÓ Û`=2(PÕMÓ Û`+BÕMÓ Û`)=2(PÕMÓ Û`+2)� yy㉠

이때 PAÓ Û`+PBÓ Û`의 값은 PÕMÓ�

이 최대일 때 최댓값을 갖는다. 

즉, 오른쪽 그림과 같이 선분 

PM이 원의 중심을 지나야 하

므로 점 P가 점 PÁ의 위치에 

있을 때이다.

PÕMÓ‌�ÉPÕÁMÓ	 

=PÕÁOÓ+OÕMÓ	  

=1+"Ã3Û`+4Û`=6

즉, PÕMÓ의 최댓값은 6이므로 ㉠에서 PAÓ Û`+PBÓ Û`의 최댓

값은 

2_(6Û`+2)=76� 답 76

두 점 P, R의 좌표가 각각� y y=x+4

xO

P
Q

R

-3

1

4

 

(-3, 1), (b, b+4)이므로

PRÓ‌�="Ã(b+3)Û`+(b+3)Û`	

="Ã2(b+3)Û`

원점 O와 직선 y=x+4, 즉 

x-y+4=0 사이의 거리는

|0-0+4|
"Ã1Û`+(-1)Û` 

=2'2

이때 삼각형 OPR의 넓이가 24이므로

1
2_"Ã2(b+3)Û`_2'2=24, 2|b+3|=24

|b+3|=12    ∴ b=9 (∵ b>-3)

즉, 점 R의 좌표는 (9, 13)

ORÓ="Ã9Û`+13Û`=5'¶10이므로

ORÓ=5OQÓ에서 OQÓ='¶10
OQÓ="ÃaÛ`+(a+4)Û` ="Ã2aÛ`+8a+16이므로

"Ã2aÛ`+8a+16='¶10

04

05

위의 식의 양변을 제곱하면

2aÛ`+8a+16=10, aÛ`+4a+3=0

(a+3)(a+1)=0    ∴ a=-1`(∵ a>-3)

즉, 점 Q의 좌표는 (-1, 3)

PQÓ="Ã{(-3)-(-1)}Û`+(1-3)Û`=2'2
이므로 선분 PQ를 지름으로 하는 원의 넓이는

SÁ=p_('2)Û`=2p
QRÓ="Ã(-1-9)Û`+(3-13)Û`=10'2
이므로 선분 QR을 지름으로 하는 원의 넓이는

Sª=p_(5'2)Û`=50p
∴ SÁ+Sª=2p+50p=52p� 답 ①

A(0, 10), C(4, 0)이므로 직선 AC의 방정식은

y=0-10
4-0 (x-4)    ∴ y=-5

2x+10

네 점 B, C, E, F가 한 원 

위에 있으므로 BCFE는 

원에 내접하는 사각형이고, 

원에 내접하는 사각형의 한 

쌍의 대각의 크기의 합은 

180ù이다.

∴ ∠EFC=90ù

즉, 두 직선 AC, DE는 서로 수직이다.

직선 AC의 기울기가 -5
2이므로 직선 DE는 기울기가 

2
5이고 D(15, 9)를 지나므로 직선 DE의 방정식은

y-9=2
5 (x-15)    ∴ y=2

5x+3

∴ E(0, 3)

한편, 네 점 B, C, E, F를 지나는 원의 방정식을

xÛ̀ +yÛ`+ax+by+c=0이라 하면

점 B(0, 0)이 원 위에 있으므로 c=0

점 C(4, 0)이 원 위에 있으므로

4Û`+4a=0    ∴ a=-4

점 E(0, 3)이 원 위에 있으므로

3Û`+3b=0    ∴ b=-3

즉, 네 점 B, C, E, F를 지나는 원의 방정식은

xÛ̀ +yÛ`-4x-3y=0, 즉 (x-2)Û`+{y-3
2 }2``=

25
4

이므로 구하는 원의 넓이는 
25
4 p

따라서 p=4, q=25이므로

p+q=29� 답 29

다른 풀이

에서 ∠EFC=90ù이므로 선분 EC는 원의 지름이다.

이때 C(4, 0), E(0, 3)이므로 원의 반지름의 길이는

1
2  ECÓ=1

2"Ã3Û`+4 Û`= 5
2

06
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따라서 구하는 원의 넓이는 
25
4 p이므로 p=4, q=25

∴ p+q=29

원에 내접하는 사각형의 성질

원에 내접하는 사각형의 한 쌍의 대각의 크기의 합은�

대각
180ù이다.	  

⇨ ∠A+∠C=∠B+∠D=180ù

BLACKLABEL 특강 필수 개념

오른쪽 그림과 같이 바닥을 x축, 벽

을 y축이라 하고, 길이가 10인 막대

의 아래 끝과 위 끝의 좌표를 각각

(a, 0), (0, b)

(0ÉaÉ10, 0ÉbÉ10)

라 하면 피타고라스 정리에 의하여

aÛ`+bÛ`=10Û`	 yy㉠

이때 막대의 중점 M의 좌표는 {a2 , 
b
2 }이므로 

a
2=x, 

b
2=y로 놓으면 

a=2x, b=2y	 yy㉡

㉡을 ㉠에 대입하면

(2x)Û`+(2y)Û`=10Û`

∴ xÛ`+y Û`=25`(0ÉxÉ5, 0ÉyÉ5)

따라서 중점 M이 그리는 도형은 y

xO-5 5

5

-5

 

중심의 좌표가 (0, 0)이고, 반지

름의 길이가 5인 원의 일부이므

로 중점 M이 그리는 도형의 길

이는

1
4_2p_5=5

2p� 답 
5
2p

xÛ̀ +yÛ`-4x+6y+9=0에서

(x-2)Û`+(y+3) Û`=4

이 원 위의 점 Q의 좌표를 (xÁ, yÁ)이라 하면

(xÁ-2)Û`+(yÁ+3)Û`=4    yy㉠

점 P는 선분 AQ를 2`:`1로 내분하므로

P{ 2_xÁ+1_(-2)
2+1 , 

2_yÁ+1_1
2+1 }

∴ P{ 2xÁ-2
3 , 

2yÁ+1
3 }

이때 
2xÁ-2

3 =x, 
2yÁ+1

3 =y로 놓으면

xÁ=3x+2
2 , yÁ=

3y-1
2

이것을 ㉠에 대입하면

{ 3x+2
2 -2}2`+{ 3y-1

2 +3}2`=4

07

막대의 길이가 10

08

{ 3x-2
2 } 2`+{ 3y+5

2 }2`=4

∴ {x-2
3 }2`+{y+

5
3 }2`={

4
3 }2`

즉, 점 P가 나타내는 도형은 중심의 좌표가 { 23 , -5
3 }이

고, 반지름의 길이가 
4
3인 원이다.

따라서 구하는 도형의 길이는 이 원의 둘레의 길이이므로

2p_4
3=

8
3p� 답 ⑤

A(0, 0), B(0, 2)이므로 PAÓ Û`+PBÓ Û`=4에서

xÛ̀ +yÛ̀ +xÛ`+(y-2) Û`=4

2xÛ̀ +2yÛ̀ -4y=0, xÛ̀ +yÛ`-2y=0

∴ xÛ̀ +(y-1)Û`=1    yy㉠

즉, 점 P는 원 xÛ̀ +(y-1)Û`=1 위에 있으므로 y의 값의 

범위는 0ÉyÉ2이다.

∴ y-xÛ̀ ‌�=y-{1-(y-1)Û`} (∵ ㉠)	  

=yÛ`-y	  

={y-1
2 }2`-

1
4  (0ÉyÉ2)

y-xÛ̀ 은 y=2일 때 최댓값 2, y=1
2일 때 최솟값 -1

4  을 

갖는다.

따라서 y-xÛ̀ 의 최댓값과 최솟값의 합은

2+{-1
4 }=

7
4 � 답 ④

다른 풀이

에서 점 P(x, y)는 원 xÛ̀ +(y-1)Û`=1 위에 있다.

이때 y-xÛ̀ =k (k는 상수)라 하면

y=xÛ̀ +k

이 이차함수의 그래프가 원과 Ú

Û

 

만나려면 오른쪽 그림과 같이 

포물선 Ú 또는 포물선 Û이

거나 두 포물선 Ú, Û 사이

에 있어야 한다.

Ú	‌�이차함수 y=xÛ̀ +k의 그래

프가 원과 한 점에서 만날 때,

	‌� 이차함수 y=xÛ̀ +k의 그래프가 원 xÛ̀ +(y-1) Û`=1

위의 점 (0, 2)를 지나므로

	 2=0+k    ∴ k=2

Û	‌�이차함수 y=xÛ̀ +k의 그래프가 원과 두 점에서 접하

면서 만날 때,

	‌� 이차함수 y=xÛ̀ +k의 그래프가 원 xÛ̀ +(y-1)Û`=1

과 접해야 하므로 이차방정식 y-k+(y-1)Û`=1,	즉  

yÛ`-y-k=0의 판별식을 D라 하면

	 D=1+4k=0    ∴ k=-1
4

09
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Ú, Û에서 이차함수 y=xÛ̀ +k의 그래프와 원

xÛ̀ +(y-1)Û`=1이 만나기 위한 k의 값의 범위는

-1
4ÉkÉ2    ∴ -1

4Éy-xÛ̀É2

따라서 y-xÛ̀ 의 최댓값은 2, 최솟값은 -1
4이므로 그 합은

2+{-1
4 }=

7
4

오른쪽 그림과 같이 정사각

형 ABCD의 점 D를 원점으

로 하고, 두 직선 DA, DC

가 각각 x축, y축 위에 오도

록 좌표평면 위에 놓으면

A(1, 0), B(1, 1), C(0, 1)

점 P의 좌표를 (x, y)라 하면

a=PAÓ="Ã(x-1)Û̀ +yÛ̀ , 

b=PBÓ="Ã(x-1)Û̀ +(y-1)Û̀ ,

c=PCÓ="ÃxÛ`+(y-1)Û`

이때 aÛ`+bÛ`=cÛ`이므로

(x-1)Û`+yÛ`+(x-1)Û`+(y-1)Û`=xÛ`+(y-1)Û`

xÛ`+yÛ`-4x+2=0

∴ (x-2)Û`+yÛ`=2  

따라서 주어진 조건을 만족

시키는 점 P는 중심의 좌표

가 (2, 0)이고, 반지름의 길

이가 '2인 원 위에 있으므로 

오른쪽 그림과 같이 점 P와 

점 D 사이의 거리의 최댓값은

2+'2� 답 ⑤

lÁ: mx-y-4m=0, 즉 m(x-4)-y=0에서 직선 lÁ

은 m의 값에 관계없이 항상 점 (4, 0)을 지난다.

lª: x+my-2m=0, 즉 x+m(y-2)=0에서 직선 lª

는 m의 값에 관계없이 항상 점 (0, 2)를 지난다.

또한, 두 직선 lÁ: mx-y-4m=0, lª: x+my-2m=0

에서 m_1+(-1)_m=0이므로 두 직선 lÁ, lª는 서

로 수직이다.

따라서 두 직선 lÁ, lª의 교점 P

가 나타내는 도형은 오른쪽 그림

과 같이 두 점 (4, 0), (0, 2)를 

지름의 양 끝 점으로 하는 원이

다. 중심의 좌표가 

{ 4+0
2 , 

0+2
2 }, 즉 (2, 1)이고, 

10

11

반지름의 길이가 "Ã(2-0)Û̀ +(1-2)Û̀ ='5인 원이므로 점 

P가 나타내는 도형의 방정식은

(x-2)Û̀ +(y-1)Û̀ =5

이때 직선 lÁ은 x=4, 직선 lª는 y=2가 될 수 없으므로 

점 (4, 2)는 제외된다.

ㄱ.	�(x-2)Û`+(y-1)Û`=5에 x=0, y=0을 대입하면 성

립하므로 점 P가 나타내는 도형은 원점을 지난다. 		

	�  (참)

ㄴ.	�점 P가 나타내는 도형은 두 직선 x=4, y=2의 교점 

(4, 2)를 지나지 않는다. (참)

ㄷ.	�원 (x-2)Û`+(y-1)Û`=5는 반지름의 길이가 '5이므

로 점 P가 나타내는 도형의 길이는 2'5p이다. (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

오른쪽 그림과 같이 점 P의 자취는  

한 점 (4, 2)를 제외한 원의 일부이

다. 이때 곡선 위에는 무한히 많은 점

이 포함되어 있으므로 원에서 한 점

이 빠졌다고 해서 원의 둘레의 길이

가 줄어들지 않는다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

원 CÁ이 x축에 접하므로 중심의 좌표를

(a, 1)`(1ÉaÉ3), 원 Cª가 y축에 접하므로 중심의 좌

표를 (1, b)`(1ÉbÉ3)라 하자. 

이때 두 원 CÁ, Cª가 외접하므로 두 원의 중심 사이의 거

리는 두 원의 반지름의 길이의 합과 같다. 즉, 

"Ã(a-1)Û`+(1-b)Û`=2

위의 식의 양변을 제곱하면

(a-1)Û`+(1-b)Û`=4	 yy㉠

한편, 접점 P는 두 원 CÁ, Cª의 중심을 이은 선분의 중점

이므로 점 P의 좌표를 (x, y)라 하면

x= a+1
2 , y= b+1

2

∴ a=2x-1, b=2y-1	 yy㉡

㉡을 ㉠에 대입하면

(2x-2)Û`+(2-2y)Û`=4

∴ (x-1)Û`+(y-1)Û`=1`(1ÉxÉ2, 1ÉyÉ2)

따라서 점 P가 나타내는 도형은  

오른쪽 그림과 같이 중심의 좌

표가 (1, 1)이고, 반지름의 길

이가 1인 원의 일부이므로 구하

는 도형의 길이는

1
4_2p_1=p2   

∴ k=1
2

∴ 30k=30_1
2=15� 답 15



12
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원의 중심 P가 나타내는 영역은 점 B(4, 3)을 중심으로 

하고 반지름의 길이가 1인 원 CÁ의 둘레와 그 내부, 점 

A(1, -1)을 중심으로 하고 반지름의 길이가 1인 원 Cª

의 둘레와 그 내부, 선분 AB와 평행하고 거리가 1인 두 

선분으로 둘러싸인 영역의 경계와 그 내부이다.

직선 OB와 원 CÁ의 두 교점 중

에서 원점에서 멀리 떨어져 있

는 점을 PÁ이라 하면 점 P가 점 

PÁ의 위치에 있을 때, 선분 OP

의 길이는 최대가 된다.

∴ M‌�=OBÓ+1	  

="Ã4Û`+3Û`+1=6

원점 O에서 원 Cª에 접하고 직선 AB와 평행한 접선 중

에서 원점에 가까이 있는 접선에 내린 수선의 발을 Pª라 

하면 점 P가 점 Pª의 위치에 있을 때, 선분 OP의 길이는 

최소가 된다. 

이때 직선 AB의 방정식은

y-(-1)=
3-(-1)

4-1 (x-1)

y=4
3x-7

3     ∴ 4x-3y-7=0

원점 O에서 직선 AB에 내린 수선의 발을 H라 하면

원점 O와 직선 AB 사이의 거리는

OHÓ= |-7|
"Ã4Û`+(-3)Û`

= 7
5

∴ m=OHÓ-1=7
5-1=2

5

∴ M+m=6+2
5=

32
5 � 답 

32
5

오른쪽 그림과 같이 두 원�

xÛ̀ +yÛ`-9=0,

xÛ`+y Û`-2x+4y-11=0의 교

점을 A, B라 하면 두 점 A, B를 

지나는 원 중에서 가장 작은 원은 

ABÓ를 지름으로 하는 원이다.

직선 AB의 방정식은

xÛ`+yÛ`-9-(xÛ`+yÛ̀ -2x+4y-11)=0에서

2x-4y+2=0

∴ x-2y+1=0

원 xÛ̀ +yÛ`-9=0, 즉 xÛ̀ +yÛ`=9의 중심 O(0, 0)과 직선 

x-2y+1=0 사이의 거리는

|1|
"Ã1Û`+(-2)Û`

= 1
'5

    yy㉠

선분 AB의 중점을 M이라 하면 ㉠에서

OÕMÓ= 1
'5

원 xÛ̀ +yÛ`=9의 반지름의 길이가 3이므로 OÕAÓ=3

이때 직각삼각형 AOM에서 피타고라스 정리에 의하여

13

14

AÕMÓ‌‌�=¿¹OÕAÓ Û`-OÕMÓ Û`	 

=¾Ð3Û`-{ 1
'5 }2`=®É

44
5

따라서 두 교점 A, B를 지나는 원의 넓이는 반지름이 

AMÓ일 때 최소이므로

S‌�=pAÕMÓ Û`=p_{®É 445  }2`= 44
5 p

∴ 5S=44p� 답 ②

xÛ̀ +yÛ̀ -6x-4y+9=0에서

(x-3) Û`+(y-2) Û`=4    yy㉠

원 (x+k) Û`+yÛ̀ =9가 원 ㉠의 둘레를 이등분하려면 두 

원의 교점을 지나는 직선이 원 ㉠의 중심 (3, 2)를 지나

야 한다.

이때 (x+k)Û`+yÛ`=9에서 xÛ̀ +yÛ`+2kx+kÛ̀ -9=0이므

로 두 원의 교점을 지나는 직선의 방정식은

xÛ̀ +yÛ`+2kx+kÛ̀ -9-(xÛ̀ +yÛ`-6x-4y+9)=0

∴ (2k+6)x+4y+kÛ̀ -18=0

직선 (2k+6)x+4y+kÛ̀ -18=0이 점 (3, 2)를 지나야 

하므로

6k+18+8+kÛ̀ -18=0

∴ kÛ̀ +6k+8=0

따라서 구하는 모든 실수 k의 값의 합은 이차방정식의 근

과 계수의 관계에 의하여 -6이다.� 답 ②

호 AB를 원의 일부로 포함하는 원은 원 xÛ̀ +yÛ`=16과 

합동이고 점 (2, 0)에서 x축에 접하므로 중심의 좌표가 

(2, 4)이고 반지름의 길이가 4인 원이다. 			

즉, 원의 방정식은

(x-2) Û`+(y-4) Û`=16

이때 직선 AB는 두 원 xÛ̀ +yÛ`=16, 

(x-2) Û`+(y-4) Û`=16의 교점을 지나는 직선이므로

xÛ`+yÛ̀ -16-(xÛ̀ +yÛ`-4x-8y+4)=0

4x+8y-20=0

∴ x+2y-5=0

따라서 a=1, b=2이므로

a+b=3� 답 3

15

← (k+4)(k+2)=0    ∴ k=-4 또는 k=-2

16
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Ⅰ. 도형의 방정식     037

단계 채점 기준 배점

㈎ 호 AB를 일부로 포함하는 원의 방정식을 구한 경우 40%

㈏ 직선 AB의 방정식을 구한 경우 40%

㈐ a+b의 값을 구한 경우 20%

다른 풀이

에서 원 (x-2)Û`+(y-4)Û`=16의 중심을 C(2, 4)라 

하면 사각형 OACB는 마름모이고, 두 대각선 AB, OC

는 서로를 수직이등분하므로 직선 AB는 선분 OC의 수

직이등분선이다.

이때 직선 OC의 기울기는 
4-0 
2-0 =2이므로 직선 AB의 

기울기는 -1
2이다.

또한, 선분 OC의 중점의 좌표는

{ 0+2  
2 , 

0+4   
2 }    ∴ (1, 2)

즉, 직선 AB는 기울기가 -1
2이고 점 (1, 2)를 지나므로 

직선의 방정식은

y-2=-1
2(x-1)    ∴ x+2y-5=0

따라서 a=1, b=2이므로

a+b=3

모든 원은 서로 닮음이므로 반지름의 길이만 같으면 서로 합동이다.

따라서 원을 접어서 생긴 부분은 주어진 원과 합동인 원의 일부이므로 

주어진 원에서 점 (0, -4)를 점 (2, 0)으로 옮긴다고 생각하면 접힌 

원의 방정식을 쉽게 찾을 수 있다. 

BLACKLABEL 특강 해결 실마리

원 xÛ`+yÛ`+2y-1=0과 직선 2x-y-2=0, 즉 	

y=2x-2의 교점의 x좌표는 

xÛ`+(2x-2)Û`+2(2x-2)-1=0에서

5xÛ`-4x-1=0

(x-1)(5x+1)=0

∴ x=1 또는 x=-1
5

즉, 두 교점의 좌표는 (1, 0), {-1
5 , -12

5 }이므로 이  

두 교점을 지나고 x축에 접하는 원의 중심은 직선 x=1 

위에 있다.

구하는 원의 반지름의 길이를 r`(r>0)이라 하면 원의 중

심의 좌표가 (1, -r)이므로 원의 방정식은

(x-1)Û`+(y+r)Û`=rÛ`

이 원이 점 {-1
5 , -12 

5 }를 지나므로

{-1
5-1} Û`+{-12 

5 +r}Û`=rÛ`

36
25+

144
25 -24 

5 r+rÛ`=rÛ`

24 
5 r=36

5     ∴ r=3
2

17

원의 중심은 제4사분면 위에 존재

따라서 구하는 원의 지름의 길이는

2r=2_3
2=3� 답 3

다른 풀이

구하는 원의 반지름의 길이를 r`(r>0)이라 하면 원의 중

심의 좌표가 (1, -r)이므로 원의 방정식은 	

(x-1)Û̀ +(y+r)Û̀ =rÛ̀ 이고, 원 xÛ̀ +yÛ̀ +2y-1=0과의 교

점을 지나는 직선의 방정식이 2x-y-2=0이어야 한다.

원의 방정식 (x-1)Û`+(y+r)Û`=rÛ`에서 		

xÛ`+yÛ`-2x+2ry+1=0이므로 두 원의 교점을 지나는 

직선의 방정식은

xÛ`+yÛ`-2x+2ry+1-(xÛ`+yÛ`+2y-1)=0

∴ 2x-2(r-1)y-2=0

이것이 2x-y-2=0과 같아야 하므로

2(r-1)=1    ∴ r=3
2

따라서 구하는 원의 지름의 길이는 

2r=2_3
2=3

해결단계

➊ 단계
삼각형의 합동조건을 이용하여 직선 l이 두 직선 	

y=12
5 x, y=3

4 x가 이루는 각의 이등분선임을 이해한다.

➋ 단계
직선 l 위의 점에서 두 직선 y=12

5 x, y=3
4 x에 이르는 거

리가 서로 같음을 이용하여 직선 l의 방정식을 구한다.

위의 그림과 같이 점 P와 점 Q를 중심으로 하는 두 원의 

두 교점을 R, H라 하자. 

PHÓ=PRÓ=QHÓ=QRÓ=2, HRÓ은 공통이므로

△PHRª△QHR`(SSS 합동)이고, PHQR은 마름모

이므로 선분 PQ는 선분 RH를 수직이등분한다. 

이때 선분 PQ의 중점을 M이라 하면 

OPÓ=OQÓ=3, PÕMÓ=QÕMÓ, OÕMÓ은 공통이므로

△OPMª△OQM`(SSS 합동)

따라서 두 원의 교점 R, H를 지나는 직선을 l이라 하면 

직선 l은 두 직선 y=12
5 x, y=3

4x가 이루는 각의 이등분

선이므로 직선 l 위의 점 (X, Y)와 두 직선 y=12
5 x,

y=3
4x, 즉 12x-5y=0, 3x-4y=0 사이의 거리는 서로 

같다. 즉,

18

본문 p.26
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038      블랙라벨 공통수학 2

|12X-5Y| 

"Ã12Û`+(-5)Û``
= |3X-4Y|

"Ã3Û`+(-4)Û`

5(12X-5Y)=Ñ13(3X-4Y)

∴ 7X+9Y=0 또는 9X-7Y=0

그런데 구하는 직선 l의 기울기가 양수이므로 직선 l의 

방정식은 9x-7y=0이다.� 답 ①

다른 풀이

두 점 P, Q가 각각 y=12
5 x, y=3

4x 위에 있으므로

P(5a, 12a), Q(4b, 3b) (a>0, b>0)라 하자.

두 점 P, Q는 원 xÛ̀ +yÛ`=3Û` 위에 있으므로

(5a)Û`+(12a) Û`=3Û`에서

(13a)Û`=3 Û`, aÛ`={ 3
13}2`

∴ a= 3
13  (∵ a>0)

(4b)Û`+(3b)Û`=3Û`에서

(5b)Û`=3Û`, bÛ̀ ={ 35 } 2`

∴ b=3
5  (∵ b>0)

한편, 두 점 P, Q를 각각 중심으로 하고 반지름의 길이가 

2인 원의 방정식은

(x-5a)Û`+(y-12a)Û`=2Û`

(x-4b)Û`+(y-3b)Û`=2Û`

두 원의 교점을 지나는 직선의 방정식은

xÛ̀ +yÛ̀ -10ax-24ay+169aÛ̀ -4

� -(xÛ̀ +yÛ`-8bx-6by+25bÛ̀ -4)=0

(8b-10a)x+(6b-24a)y+169aÛ̀ -25bÛ̀ =0

a= 3
13 , b=3

5  을 위의 식에 대입하면

{ 245 -30
13}x+{

18
5 -72

13}y=0, 162x-126y=0

∴ 9x-7y=0

두 점 A(4, 0), B(0, -3)을 지나는 직선의 방정식은 	

x
4+

y
-3=1    ∴ 3x-4y-12=0    yy㉠

원 (x+2)Û`+(y-2)Û`=4의 중심 (-2, 2)와 직선 ㉠ 사

이의 거리는

|-6-8-12|
"Ã3Û`+(-4)Û`

= 26
5

오른쪽 그림과 같이 원� 	

(x+2)Û`+(y-2)Û`=4 위

의 점 P와 직선 AB 사이의 

거리는 점 P가 점 P'의 위치

에 있을 때 최댓값

26
5 +2=36

5 , 점 P"의 위치

에 있을 때 최솟값 
26
5 -2=16

5  을 갖는다.

19

이때 ABÓ="Ã4Û`+(-3)Û`=5이므로 삼각형 ABP의 넓이

의 최댓값 M과 최솟값 m은 각각

M=1
2_5_36

5 =18, m=1
2_5_16

5 =8

∴ M+m=26� 답 26

원 C 위의 점 P(a, b)에 대하여 삼각형 PAB의 무게중

심의 좌표를 (x, y)라 하면

x=
a+(-1)+3 

3 , y=
b+1+(-2)  

3

∴ a=3x-2, b=3y+1 	  yy㉠

점 P는 원 C 위에 있으므로

(a-2)Û`+(b-1)Û`=1	 yy㉡

㉠을 ㉡에 대입하여 정리하면

{x-4
3 }

Û`+yÛ`= 1
9

즉, 삼각형 PAB의 무게중심이 나타내는 도형은 중심의 

좌표가 { 43 , 0}이고 반지름의 길이가 
1
3인 원이다.		

이때 직선 AB의 방정식은 

y-1= -2-1 
3-(-1)

{x-(-1)}, 즉 3x+4y-1=0

원 {x-4
3 }

Û`+yÛ`= 1
9의 중심 { 43 , 0}과 직선 AB 사이의 

거리는 

|3_4
3+4_0-1|

"Ã3Û`+4Û`
=3

5

따라서 삼각형 PAB의 무게중심과 직선 AB 사이의 거

리의 최댓값은 

3
5+

1
3=

14
15 	�  답 ④

사각형 PCBA의 넓이는 두 삼각형 ABC, ACP의 넓이

의 합과 같다.

ACÓ="Ã(-2-4)}Û`+(2'3-0)Û`=4'3
이고 직선 AC의 방정식은

y-0=
2'3-0
-2-4 (x-4), 즉 x+'3y-4=0

점 B와 직선 AC 사이의 거리는

|1_0+'3_(-4)-4|
"Ã1Û`+('3)Û`

=
4+4'3

2 =2+2'3

이므로 삼각형 ABC의 넓이는

1
2_4'3_(2+2'3)=12+4'3

한편, 사각형 PCBA의 넓이가 최대가 되려면 삼각형 	

ACP의 넓이가 최대이어야 한다. 			 

즉, 점 P와 직선 AC 사이의 거리가 최대이어야 하므로 

점 P를 지나는 원의 접선이 직선 AC와 서로 평행이어야 

한다.

20

21
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Ⅰ. 도형의 방정식     039

오른쪽 그림과 같이 선분 OP와 직 y

xO

4

-4 B

C P

H
-4 4

A

선 AC의 교점을 H라 하면

PHÓ⊥ACÓ이고 PHÓ=OPÓ-OHÓ

원점 O와 직선 AC 사이의 거리는

OHÓ‌�=
|1_0+'3_0-4|
"Ã1Û`+('3)Û` 

	

=4
2=2

∴ PHÓ=4-2=2

즉, 삼각형 ACP의 넓이의 최댓값은

1
2_4'3_2=4'3

따라서 사각형 PCBA의 넓이의 최댓값은

12+4'3+4'3=12+8'3� 답 ③

원 C의 중심이 직선 x+y-6=0 위에 있고 제1사분면 

위의 점이므로 원의 중심을 C(a, -a+6) (0<a<6)

이라 하자.

이때 반지름의 길이를 r이라 하면 원 C가 x축에 접하므

로 r=-a+6

오른쪽 그림과 같이 원 C가 y축

과 만나는 두 점을 A, B라 하

면 ABÓ=4이므로 원 C의 중심

C에서 y축에 내린 수선의 발을 

H라 하면

AHÓ=BHÓ=1
2  ABÓ=2

이때 CBÓ=r=-a+6이고, △BCH가 직각삼각형이므

로 피타고라스 정리에 의하여

BCÓ Û`=BHÓ Û`+HCÓ Û`에서 (-a+6)Û`=2Û`+aÛ`

-12a=-32    ∴ a=8
3

∴ r=-a+6=-8
3+6=10

3 � 답 ③

다른 풀이

제1사분면에 있는 원 C의 중심의 좌표를

(a, b)`(a>0, b>0)라 하면 원 C는 x축에 접하므로 원

의 방정식은

(x-a)Û`+(y-b)Û`=bÛ`	 yy㉠

원의 중심 (a, b)는 직선 x+y-6=0 위에 있으므로

a+b-6=0    ∴ a=6-b	 yy㉡

㉡을 ㉠에 대입하면 

(x-6+b)Û`+(y-b)Û`=bÛ`	 yy㉢

이때 y축에 의하여 잘린 원 C의 현은 x=0일 때이므로

x=0을 ㉢에 대입하면 

36-12b+bÛ`+yÛ`-2by+bÛ`=bÛ`

∴ y Û`-2by+bÛ`-12b+36=0	 yy㉣

y에 대한 이차방정식 ㉣의 서로 다른 두 실근을 a, b라 하

면 잘린 현의 길이가 4이므로 |a-b|=4

22

또한, 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 a+b=2b, 

ab=bÛ̀ -12b+36이므로

(a-b)Û`=(a+b)Û`-4ab에서

16=4bÛ`-4bÛ`+48b-144

48b=160    ∴ b=10
3

따라서 원 C의 반지름의 길이는 
10
3 이다.

원 xÛ`+yÛ`=15와 직선 ax+by-6=0의 두 교점을 지나

는 원 중에서 그 넓이가 최소인 원은 원과 직선의 교점을 

이은 선분을 지름으로 하는 원이다. 			 

이때 넓이가 최소인 원의 넓이는 9p=3Û`_p이므로 이 원

의 지름의 길이는 6이고, 이것은 원 xÛ`+yÛ`=15의 현의 

길이이다.

따라서 원 xÛ`+yÛ`=15의 중심� ax+by-6=0

3

1125

(0, 0)

(0, 0)과 직선 	  

ax+by-6=0 사이의 거리는

|-6|
"ÃaÛ``+bÛ`

="Ã('1�5)Û`-3Û` 에서 	

6="Ã6(aÛ`+bÛ`)

위의 식의 양변을 제곱하면 

6(aÛ`+bÛ`)=36

∴ aÛ`+bÛ`=6� 답 ④

y=kx+2k+2에서 k(x+2)+2-y=0이므로 직선	

y=kx+2k+2는 k의 값에 관계없이 항상 점 (-2, 2)

를 지난다.

이때 원 (x+1) Û`+(y-3) Û`=8의 중심을 C(-1, 3)이라 

하고, 점 P(-2, 2)라 하면 점 P는 원

(x+1) Û`+(y-3) Û`=8의 내부에 존재하므로 다음 그림

과 같이 선분 AB의 길이는 직선 y=kx+2k+2가 원의 

중심 C를 지날 때 최대이고, 직선 CP와 수직일 때 최소

이다.

Ú
Û

Ú	‌�직선 y=kx+2k+2가 원의 중심 C를 지날 때,

	 선분 AB는 원의 지름과 같으므로 M=4'2
Û	직선 y=kx+2k+2가 직선 CP와 수직일 때,

	‌� CPÓ="Ã(-1+2) Û`+(3-2) Û`='2, ACÓ=2'2이므로 

직각삼각형 APC에서 피타고라스 정리에 의하여

	 APÓ="Ã(2'2)Û`-('2) Û`='6

23

24

Ú Û
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040      블랙라벨 공통수학 2

	 ∴ m=2APÓ=2'6
Ú, Û에서 MÛ̀ +mÛ̀ =32+24=56� 답 ③

점 P의 좌표를 (x, y)라 하면

2PAÓ=PBÓ에서 4PAÓ Û`=PBÓ Û`이므로

4{(x-1)Û`+yÛ`}=(x-4)Û`+yÛ`

3xÛ`+3yÛ`-12=0    ∴ xÛ`+yÛ`-4=0	 yy㉠

한편, 두 직선 PA, PB가 서로 수직이므로 △PAB는 	

∠APB=90ù인 직각삼각형이고, 피타고라스 정리에 의

하여 

ABÓ Û`=PAÓ Û`+PBÓ Û`

3Û`=(x-1)Û`+(y-0)Û`+(x-4)Û`+(y-0)Û`

2xÛ`+2yÛ`-10x+8=0

∴ xÛ`+y Û`-5x+4=0`(y+0)	 yy㉡

이때 점 P는 두 원 ㉠, ㉡의 교점이다.

㉠-㉡을 하면

5x-8=0    ∴ x=8
5

이것을 ㉠에 대입하면 y=Ñ 6
5

즉, 조건을 만족시키는 점 P의 좌표는 { 85 , -6
5 }, 

{ 85 , 
6
5 }이므로 구하는 두 점 사이의 거리는

6
5-{-

6
5 }=

12 
5

따라서 p=5, q=12이므로

p+q=17� 답 17

다른 풀이

조건 ㈏에서 두 직선 PA, PB가 서로 수직이므로 점 P는 

두 점 A, B를 지름의 양 끝 점으로 하는 원 위에 있다.

이때 원의 중심은 선분 AB의 중점이므로 중심의 좌표는 

{ 52 , 0}이고 반지름의 길이는 
1
2ABÓ=3

2이므로 원의 방

정식은 

{x-5
2 }

Û`+yÛ`={ 32 }
Û`  

∴ xÛ`+y Û`-5x+4=0	 yy㉢

따라서 구하는 두 점 사이의 거리는 두 원 ㉠, ㉢의 공통

현의 길이와 같다.

두 원의 공통현을 포함하는 직선의 방정식은 

xÛ`+yÛ`-4-(xÛ`+yÛ`-5x+4)=0  

∴ x=8
5

2

PÁ

Pª

H

O 1
A

4
B

xÛ`+yÛ`-5x+4=0

xÛ`+yÛ`-4=0

y

x8
5

x=
8
5

25



위의 그림과 같이 직각삼각형 OPÁH에서 	OHÓ= 8
5 , 	

OPÁÓ=2이므로

PÁHÓ=®É2Û`-{ 85 }
Û`= 6

5

∴ PÁPªÓ=2PÁHÓ=12 
5

세 점 A, P, B가 삼각형을 이루기 위해서는 세 점이 한 직선 위에 있

지 않아야 한다.

이때 두 점 A(1, 0), B(4, 0)을 지나는 직선의 방정식이 y=0이고 

점 P(x, y)가 이 직선 위에 있지 않아야 하므로 y+0이어야 한다.  

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

조건 ㈎에서 2PAÓ=PBÓ, 즉 PAÓ`:`PBÓ=1`:`2이므로 점 P는 선분 AB
를 1`:`2로 각각 내분, 외분하는 점을 지름의 양 끝 점으로 하는 원 	

xÛ`+yÛ`-4=0 위에 있다. 또한, 조건 ㈏에서 두 직선 PA, PB가 서로 

수직이므로 점 P는 두 점 A, B를 지름의 양 끝 점으로 하는 원 	

xÛ`+yÛ`-5x+4=0 위에 있다. 

따라서 조건 ㈎, ㈏를 만족시키는 두 점은 두 원의 교점이 된다.

O 1
A

P

4
B

xÛ`+yÛ`-5x+4=0

xÛ`+yÛ`-4=0

y

x

BLACKLABEL 특강 참고

∠APB=∠AQB=90ù이므로 두 점 P, Q는 선분 AB

를 지름으로 하는 원 위에 있다.

A(1-'7, -5), B(1+'7, 1)에서

선분 AB의 중점의 좌표는 (1, -2)이고,

ABÓ="Ã(2'7) Û`+6Û`='6�4=8

이므로 ABÓ를 지름으로 하는 원의 방정식은

(x-1) Û`+(y+2) Û`=16

위의 그림과 같이 원 (x-1) Û`+(y+2) Û`=16의 중심을 

C, 점 C에서 선분 PQ에 내린 수선의 발을 M이라 하자.

점 C(1, -2)와 직선 y=x+2, 즉 x-y+2=0 사이의 

거리는

CÕMÓ= |1+2+2|
"Ã1Û`+(-1)Û`

= 5
'2

직각삼각형 CQM에서 피타고라스 정리에 의하여

QÕMÓ=¿¹ QCÓ Û`-CÕMÓ Û`=¾Ð4Û`-{ 5
'2}2`=®

7
2

26
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Ⅰ. 도형의 방정식     041

∴ PQÓ=2QÕMÓ=2_® 7
2='1�4

∴ lÛ̀ =PQÓ Û`=14� 답 14

원 C 위의 점 P의 좌표를 (p, q)라 하면 

pÛ`+qÛ`+5q=0    	 yy㉠

OPÓ=3이므로 

"ÃpÛ`+qÛ`=3    ∴ pÛ`+qÛ`=9  	 yy㉡

㉡을 ㉠에 대입하면

9+5q=0    ∴ q=-9
5

이것을 ㉡에 대입하면

pÛ`+ 81 
25=9, pÛ`= 144  

25  

∴ p=Ñ 12 
5

이때 점 P는 제3사분면 위에 있으므로 

p=-12 
5

따라서 점 P의 좌표는

{-12 
5 , -9

5 }

xÛ`+yÛ`+5y=0에서 xÛ`+{y+5
2 }

Û`=25 
4 이므로 이 원 위

의 점 P{-12 
5 , -9

5 }에서의 접선의 방정식은 

-12 
5 x+{-9

5+
5
2 }{y+

5
2 }=

25 
4  ← 본문 20쪽 비법노트Ⓓ

∴ 24x-7y+45=0

따라서 a=24, b=-7이므로

a-b=24-(-7)=31 � 답 31

다른 풀이

에서 점 P의 좌표는 {-12 
5 , -9

5 }이고, 

점 P가 접선 ax+by+45=0 위에 있으므로

-12 
5 a-9

5 b+45=0 

∴ 4a+3b-75=0	 yy㉢

x Û`+y Û`+5y=0에서 x Û`+{y+5
2 }

Û`= 25 
4 이므로 원 C의 

중심의 좌표는 {0, -5
2 }

이때 두 점 P{-12 
5 , -9

5 }, {0, -
5
2 }를 지나는 직선의 

기울기는 - 7 
24 이고, 이 직선이 접선 ax+by+45=0, 	

즉 y=- a
b x-45

b 와 수직이므로

- 7 
24 _{-

a
b }=-1  

∴ a=-24 
7 b 	  yy㉣

㉣을 ㉢에 대입하여 풀면

27



a=24, b=-7

∴ a-b=24-(-7)=31�

xÛ`+y Û`-4x-12y+4=0에서 (x-2) Û`+(y-6) Û`=36

이므로 이 원은 중심의 좌표가 (2, 6)이고 반지름의 길이

가 6인 원이다.

점 P(-4, 10)에서 원 (x-2)Û`+(y-6)Û`=36에 그은 

두 접선은 다음 그림과 같다.

OR 2

(x-2)Û`+(y-6)Û`=36

6
10P

x=-4

Q
-4

y

x

직선 x=-4는 점 P(-4, 10)을 지나고 주어진 원과 점 

(-4, 6)에서 접한다.

또한, 점 P(-4, 10)을 지나고 원과 접하는 직선 중 직선 

x=-4가 아닌 직선의 기울기를 m이라 하면 접선의 방

정식은

y-10=m{(x-(-4)}    ∴ mx-y+4m+10=0

이때 원의 중심과 접선 사이의 거리가 원의 반지름의 길

이와 같아야 하므로

|m_2-1_6+4m+10|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=6, |6m+4|
"ÃmÛ`+1

=6

|6m+4|=6"ÃmÛ`+1

위의 식의 양변을 제곱하면

36mÛ`+48m+16=36mÛ`+36

48m=20    ∴ m= 5
12 

구하는 접선의 방정식은 

y-10= 5
12 {(x-(-4)}, 즉 y= 5

12 x+
35 
3 

두 접선 x=-4, y= 5
12 x+

35 
3 가 x축과 만나는 점을 각

각 Q, R이라 하면 두 접선과 x축으로 둘러싸인 도형의 

넓이는 삼각형 PQR의 넓이와 같다.

점 Q의 좌표는 (-4, 0)

점 R의 x좌표는

0= 5
12 x+

35 
3 에서 x=-28 

∴ R(-28, 0)

따라서 삼각형 PQR의 넓이는

1
2_{-4-(-28)}_10=120 � 답 120

다른 풀이

xÛ`+y Û`-4x-12y+4=0에서

(x-2)Û`+(y-6)Û`=36	 yy㉠

점 P(-4, 10)에서 원 ㉠에 그은 접선의 접점을 

A(xÁ, yÁ)이라 하면

28


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042      블랙라벨 공통수학 2

(xÁ-2)Û`+(yÁ-6)Û`=36  	   yy㉡

원 ㉠ 위의 점 A에서의 접선의 방정식은

(xÁ-2)(x-2)+(yÁ-6)(y-6)=36 	  yy㉢

이 접선이 점 P(-4, 10)을 지나므로

-6(xÁ-2)+4(yÁ-6)=36

∴ yÁ=3
2xÁ+12	 yy㉣

㉡, ㉣을 연립하여 풀면

xÁ=- 4
13 , yÁ= 150 

13  또는 xÁ=-4, yÁ=6

이것을 ㉢에 대입하여 정리하면 구하는 접선의 방정식은

y= 5
12x+35

3  또는 x=-4

다음은 와 같다.

선분 AB를 2`:`1로 내분하는 점 P의 좌표는

{ 2_9+1_0 
2+1 , 

2_0+1_6 
2+1 }, 즉 (6, 2)

점 P(6, 2)가 원 xÛ`+yÛ`-2ax-2by=0 위에 있으므로

6Û`+2Û`-2a_6-2b_2=0 

∴ 3a+b=10	 yy㉠ 

xÛ`+yÛ`-2ax-2by=0에서 

(x-a)Û`+(y-b)Û`=aÛ`+bÛ`

이 원과 직선 AB가 점 P에서만 만나므로 직선 AB는 원 

위의 점 P에서의 접선과 같다.

원의 중심을 C(a, b)라 하면 직선 CP는 직선 AB에 수

직이고, 직선 AB의 기울기가 
0-6 
9-0=-2

3이므로 직선 

CP의 기울기는 
3
2이다.

따라서 직선 CP의 방정식은

y-2=3
2(x-6)    ∴ y=3

2 x-7

원의 중심 C(a, b)가 직선 CP 위에 있으므로

b=3
2a-7    ∴ 3a-2b=14 	  yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

a=34 
9 , b=-4

3

∴ a+b=34 
9 +{-4

3 }=
22 
9  � 답 ④

다른 풀이

에서 이 원과 직선 AB가 점 P에서만 만나므로 직선 

AB는 원 위의 점 P에서의 접선과 같다.

직선 AB의 방정식은

y=-2
3x+6

원 위의 점 P에서의 접선의 방정식은

(6-a)(x-a)+(2-b)(y-b)=aÛ`+bÛ` 

∴ y= a-6 
2-b x+6a+2b  

2-b 	

← 

 본문 20쪽 비법노트Ⓓ

29



← 본문 20쪽 비법노트Ⓓ

이 직선이 직선 AB와 일치하므로

a-6 
2-b=-2

3 , 
6a+2b  
2-b =6

3a-2b=14, 6a+8b=12

위의 두 식을 연립하여 풀면 

a=34 
9 , b=-4

3

∴ a+b=34 
9 +{-4

3 }=
22  
9  

원 xÛ̀ +yÛ`=1의 중심 (0, 0)과 직선 x+'3y-10=0 사

이의 거리는

|-10|
"Ã1Û`+('3)Û`

=5

원 xÛ̀ +yÛ̀ =1에 외접하면서 직

선 x+'3y-10=0에 접하는 

원 중 크기가 가장 작은 원을 C

라 하면 원 C는 오른쪽 그림과 

같으므로 반지름의 길이는

1
2_(5-1)=2

또한, 원 C의 중심은 원점을 지나고 직선 	

x+'3y-10=0에 수직인 직선 위에 있다.

이때 직선 x+'3y-10=0, 즉

y=- 1
'3x+ 10

'3
에 수직이면서 원점을 지나는 직선의 방

정식은 y='3x이므로 원 C의 중심을 C라 하면

C(a, '3a) (a>0)라 할 수 있다.

두 원의 중심 O(0, 0), C(a, '3a) 사이의 거리는 두 원

의 반지름의 길이의 합인 3과 같으므로

"ÃaÛ`+('3a)Û`=3

"Ã4aÛ`=3, 2a=3 (∵ a>0)

∴ a=3
2

따라서 원 C의 방정식은 {x-3
2 }2`+{y-

3'3
2 }2`=4이므

로 a=3
2 , b=

3'3
2 , rÛ̀ =4

∴ aÛ̀ +bÛ̀ +rÛ̀ ‌�={ 32 }2`+{
3'3
2 } 2`+4=13� 답 13

원의 중심을 C라 하고, 두 점  

A, B에서 각각 이 원에 접하는 

두 직선의 교점을 D라 하자.

원의 중심과 접점을 연결한 선

분은 접선에 수직이고, 원 밖의 

한 점에서 그은 두 접선의 길이

30

31
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Ⅰ. 도형의 방정식     043

는 서로 같으므로 ADBC는 한 변의 길이가 1인 정사

각형이다.

선분 AB의 중점을 M이라 하면 CÕMÓ=
'2
2

점 C(1, 1)과 직선 y=mx, 즉 mx-y=0 사이의 거리

가 선분 CM의 길이와 같으므로

|m-1|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=
'2
2

2|m-1|="Ã2(mÛ`+1)

위의 식의 양변을 제곱하여 정리하면

2mÛ`-8m+2=0

∴ mÛ`-4m+1=0

따라서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 모든 실

수 m의 값의 합은 4이다.� 답 ⑤

사각형 ORPQ의 넓이는 두 삼

R

O

4 P

Q

각형 OQP, ORP의 넓이의 합

과 같고 △OQPª△ORP이므

로 사각형 ORPQ의 넓이가 최

소이려면 삼각형 OQP의 넓이

가 최소이어야 한다.

이때 PQÓ⊥OQÓ이고 원 xÛ`+yÛ`=16의 반지름의 길이는 4

이므로 직각삼각형 OQP의 넓이는

1
2_OQÓ_PQÓ‌�=1

2_4_PQÓ	  

=2PQÓ

즉, 직각삼각형 OQP의 넓이가 최소이려면 PQÓ가 최소이

어야 하고 피타고라스 정리에 의하여

PQÓ=¿¹ OPÓ Û`-OQÓ Û`	

=¿¹ OPÓ Û`-16

이므로 PQÓ가 최소이려면 OPÓ가 최소이어야 한다.

OPÓ의 최솟값은 점 O와 직선 x+2y-10=0 사이의 거

리와 같으므로

(OPÓ의 최솟값)=|-10|
"Ã1Û`+2Û`

=2'5

∴ (PQÓ의 최솟값)="Ã(2'5)Û`-16=2

이때 점 Q에서 직선 OP에 내린 수선의 발을 H라 하면

QHÓ=HRÓ=1
2  QRÓ

직각삼각형 OQP의 넓이는

1
2_OQÓ_PQÓ‌�=1

2_OPÓ_QHÓ	

1
2_4_2=1

2_2'5_1
2  QRÓ

∴ QRÓ= 8
'5=

8'5
5   � 답 ②

← 판별식 D에 대하여 D>0이므로 서로 다른 두 실근 존재

32

다른 풀이 1

에서 점 P는 직선 x+2y-10=0, 즉 y=-1
2 x+5 위

에 있으므로 점 P의 좌표를 {p, -1
2  p+5}라 하면

OPÓ=¾¨(p-0)Û`+{-1
2  p+5-0}Û`

=®É 54 pÛ`-5p+25=®É 54 (p-2)Û`+20

p=2일 때 OPÓ가 최소이므로 점 P의 좌표는 (2, 4)

이때 접점의 좌표를 (a, b)라 하면 접점은 원 위에 있으므로

aÛ`+bÛ`=16  	 yy㉠

또한, 접선의 방정식은 ax+by=16이고, 이 직선이 점 

P(2, 4)를 지나므로

2a+4b=16, a+2b=8

∴ a=8-2b  	 yy㉡

㉡을 ㉠에 대입하면

(8-2b)Û`+bÛ`=16, 5bÛ`-32b+48=0

(5b-12)(b-4)=0

∴ b=12 
5  또는 b=4

㉡에서 b=12 
5 일 때 a=16 

5 , b=4일 때 a=0이므로

Q{ 16 5 , 
12 
5 }, R(0, 4)라 하면

QRÓ=¾̈{0-16 
5 }

Û`+{4-12 
5 }

Û`=®É 64 5 =
8'5
5

다른 풀이 2

에서 직선 QR의 방정식은�

R

O
H

4 P

Q

2x+4y=16

∴ x+2y-8=0

이때 원점 O에서 직선 	

x+2y-8=0에 내린 수선의 	

발을 H라 하면 

OHÓ=|1_0+2_0-8|
"Ã1Û`+2Û`

= 8 
'5=

8'5
5

이때 OQÓ=4이므로 직각삼각형 OHQ에서 피타고라스 정

리에 의하여

QHÓ=¿¹ OQÓ Û`-OHÓ Û`=¾̈16-64  
5 =®É 16  5 =

4'5
5

이때 QRÓ=2QHÓ이므로

QRÓ=2_
4'5
5 =

8'5
5

극선의 방정식

원 밖의 한 점에서 이 원에 두 접선을

(a,`b)

극선  

그을 때 생기는 두 접점을 지나는 직

선을 극선이라 한다.

원 xÛ`+yÛ`=rÛ` 밖의 한 점 (a, b)에
서 그은 두 접선의 접점을 지나는 직

선의 방정식(극선의 방정식)은
ax+by=rÛ`

BLACKLABEL 특강 참고 
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044      블랙라벨 공통수학 2

원 xÛ`+yÛ`=1 위의 점 P에서의 접선이 직사각형 ABCD

와 만날 때, 다음 그림과 같이 Ú에서 접선의 기울기가 최

대이고, Û에서 접선의 기울기가 최소이다.

y

xO

A D

B C

-1
-1

1

-3

3

1
2 6

Ú

Û

Ú	‌�접선이 점 A(2, 3)을 지날 때,

	‌� 점 A(2, 3)을 지나고 기울기가 m인 직선의 방정식은

	 y-3=m(x-2)에서

	 mx-y-2m+3=0

	‌� 이 직선이 원 xÛ̀ +yÛ`=1에 접하려면 ‌이 직선과 원점 

사이의 거리는 원의 반지름의 길이인 1과 같아야 하

므로

	
|-2m+3|
"ÃmÛ`+(-1)Û` 

=1

	 |-2m+3|="ÃmÛ̀ +1

	 위의 식의 양변을 제곱하면

	 4mÛ̀ -12m+9=mÛ`+1

	 3mÛ̀ -12m+8=0

	 ∴ m=
6Ñ"Ã6Û`-3_8

3 =
6Ñ2'3

3

Û	접선이 점 B(2, -3)을 지날 때,

	‌� 점 B(2, -3)을 지나고 기울기가 m인 직선의 방정식은

	 y-(-3)=m(x-2)에서

	 mx-y-2m-3=0

	‌� 이 직선이 원 xÛ`+yÛ`=1에 접하려면 이 직선과 원점 

사이의 거리는 원의 반지름의 길이인 1과 같아야 하

므로

	
|-2m-3|
"ÃmÛ`+(-1)Û`  

=1

	 |-2m-3|="ÃmÛ`+1

	 위의 식의 양변을 제곱하면

	 4mÛ̀ +12m+9=mÛ`+1

	 3mÛ̀ +12m+8=0

	 ∴ m=
-6Ñ"Ã6Û`-3_8

3 =
-6Ñ2'3

3

Ú, Û에서

-6-2'3
3 ÉmÉ

6+2'3
3 이고, 3<

6+2'3
3 <10

3 이므

로 조건을 만족시키는 정수 m은 -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3

의 7개이다.� 답 7

33 xÛ̀ +yÛ̀ =10에서 yÛ̀ =10-xÛ`

위의 식을 (x-2) Û`+yÛ`=10에 대입하면

(x-2) Û`+10-xÛ̀ =10

4x=4    ∴ x=1

이것을 yÛ`=10-xÛ̀ 에 대입하면

yÛ`=9    ∴ y=Ñ3

즉, 두 원 xÛ`+yÛ`=10과 (x-2) Û`+yÛ̀ =10의 두 교점의 

좌표는 (1, 3), (1, -3)이다.

이때 점 (0, -10)을 지나고 기울기가 m인 직선의 방정

식은

y=mx-10    yy㉠

직선 ㉠이 주어진 초승달 모양의 도형과 서로 다른 네 점

에서 만나려면 다음 그림과 같이 직선 ㉠이 두 직선 Ú, 

Û 사이에 있어야 한다.

Ú Û

Ú	직선 ㉠이 점 (1, -3)을 지날 때,

	 -3=m-10    ∴ m=7

Û	직선 ㉠이 원 xÛ̀ +yÛ`=10에 접할 때,

	‌� 원의 중심 (0, 0)과 직선 y=mx-10, 즉

	 mx-y-10=0 사이의 거리는 원의 반지름의 길이인 

	 '1�0과 같으므로 

	
|-10|

"ÃmÛ`+(-1)Û`
='1�0

	 10="Ã10(mÛ`+1)

	 위의 식의 양변을 제곱하면

	 100=10(mÛ`+1), mÛ̀ +1=10

	 mÛ`=9    ∴ m=Ñ3

	 그런데 직선의 기울기가 양수이므로 m=3

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 m의 값의 범위는 

3<m<7� 답 3<m<7

평행한 두 직선 l, m이 원 C의

C
b

a

y

xO

Q

C

l m

P

 

접선이므로 선분 PQ는 원 C의 

지름이고, 원 C의 중심을 C라 하

면 점 C(a, b)는 선분 PQ의 중

점이다.

△OPQ가 정삼각형이므로 직선 

OC는 선분 PQ를 수직이등분하

고, 직선 OC는 직선 l과 평행하다. 즉, 직선 OC와 직선 

l 사이의 거리는 원의 반지름의 길이와 같다.

34
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Ⅰ. 도형의 방정식     045

이때 평행한 두 직선 OC와 l 사이의 거리는 직선 OC 위

의 점 (0, 0)과 직선 2x-y+3=0 사이의 거리와 같으

므로

PCÓ‌�=CQÓ=
|3|

"Ã2Û`+(-1)Û`
	  

=
3'5
5

정삼각형 OPQ에서

OCÓ‌�=
'3
2  PQÓ=

'3
2 _

6'5
5 	  

=
3'¶15
5 	    yy㉠

이때 C(a, b)이므로

OCÓ="ÃaÛ`+bÛ` 	  yy㉡

㉠, ㉡에서

"ÃaÛ`+bÛ`=
3'¶15
5

∴ aÛ`+bÛ`={ 3'¶155 }2`=27
5 � 답 

27
5

이 문제는 도형의 성질을 통해 주어진 원의 중심의 좌표를 계산하는 

문제로 원에 그은 평행한 두 접선 사이의 거리는 원의 지름의 길이와 

같고, 한 변의 길이가 a인 정삼각형의 높이는 
'3
2 a임을 이용한다. 		

평면좌표에서도 중학교에서 배운 기본 도형의 성질이 자주 활용되므

로 이러한 성질을 잘 알아두도록 하자.  

서울대 선배들의 추천 PICK 1등급 비법 노하우

ㄱ.	‌�원 xÛ̀ +yÛ`=1 위의 점 P(xÇ, yÇ)에서의 접선의 방정

식은

	 xÇ x+yÇ y=1	 yy㉠

	 이 직선이 점 A(n, 0)을 지나므로

	 nxÇ=1    ∴ xÇ= 1
n  (참)

ㄴ.	‌�ㄱ에서 점 P{ 1n , yÇ}이고, 점 P는 원 xÛ`+yÛ`=1 위의 

제 1 사분면에 있으므로

	
1
nÛ`

+yÇÛ`=1에서 yÇÛ`=nÛ`-1
nÛ`

	 yÇ="ÃnÛ`-1
n  (∵ yÇ>0)	 yy㉡

	 ∴ P{ 1n , 
"ÃnÛ`-1

n }

	‌� 이때 n=2이면 P{ 12 , 
'3
2 }이므로 직선 AP의 방정식

은 ㉠에서

	
1
2x+

'3
2 y=1, 즉 x+'3y-2=0 (참)

ㄷ. ㉡에서	

	‌� yÇ‌�="ÃnÛ`-1
n =¾ÐnÛ`-1

nÛ`
	  

=¾Ð (n-1)(n+1)
nÛ`

	  

=¾Ðn-1
n _n+1

n

36

	 ∴ ‌�y£_y¢_y_yª¦	  

=¾Ð 23_
4
3_¾Ð

3
4_

5
4_y_¾Ð 2627_

28
27 	  

=¾Ð 23_
28
27=

2'1�4
9  (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

다른 풀이

ㄱ.	‌�기울기가 m이고�

ˆ ˆ

 

점 A(n, 0)을 지나는 직선

의 방정식은

	 y=m(x-n)

	 ∴ y=mx-mn

	‌� 원 xÛ̀ +yÛ`=1의 중심 (0, 0)과 직선 y=mx-mn, 

즉 mx-y-mn=0 사이의 거리는 원의 반지름의 길

이인 1과 같으므로

	
|-mn|

"ÃmÛ`+(-1)Û` 
=1에서 |-mn|="ÃmÛ`+1

	 위의 식의 양변을 제곱하면

	 mÛ̀ nÛ̀ =mÛ`+1, mÛ`(nÛ`-1)=1

	 mÛ̀ = 1
nÛ`-1

    ∴ m=Ñ 1
"ÃnÛ``-1

	‌� 이때 A(n, 0)에서 원에 접선을 그을 때, 접점 P가 

제 1 사분면에 있으려면 기울기가 음수이어야 하므로 

m=- 1
"ÃnÛ``-1

	‌� 원의 중심과 점 P(xÇ, yÇ)을 지나는 직선은 접선과 수

직이므로

	
yÇ
xÇ="ÃnÛ`-1에서 yÇ=xÇ"ÃnÛ̀ -1

	‌� 또한, 점 P(xÇ, xÇ"ÃnÛ̀ -1)은 원 xÛ̀ +yÛ̀ =1 위에 있

으므로

	 xÇÛ`+(nÛ̀ -1)xÇ Û`=1, nÛ̀ xÇÛ`=1

	 xÇÛ`= 1
nÛ`

    ∴ xÇ= 1
n  (∵ xÇ>0) (참)

ㄴ.	n=2일 때 접선의 기울기는

	 m=- 1
"ÃnÛ``-1

=- 1
'Ä4-1

=- 1
'3

	‌� m=- 1
'3

, n=2를 y=mx-mn에 대입하면 직선 

AP의 방정식은

	 y=- 1
'3x+ 2

'3
	 ∴ x+'3y-2=0 (참)

반지름의 길이가 r이고 중심이 원

C`:`(x+4)Û`+(y-2)Û`=20 위에 있는 원 중에서 직선 	

y=2x+4에 접하는 원을 C'이라 하자. 

C'의 개수인 m이 홀수인 경우는 m=1 또는 m=3일 때

이다.

37
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046      블랙라벨 공통수학 2

m=1, m=3이려면 원 C의 지름 중에서 직선 	

y=2x+4와 수직인 지름이 직선 y=2x+4에 의하여 나

누어지는 두 선분의 길이를 rÁ, rª`(rÁ>rª)라 할 때, 

r=rÁ 또는 r=rª

이어야 한다.

C

y

xO

4

y=2x+4

2

-4

rÁ

C'

[그림 1]
y

xO

4
C

C'

C'

C'

y=2x+4

2

-4

rª

rª

rª

[그림 2]

[그림 1]일 때 원 C'의 반지름의 길이를 rÁ이라 하면 rÁ의 

값은 원 C의 반지름의 길이와 원 C의 중심 (-4, 2)와 

직선 y=2x+4 사이의 거리를 더한 것과 같다.

[그림 2]일 때 원 C'의 반지름의 길이를 rª라 하면 rª의 값

은 원 C의 반지름의 길이에서 원 C의 중심 (-4, 2)와 

직선 y=2x+4 사이의 거리를 뺀 것과 같다.

이때 점 (-4, 2)와 직선 y=2x+4, 즉 2x-y+4=0 

사이의 거리는

|2_(-4)-2+4|
"Ã2Û`+(-1)Û`

=
6'5
5

이고, 원 C의 반지름의 길이는 2'5이므로

rÁ=2'5+6'5
5 =

16'5
5 , 

rª=2'5- 6'5
5 =

4'5
5

따라서 구하는 모든 r의 값의 곱은

rÁrª=
16'5
5 _

4'5
5 =64

5 � 답 ④

오른쪽 그림과 같이 원 C와 직선 l이 두 점에

a

C
l

b
d

서 만날 때, 원 C의 중심과 직선 l 사이의 거

리를 d, 원 C의 지름이 직선 l에 의하여 나

누어지는 길이를 각각 a, b (a<b)라 하자. 	

이때 중심이 원 C 위에 있고 직선 l에 접하

면서 반지름의 길이가 r인 원의 개수는 r의 

값의 범위에 따라 다음과 같다.

Ú r<a일 때 ⇨ 4개 Û r=a일 때 ⇨ 3개

ab
d

ab
d

Ü a<r<b일 때 ⇨ 2개 Ý r=b일 때 ⇨ 1개

ab d

ab
d

Þ r>b일 때 ⇨ 존재하지 않는다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

다음 그림과 같이 직선 y=mx+n이 x축과 만나는 점을 

A, 원 xÛ̀ +yÛ`=4와의 접점을 B라 하고,

원 (x+3)Û`+yÛ`=1의 중심을 C, 직선 y=mx+n과의 

접점을 D라 하자.

△AOB에서 OBÓCDÓ, OBÓ=2CDÓ이므로

CAÓ=OCÓ=3

∴ A(-6, 0)

즉, 직선 y=mx+n은 점 (-6, 0)을 지나므로

-6m+n=0에서 n=6m

한편, 직선 y=mx+n, 즉 mx-y+6m=0과 원점 사이

의 거리는 원 xÛ̀ +yÛ̀ =4의 반지름의 길이인 2와 같으므로

|6m|

"ÃmÛ`+(-1)Û`
=2, |6m|=2"ÃmÛ̀ +1

위의 식의 양변을 제곱하면

36mÛ̀ =4(mÛ̀ +1)

8mÛ̀ =1, mÛ̀ =1
8

∴ m= 1
2'2  (∵ m>0), n= 6

2'2=
3
'2

∴ 4mn=4_ 1
2'2_

3
'2=3� 답 ③
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Ⅰ. 도형의 방정식     047

다른 풀이

y=mx+n에서 mx-y+n=0 	  yy㉠

직선 ㉠이 원 xÛ`+yÛ`=4에 접하므로 원의 중심 (0, 0)과 

직선 ㉠ 사이의 거리는 원의 반지름의 길이인 2와 같다.

즉, 
|n|

"ÃmÛ`+(-1)Û`
=2에서 

"ÃmÛ̀ +1= |n|
2 	 yy㉡

또한, 직선 ㉠이 원 (x+3)Û`+yÛ`=1에 접하므로 원의 중

심 (-3, 0)과 직선 ㉠ 사이의 거리는 원의 반지름의 길

이인 1과 같다.

즉, 
|-3m+n|

"ÃmÛ`+(-1)Û`
=1에서 

"ÃmÛ̀ +1=|-3m+n| 	 yy㉢

㉡, ㉢에서 
|n|
2 =|-3m+n|이므로

n 
2 =-3m+n 또는 

n 
2 =3m-n

∴ n=6m 또는 n=2m

Ú n=6m일 때, 

이것을 ㉡에 대입하면

"ÃmÛ̀ +1=|3m|

양변을 제곱하면

mÛ`+1=9mÛ`

8mÛ`=1, mÛ`= 1
8

∴ m= 1
2'2  (∵ m>0), n= 6

2'2=
3
'2

Û n=2m일 때, 

이것을 ㉡에 대입하면

"ÃmÛ̀ +1=|m|

양변을 제곱하면

mÛ`+1=mÛ`

이때 조건을 만족시키는 실수 m의 값은 존재하지 않

는다.

Ú, Û에서 m= 1
2'2 , n= 3

'2이므로

4mn=4_ 1
2'2_

3
'2=3

오른쪽 그림과 같이 두 원�  	

xÛ`+(y-2)Û`=4, 	  

(x-3)Û`+yÛ`=1의 중심을 각각 

A, B라 하고, 점 P에서 두 원

에 그은 접선의 접점을 각각 T, 

T'이라 하면 

PTÓ=PÕT'Ó이므로 PTÓ Û`=PÕT'Ó Û`

이때 PTÓ Û`=PAÓ Û`-ATÓ Û`, PÕT'Ó Û`=PBÓ Û`-BÕT'Ó Û`이므로 

PAÓ Û`-4=PBÓ Û`-1

39

따라서 점 P의 좌표를 (x, y)라 하면

xÛ`+(y-2)Û`-4=(x-3)Û`+y Û`-1

∴ 3x-2y-4=0� 답 3x-2y-4=0

원 Cª의 중심을 Oª(2, a)라 하면 두 원 CÁ, Cª의 중심 사

이의 거리는 반지름의 길이의 차인 5-1=4와 같으므로

OÕOªÓ="Ã2Û`+aÛ̀ =4에서

4+aÛ̀ =16, aÛ̀ =12

∴ a=2'3 (∵ a>0)

∴ Oª(2, 2'3)

또한, 직선 OA의 기울기는 직선 OOª의 기울기

2'3
2 ='3과 같고, 직선 AB는 직선 OA와 서로 수직이

므로 직선 AB의 기울기는 - 1
'3

이다.

직선 AB의 y절편을 k (k>0)라 하면 직선의 방정식은

y=- 1
'3x+k

∴ x+'3y-'3k=0

이때 직선 AB는 원 CÁ`:`xÛ`+yÛ̀ =25에 접하므로 원 CÁ

의 중심 (0, 0)과 직선 AB, 즉 x+'3y-'3k=0 사이

의 거리는 원 CÁ의 반지름의 길이인 5와 같다. 즉,

|-'3k|

"Ã1Û`+('3)Û`
=5에서

|-'3k|=10, '3k=Ñ10

∴ k=10
'3

 (∵ k>0)

즉, 직선 AB의 방정식은 x+'3y-10=0이므로 직선 	

AB의 x절편은 10이다.

∴ B(10, 0)

△OAB가 직각삼각형이므로 피타고라스 정리에 의하여

ABÓ‌�=¿ ¹OBÓ Û`-OAÓ Û`="Ã10Û`-5Û`='7�5=5'3

∴ △OAB‌�=1
2_OAÓ_ABÓ	  

=1
2_5_5'3=25'3

2 � 답 
25'3
2

다른 풀이

에서 원 Cª의 중심의 좌표가 (2, 2'3)이므로 직선 OA

의 기울기는

2'3-0  
2-0  ='3

∴ ∠AOB=60ù 

직각삼각형 OAB에서 

ABÓ=OAÓ`tan`60ù=5_'3=5'3

∴ △OAB‌�=1
2_OAÓ_ABÓ	  

=1
2_5_5'3=25'3

2

40

본문 p.30
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두 원 CÁ, Cª의 중심을 각각 A, B라 하면 

A(3, -1), B(b, -13)

H

A

B

I

y

xO

P

CÁ

Cª

lÁ lª

두 점 A, B에서 직선 lÁ에 내린 수선의 발을 각각 H, I라 

하면 △PAH∽△PBI (AA 닮음)

AHÓ='5, BIÓ=3'5에서 

AHÓ`:`BIÓ=1`:`3이므로

PAÓ`:`PBÓ=AHÓ`:`BIÓ=1`:`3

즉, 점 A는 선분 PB를 1`:`2로 내분하므로 점 A의 좌표는

{ 1_b+2_0 
1+2 , 

1_(-13)+2_a
1+2 }, 즉 { b 3 , 

2a-13 
3 }

이때 A(3, -1)이므로 
b 
3=3, 2a-13 

3 =-1

∴ a=5, b=9

한편, 점 P(0, 5)를 지나는 접선의 기울기를 m이라 하면 

접선의 방정식은

y-5=m(x-0)  

∴ mx-y+5=0

원 CÁ의 중심 A(3, -1)과 직선 mx-y+5=0 사이의 

거리가 원 CÁ의 반지름의 길이인 '5와 같으므로

|m_3-(-1)+5|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

='5

|3m+6|="Ã5(mÛ`+1)	

위의 식의 양변을 제곱하면

9mÛ`+36m+36=5mÛ`+5

∴ 4mÛ`+36m+31=0 

따라서 이차방정식의 근과 계수에 의하여 두 접선 lÁ, lª

의 기울기의 곱은 c=31  
4

∴ a+b+4c=5+9+4_31  
4 =45� 답 45

두 원 xÛ`+(y-2)Û`=4, (x-10)Û`+(y+3)Û`=9의 중심

을 각각 A, B라 하고 직선 l과 x축의 교점을 C, 점 B에

서 x축에 내린 수선의 발을 P라 하자. 

△AOC»△BPC이고, 두 점 A(0, 2), B(10, -3)에 

대하여 AOÓ：BPÓ=2：3이므로

OCÓ=OPÓ_2
5=10_2

5=4

∴ C(4, 0)

41

← 판별식 D에 대하여 D>0이므로 
서로 다른 두 실근 존재

42

이때 직선 l의 기울기를 m이라 하면 직선 l은 점 C를 지

나므로 그 방정식은 y=m(x-4)이고, 점 A(0, 2)와 직

선 l : mx-y-4m=0 사이의 거리는 원 	  

xÛ`+(y-2)Û`=4의 반지름의 길이인 2와 같으므로 

|-2-4m|

"ÃmÛ``+(-1)Û`
=2

|-2-4m|=2"ÃmÛ`+1

위의 식의 양변을 제곱하여 정리하면

12mÛ`+16m=0, 4m(3m+4)=0

∴ m=-4
3 `(∵ m+0)

따라서 p=3, q=4이므로

pÛ`+qÛ`=9+16=25� 답 25

다른 풀이

Ú Û

직선 l의 기울기를 m이라 하자.

기울기가 m인 원 xÛ̀ +(y-2) Û`=4의 접선은 Ú 또는 l이

고 이 방정식은

y-2=mxÑ2"ÃmÛ̀ +1

∴ y=mxÑ2"ÃmÛ̀ +1+2

직선 l은 직선 Ú보다 y절편이 더 크므로 직선 l의 방정

식은

y=mx+2"ÃmÛ̀ +1+2	 yy㉠

또한, 기울기가 m인 원 (x-10) Û`+(y+3)Û`=9의 접선

은 l 또는 Û이고 이 방정식은

y+3=m(x-10)Ñ3"ÃmÛ̀ +1

∴ y=mx-10mÑ3"ÃmÛ̀ +1-3

직선 l은 직선 Û보다 y절편이 더 작으므로 직선 l의 방

정식은

y=mx-10m-3"ÃmÛ̀ +1-3	 yy㉡

이때 ㉠=㉡이므로

2"ÃmÛ`+1+2=-10m-3"ÃmÛ̀ +1-3

5"ÃmÛ`+1=-10m-5, "ÃmÛ̀ +1=-2m-1

위의 식의 양변을 제곱하여 정리하면

3mÛ̀ +4m=0, m(3m+4)=0

∴ m=-4
3  (∵ m+0)

∴ pÛ̀ +qÛ`=25
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01 
'1�1
2  -1	 02 195	 03 

40
3 	 04 14	 05 p+7	

06 ⑤	 07 
1
2 	 08 

'2
2 p 	 09 -12

35<a<0	

10 17	 11 29

pp.31~321등급을 넘어서는 종합 사고력 문제STEP3

해결단계

➊ 단계
원의 중심과 포물선 y=xÛ`-2 위의 한 점 B 사이의 거리의 

최솟값을 구한다.

➋ 단계 선분 AB의 길이의 최솟값을 구한다.

원 xÛ̀ +(y-1)Û`=1의 중심 (0, 1)과 포물선 y=xÛ̀ -2 

위의 한 점 B(a, aÛ̀ -2) 사이의 거리는

"ÃaÛ̀ +(aÛ̀ -3)Û`‌�="ÃaÝ`-5aÛ̀ +9	  

=¾Ð{aÝ̀ -5aÛ̀ +25
4 }-

25
4 +9	  

=¾Ð{aÛ̀ -5
2 }2`+

11
4

이므로 aÛ̀ =5
2일 때 최솟값은 ¾Ð 114 =

'1�1
2 이다.

따라서 원 xÛ̀ +(y-1)Û`=1 위의 점 A와 포물선

y=xÛ̀ -2 위의 점 B 사이의 거리의 최솟값은

'1�1
2 -1� 답 

'1�1
2 -1

해결단계

➊ 단계
원의 중심을 지나고 직선 AB에 수직인 직선과 원의 교점

이 2개임을 파악한다. 

➋ 단계
점 P에서 직선 AB에 내린 수선의 발 H를 이용하여 S를 

나타내고, 0<PHÓÉ4임을 구한다.

➌ 단계
선분 PH의 길이에 따라 조건을 만족시키는 점 P의 개수를 

구한 후 m, n의 값을 구한다.

직선 AB의 방정식은

y-(-1)=2-(-1)
6-2 (x-2)  

∴ 3x-4y-10=0

이 직선과 원의 중심 (-1, -2) 사이의 거리를 d라 하면

d=|3_(-1)-4_(-2)-10|
"Ã3Û`+(-4)Û`

=|-5|
5 =1

이때 원의 반지름의 길이가 3이고 d<3이므로 원과 직선 

AB는 서로 다른 두 점에서 만난다.

원의 중심을 지나고 직선 AB에 수직인 직선이 원과 만나

는 두 점 중에서 직선 AB에 이르는 거리가 긴 점을 Q, 

거리가 짧은 점을 R이라 하자. 

P
Q

R

A

H
4 1

2

3x-4y-10=0

(x+1)Û`+(y+2)Û`=9

B

O

y

x

01

02

두 점 Q, R과 직선 AB 사이의 거리를 각각 dÁ, dª라 하면

dÁ=d+3=4, dª=3-d=2

이때 선분 AB의 길이는

"Ã(6-2)Û`+{2-(-1)}Û`=5

원 위의 점 P에서 직선 AB에 내린 수선의 발을 H라 하

면 삼각형 ABP의 넓이 S는

S=1
2_ABÓ_PHÓ=5

2  PHÓ

이때 0<PHÓÉ4이므로 다음과 같이 경우를 나누어 점 P

의 개수를 구할 수 있다.

Ú 0<PHÓ<2, 즉 0<S<5일 때, 

S=1, 2, 3, 4이고, 조건을 만족시키는 점 P의 개수

는 각각 4이다.

Û PHÓ=2, 즉 S=5일 때, 

조건을 만족시키는 점 P의 개수는 3이다.

Ü 2<PHÓ<4, 즉 5<S<10일 때, 

S=6, 7, 8, 9이고, 이것을 만족시키는 점 P의 개수

는 각각 2이다.

Ý PHÓ=4, 즉 S=10일 때, 

조건을 만족시키는 점 P의 개수는 1이다.

Ú ~ Ý에서 

m=4+4+3+2+2=15, n=4+4+2+2+1=13

∴ mn=15_13=195� 답 195

해결단계

➊ 단계
원 CÁ이 움직이는 영역과 원 Cª가 움직이는 영역의 공통부

분을 그림으로 나타낸다.

➋ 단계
➊ 단계 에서 구한 영역의 경계를 나타내는 직선의 방정식을 

구한다.

➌ 단계
➋ 단계 에서 구한 직선의 교점의 좌표를 구한 후, 두 원 CÁ, 
Cª가 움직이는 영역의 공통부분의 넓이를 구한다.

원 CÁ, Cª가 움직이는 영역을 좌표평면에 나타내면 각각 

[그림 1], [그림 2]와 같다.

y

xO

15
15

y=2x

y

xO

12

y=-x12

y

xO

15
15

y=2x

y

xO

12

y=-x12

[그림 1] [그림 2]

즉, 두 원 CÁ, Cª가 움직이는 영역의 공통부분은 다음 그

림과 같은 평행사변형이다.

직선 y=-x와 평행하면서 거리가 '2인 직선의 방정식

을 y=-x+a, 즉 x+y-a=0이라 하면 직선 y=-x 

03

본문 pp.30~31
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위의 한 점 (0, 0)과 직선 x+y-a=0 사이의 거리가 

'2이므로

|-a|

"Ã1Û`+1Û` 
='2

|a|=2    ∴ a=Ñ2

∴ y=-xÑ2

같은 방법으로 직선 y=2x와 평행하면서 거리가 '5인 직

선의 방정식을 y=2x+b, 즉 2x-y+b=0이라 하면 직

선 y=2x 위의 한 점 (0, 0)과 직선 2x-y+b=0 사이

의 거리가 '5이므로

|b|

"Ã2Û`+(-1)Û` 
='5

|b|=5    ∴ b=Ñ5

∴ y=2xÑ5

두 직선 y=2x+5와 y=-x-2의 교점을 A라 하면

A{- 7
3 , 

1
3 }

두 직선 y=2x-5와 y=-x-2의 교점을 B라 하면

B(1, -3)

∴ ABÓ‌�=¾Ð{ 103 }
Û`+{-10 

3 }
Û`	  

=
10'2
3

한편, 평행한 두 직선 y=-x+2, y=-x-2 사이의 거

리는

'2+'2=2'2
따라서 두 원이 움직이는 영역의 공통부분은 밑변의 길이

가 ABÓ=
10'2
3 이고 높이가 2'2인 평행사변형이므로 그 

넓이는

10'2
3 _2'2=40

3 � 답 
40
3

해결단계

➊ 단계
세 점 A, B, P를 지나는 원에서 호 AB에 대한 중심각의 

크기를 이용하여 삼각형 ABC의 모양을 확인한다.

➋ 단계 점 C와 선분 AB의 중점을 지나는 직선의 방정식을 구한다.

➌ 단계
점 C를 중심으로 하는 원의 방정식을 구한 후, 점 B의 좌표

를 대입하여 k의 값의 합을 구한다.  

세 점 A, B, P를 지나는 원에서 호 AB에 대한 원주각의 

크기가 ∠APB=45ù이므로 호 AB에 대한 중심각의 크

기는 ∠ACB=90ù이다.

즉, △ABC는 CAÓ=CBÓ인 직각이등변삼각형이고

ABÓ="Ã{3-(-9)}Û`+{5-(-1)}Û`=6'5
주어진 원의 반지름의 길이를�

45æ B

M

A

C

P
 

r이라 하면 직각이등변삼각형 

ABC에서 피타고라스 정리에 	

의하여

ABÓ Û`=CAÓ Û`+CBÓ Û`에서 

04

(6'5)Û`=rÛ`+rÛ`

rÛ`=90    ∴ r=3'¶10 (∵ r>0)

한편, 선분 AB의 중점을 M이라 하면

M{-9+3 
2 , 

-1+5  
2 }, 즉 M(-3, 2)

이때 직선 CM은 선분 AB의 수직이등분선이고 직선 	

AB의 기울기는 
5-(-1) 
3-(-9)

=1
2이므로 직선 CM의 기울

기는 -2이다.

즉, 직선 CM의 방정식은

y-2=-2{x-(-3)}  

 ∴ y=-2x-4

점 C의 좌표를 (a, -2a-4)라 하면 점 C를 중심으로 

하는 원의 방정식은

(x-a)Û`+(y+2a+4)Û`=(3'¶10)Û`
점 B(3, 5)가 이 원 위에 있으므로

(3-a)Û`+(9+2a)Û`=90

5aÛ`+30a=0, aÛ`+6a=0

a(a+6)=0 

∴ a=-6 또는 a=0

즉, C(-6, 8) 또는 C(0, -4)이므로

OCÓ="Ã(-6)Û`+8Û`=10 또는 OCÓ=|-4|=4

∴ k=4 또는 k=10

따라서 모든 k의 값의 합은 

4+10=14� 답 14

원주각과 중심각의 크기

⑴ ‌�한 원에서 한 호에 대한 원주각의 크기는 그  

호에 대한 중심각의 크기의 12 과 같다. 즉,	

    ∠APB= 1
2 ∠AOB

⑵ ‌�한 원에서 한 호에 대한 원주각의 크기는 모

두 같다. 즉,	 

    ∠APB=∠AQB�
⑶ ‌�반원의 호에 대한 원주각의 크기는 90ù이

다. 즉, 선분 AB가 원의 지름이면	

    ∠APB=90ù

BLACKLABEL 특강 필수 개념

해결단계

➊ 단계 두 원 CÁ, Cª의 방정식을 시각 t를 이용하여 나타낸다.

➋ 단계
두 원의 내부의 공통부분의 넓이가 최대인 경우를 파악하

고, 그때의 시각 t와 넓이 S를 각각 구한다.

➌ 단계 a+2S의 값을 구한다. 

원 CÁ은 반지름의 길이가 1이고, 중심은 점 (-10, 0)에

서 출발하여 x축을 따라 오른쪽 방향으로 매초 1의 속력

으로 움직이므로 t초 후의 원 CÁ의 중심의 좌표는 

(-10+t, 0)이고 원의 방정식은

CÁ`:`(x+10-t)Û`+yÛ`=1

05
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원 Cª는 반지름의 길이가 1이고, 중심은 점 (0, 8)에서 

출발하여 y축을 따라 아래쪽 방향으로 매초 1의 속력으로 

움직이므로 t초 후의 원 Cª의 중심의 좌표는 (0, 8-t)이

고 원의 방정식은

Cª`:`xÛ`+(y-8+t)Û`=1

두 원 CÁ, Cª의 내부의 공통부분의 넓이가 최대가 되려면 

두 원의 중심 사이의 거리가 최소이어야 한다.

"Ã(-10+t)Û`+(t-8)Û`

="ÃtÛ`-20t+100+tÛ`-16t+64

="Ã2tÛ`-36t+164

="Ã2(t-9)Û`+2

즉, 출발한 지 9초 후에 공통부분의 넓이가 최대이므로 

a=9

이때 t=9에서 두 원 CÁ, Cª의 방정식은 각각

‌�(x+1) Û`+y Û`=1, xÛ`+(y+1) Û`=1이므로 두 원의 내부

의 공통부분은 다음 그림의 색칠한 부분과 같다.

	

∴ ‌�S‌�=2_{(사분원의 넓이)	  

� -(직각이등변삼각형의 넓이)}	

=2_{p4 -
1
2 }	 	

=p2-1

∴ a+2S‌�=9+2_{p2-1}	  

=p+7� 답 p+7

해결단계

➊ 단계 세 점 P, Q, R의 좌표를 m, n을 이용하여 나타낸다.

➋ 단계 m=n일 때 점 P의 좌표를 구하여 ㄱ의 참, 거짓을 판별한다.

➌ 단계
점 { 4m 

m+n , 0}을 점 S라 하고, 두 직선 PS, SR의 기울기

를 이용하여 ㄴ의 참, 거짓을 판별한다. 

➍ 단계
두 삼각형 APQ, BQR이 서로 합동임을 이용하여 △PQR
이 직각이등변삼각형임을 파악하고 ㄷ의 참, 거짓을 판별한다.

세 점 P, Q, R의 좌표는 각각 

{m_0+n_0 
m+n , 

m_4+n_0  
m+n }    ∴ P{0, 4m  

m+n }

{m_4+n_0 
m+n , 

m_4+n_4  
m+n }    ∴ Q{ 4m  

m+n , 4}

{m_4+n_4 
m+n , 

m_0+n_4  
m+n }    ∴ R{4, 4n  

m+n }

ㄱ. ‌�m=n이면 P{0, 4m  
2m }    ∴ P(0, 2) (참)

ㄴ. 두 직선 PQ, QR의 기울기는 각각

4- 4m  
m+n
4m  

m+n 

=

4n  
m+n 
4m  

m+n 

= n  
m , 

06

4n  
m+n-4

4- 4m  
m+n

=

-4m  
m+n 
4n  

m+n 

=-m  
n  

이므로 두 직선의 기울기

O S C

BQ
A

P

R

C

y

x

의 곱은 -1이다, 

즉, 두 직선 PQ, QR은 

서로 수직이므로 선분 	

PR은 원 C의 지름이다.

점 { 4m  
m+n , 0}을 S라 

하면 두 직선 PS, SR의 기울기는 각각

- 4m  
m+n
4m  

m+n 

=-1, 

4n  
m+n

4- 4m  
m+n

=

4n  
m+n 
4n  

m+n 

=1

이므로 두 직선의 기울기의 곱은 -1이다, 

따라서 두 직선 PS, SR은 서로 수직이므로 점 S는 

선분 PR을 지름으로 하는 원 C 위에 있다. (참)

ㄷ. ‌�원 C의 중심은 선분 PR의 중점과 같으므로 원 C의 

중심의 좌표는 (2, 2)

원 C의 중심에서 x축에 내린 수선의 발을 H라 하면

SHÓ= 3
2

원 C의 반지름의 길이를

O
H

S C

BQ
A

P

R

C
r

2

3
2

y

x

 

r이라 하면 	

SHÓ Û`+2Û`=rÛ`

25 
4 =rÛ`    ∴ r=5

2

두 삼각형 APQ, 	BQR	

에서 

AQÓ=BRÓ=| 4m  
m+n |, 

∠A=∠B=90ù, 

∠AQP‌�=180ù-(90ù+∠BQR) 	  

=∠BRQ

∴ △APQª△BQR (ASA 합동)

따라서 PQÓ=QRÓ이므로 △PQR은 직각이등변삼각형

이고, PRÓ=2r=5이므로 

PQÓ= 5
'2=

5'2
2  (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다. 	 � 답 ⑤

다른 풀이

ㄷ. ‌�원 C의 중심은 선분 PR

3
O S TC

BQA

P

R

C

y

x

의 중점과 같으므로 원 C

의 중심의 좌표는 (2, 2)

원 C와 x축의 두 교점 중 

점 S{ 4m  
m+n , 0}이 아닌 

점을 T(t, 0)이라 하면 

선분 ST의 중점의 좌표가 (2, 0)이므로 

1
2 {

4m  
m+n+t}=2 

ㄴ에서 x축과 원 C의 교점

본문 p.31
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052      블랙라벨 공통수학 2

∴ t= 4n  
m+n

이때 STÓ=3이므로 | 4(n-m)  
m+n |=3

∴ PRÓ=¾̈(4-0)Û`+{ 4n  
m+n- 4m  

m+n }
Û`

=¾̈4Û`+[ 4(n-m)  
m+n ]Û`	  

="Ã4Û`+3Û`=5

△PQR은 PQÓ=QRÓ인 직각이등변삼각형이므로 	

PQÓ=PRÓ
'2 =5'2

2  (참)

해결단계

➊ 단계
원의 중심을 좌표평면의 원점에 놓고, 직선 l을 y=2로 놓

는다.

➋ 단계
원 위의 접점 A(xÁ, yÁ), B(xª, yª)에서 그은 접선의 방정

식을 구한 후, 이 접선이 점 P를 지날 조건을 파악한다.

➌ 단계
두 접점 A, B를 지나는 직선의 방정식을 구하여 원의 중심

과 점 Q 사이의 거리를 구한다.

오른쪽 그림과 같이 주어
 

 

 

진 원의 중심을 좌표평면 

위의 원점에 놓으면 반지

름의 길이가 1이므로 원

의 방정식은

xÛ`+yÛ`=1

원의 중심에서 2만큼 떨

어져 있는 직선 l을 x축에 평행하게 놓으면 직선 l의 방

정식은

y=2

이때 직선 l 위에 있는 임의의 한 점 P의 좌표를 (a, 2)

라 하고, 점 P에서 원에 그은 두 접선의 접점 A, B를

A(xÁ, yÁ), B(xª, yª)라 하면 접선의 방정식은

xÁ x+yÁ y=1, 

xª x+yª y=1

두 접선이 모두 점 P(a, 2)를 지나므로

axÁ+2yÁ=1, 

axª+2yª=1

즉, 직선 ax+2y=1은 두 점 A(xÁ, yÁ), B(xª, yª)를 

지나고, 두 점을 지나는 직선은 유일하므로 직선 AB의 

방정식은 ax+2y=1이다.

따라서 직선 AB는 a의 값에 관계없이 항상 점 Q{0, 12 }

을 지나므로 원의 중심과 점 Q 사이의 거리는 
1
2이다.

� 답 
1
2

07

해결단계

➊ 단계
y=mx, (x-1)Û̀ +(y-1)Û̀ =1을 연립하여 만든 이차방정

식이 서로 다른 두 실근을 가질 조건을 구한다.

➋ 단계
P(xÁ, yÁ), Q(xª, yª), M(X, Y)라 하고, X=

xÁ+xª
2 , 

Y=
yÁ+yª

2 로 치환하여 X, Y의 관계식을 구한다.

➌ 단계 X>0, Y>0일 때, 점 M이 나타내는 도형의 길이를 구한다.

두 점 P, Q를 P(xÁ, yÁ), Q(xª, yª)라 하면 두 점은 직

선 	y=mx 위에 있으므로

yÁ=mxÁ, yª=mxª

이때 xÁ, xª는 이차방정식 �  

(x-1)Û`+(mx-1)Û`=1, 즉

(mÛ̀ +1)xÛ̀ -2(m+1)x+1=0

의 두 근이므로 이 이차방정식이 

서로 다른 두 실근을 가져야 한

다. 이 이차방정식의 판별식을 

D라 하면

D
4 =(m+1)Û`-(mÛ`+1)>0

2m>0    ∴ m>0

또한, 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

xÁ+xª=
2(m+1)
mÛ`+1

따라서 선분 PQ의 중점 M의 좌표를 (X, Y)라 하면

X=
xÁ+xª

2 = m+1
mÛ`+1

� yy㉠

Y=
yÁ+yª

2 =
mxÁ+mxª

2 =mX    yy㉡

이때 m>0에서 X>0이므로 ㉡에서

m= Y
X

이것을 ㉠에 대입하면

X=

Y
X+1

{ Y
X }2`+1

=

X+Y
X

XÛ`+YÛ`
XÛ`

=
X(X+Y)

XÛ`+YÛ`

X>0이므로 XÛ`+YÛ`=X+Y

XÛ`-X+YÛ`-Y=0

∴ {X-1
2 } 2`+{Y-1

2 }2`=
1
2 `(단, X>0, Y>0)

즉, 점 M이 나타내는 도형은  

중심의 좌표가 { 12 , 
1
2 }이고, 

반지름의 길이가 ® 1
2  인 원

의 제 1 사분면의 부분이다.

이때 두 점 (1, 0), (0, 1)을 

지나는 직선이 원의 중심 {12 , 
1
2}을 지나므로 구하는 도형

의 길이는

1
2_2p_® 1

2  =
'2
2 p� 답 

'2
2 p

08
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해결단계

➊ 단계
기울기가 a이고, 두 원 xÛ`+yÛ`=1, (x-1)Û`+(y-6)Û`=1
에 접하는 직선의 방정식을 각각 구한다.

➋ 단계
➊ 단계 에서 구한 접선 중에서 가까운 두 직선 사이의 거리

가 4보다 크도록 하는 실수 a의 값의 범위를 구한다.

기울기가 a이고, 원 xÛ`+y Û`=1에 접하는 접선 중에서 위

쪽에 있는 접선의 방정식은

y=ax+"ÃaÛ`+1	 yy㉠

기울기가 a이고, 원 (x-1)Û`+(y-6)Û`=1에 접하는 접

선 중에서 아래쪽에 있는 접선의 방정식은

y=a(x-1)-"ÃaÛ`+1+6	 yy㉡ ← 본문 20쪽 비법노트Ⓓ

이때 원 C가 주어진 두 원 사이를 어느 원과도 만나지 않

으면서 통과하려면 ㉠, ㉡ 사이의 거리가 4보다 커야 한다.

즉, 직선 ㉡ 위의 한 점 (0, -a-"ÃaÛ̀ +1+6)과 직선 ㉠, 

즉 ax-y+"ÃaÛ̀ +1=0 사이의 거리가 4보다 커야 하므로

|a+"ÃaÛ`+1-6+"ÃaÛ`+1|
"ÃaÛ`+(-1)Û`

>4

|a-6+2"ÃaÛ`+1|>4"ÃaÛ`+1

∴ a-6+2"ÃaÛ`+1>4"ÃaÛ`+1 또는 	  

� a-6+2"ÃaÛ`+1<-4"ÃaÛ`+1

Ú	‌�a-6+2"ÃaÛ`+1>4"ÃaÛ`+1에서

	 a-6>2"ÃaÛ`+1	 yy㉢

	‌� 이때 두 원 xÛ`+yÛ`=1, (x-1)Û`+(y-6)Û`=1의 중심 

(0, 0), (1, 6)을 지나는 직선의 기울기가 	  

6-0
1-0=6이므로 a의 값이 6보다 작아야 한다.	  

즉, ㉢의 좌변이 음수가 되므로 부등식 ㉢이 성립하는 

실수 a의 값은 존재하지 않는다.

Û	‌�a-6+2"ÃaÛ`+1<-4"ÃaÛ`+1에서 	  

6"ÃaÛ`+1<6-a	  

위의 부등식의 양변을 제곱하면	 

36(aÛ`+1)<aÛ`-12a+36	  

35aÛ`+12a<0	  

a(35a+12)<0	  

∴ -12
35<a<0

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 실수 a의 값의 범위는

-12
35<a<0� 답 -12

35<a<0

해결단계

➊ 단계
삼각형 ABC의 무게중심을 이용하여 선분 BC의 중점 M
의 좌표를 구하고, 변 BC의 길이를 구한다. 

➋ 단계
직선 BC의 방정식을 구하고, 점 A(-5, -1)과 직선 BC 

사이의 거리를 구한다.

➌ 단계 삼각형 ABC의 넓이를 구한다. 

중심이 원점 O이고 세 점 A(-5, -1), B, C를 지나는 

원을 C라 하면 반지름의 길이는 OAÓ="Ã5Û`+1Û`='¶26이
므로 원 C의 방정식은 C`:`xÛ`+yÛ`=26

09

10

O

A B

C
C

MG

y

x

위의 그림과 같이 삼각형 ABC에서 변 BC의 중점을 	

M(a, b)라 하고, 삼각형 ABC의 무게중심을 G라 하자. 

점 G(-1, 1)은 선분 AM을 2`:`1로 내분하므로

2_a+1_(-5)
2+1 =-1에서 a=1

2_b+1_(-1)
2+1 =1에서 b=2

즉, 점 M의 좌표는 (1, 2)이다. 

∴ OMÓ="Ã1Û`+2Û`='5 
OMÓ⊥BCÓ이므로 △OMB는 직각삼각형이다.

∴ BMÓ=¿¹OBÓ Û`-OÕMÓ Û`='Ä¶26-5='¶21
∴ BCÓ=2BMÓ=2'¶21
한편, 직선 OM의 방정식은

y=2x

직선 BC는 점 M(1, 2)를 지나고 직선 OM과 수직이므

로 직선 BC의 방정식은

y-2=-1
2(x-1)    ∴ x+2y-5=0

점 A(-5, -1)과 직선 BC 사이의 거리를 h라 하면

h=
|1_(-5)+2_(-1)-5|

"Ã1Û`+2Û`
=

12'5
5

따라서 삼각형 ABC의 넓이는

1
2_BCÓ_h=1

2_2'¶21_12'5
5 =12 

5 '¶105

즉, p=5, q=12이므로

p+q=17� 답 17

원의 중심과 현의 수직이등분선

⑴ ‌�원의 중심에서 현에 내린 수선은 그 현을

MA B

O

 

이등분한다.

ABÓ⊥OMÓ이면 AMÓ=BMÓ
⑵ ‌�원에서 현의 수직이등분선은 그 원의 중심

을 지난다. (현의 수직이등분선은 원의 지

름의 양 끝 점을 지난다.)

BLACKLABEL 특강 필수 개념

해결단계

➊ 단계

주어진 두 원의 교점을 지나는 원의 방정식을 	

m(xÛ`+yÛ`-k)+(xÛ`+yÛ`-8x-6y+21)=0`(m+-1)
이라 한다.

➋ 단계
원 CÁ의 중심과 반지름의 길이 사이의 관계를 이용하여 m, 

k의 값을 구한다. 

➌ 단계
원 Cª의 중심과 반지름의 길이 사이의 관계를 이용하여 m
의 값을 구하고 원 Cª의 반지름의 길이를 구한다.

11

본문 pp.31~32
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xÛ`+yÛ`=k, (x-4)Û`+(y-3)Û`=4에서 

xÛ`+yÛ`-k=0, xÛ`+yÛ`-8x-6y+21=0

이 두 원의 교점을 지나는 원의 방정식을

m(xÛ`+yÛ`-k)+(xÛ`+yÛ`-8x-6y+21)=0 

� (단, m+-1)

이라 하면

(m+1)xÛ`+(m+1)yÛ`-8x-6y-mk+21=0

xÛ`+yÛ`- 8 
m+1 x-

6
m+1 y+

-mk+21 
m+1 =0

∴ ‌�{x- 4 
m+1 }

Û`+{y- 3 
m+1 }

Û`	

=
(mk-21)(m+1)+25

(m+1)Û`
    yy㉠

원 CÁ의 중심의 좌표는 (16, 12)이고, 이 원이 y축에 접

하므로 반지름의 길이는 16이다.  

즉, 
4 

m+1 =16에서 m=-3
4

(mk-21)(m+1)+25
(m+1)Û`

=16Û`에서

1
4 {-

3
4k-21}+25=16, 34 k=15 

∴ k=20

이것을 ㉠에 대입하여 정리하면 

{x- 4 
m+1 }

Û`+{y- 3 
m+1 }

Û`= 20mÛ`-m+4 
(m+1)Û`

원 Cª의 중심의 좌표는 { 4 
m+1 , 

3 
m+1 }이고, 이 원이 y

축에 접하므로 반지름의 길이는 | 4 
m+1 |이다. 즉, 

{ 4 
m+1 }

Û`= 20mÛ`-m+4 
(m+1)Û`

에서

20mÛ`-m+4=16, 20mÛ`-m-12=0

(4m+3)(5m-4)=0 

∴ m=-3
4  또는 m=4

5

그런데 두 원 CÁ, Cª는 서로 다른 원이므로 m=4
5

즉, 원 Cª의 방정식은

{x-20 
9 }

Û`+{y-5  
3 }

Û`={ 20 9 }
Û`

따라서 원 Cª의 반지름의 길이는 
20 
9 이므로

p=9, q=20    ∴ p+q=29� 답 29

다른 풀이

xÛ`+yÛ`=k, (x-4)Û`+(y-3)Û`=4에서

xÛ`+yÛ`-k=0, xÛ`+yÛ`-8x-6y+21=0 

이 두 원의 교점을 지나는 직선의 방정식은

(xÛ`+yÛ`-k)-(xÛ`+yÛ`-8x-6y+21)=0

∴ 8x+6y-k-21=0 	  yy㉡

원 CÁ의 중심의 좌표는 (16, 12)이고, 이 원이 y축에 접

하므로 반지름의 길이는 16이다. 

즉, 원 CÁ의 방정식은 

(x-16)Û`+(y-12)Û`=256

∴ xÛ`+yÛ`-32x-24y+144=0

이때 두 원 

xÛ`+y Û`-8x-6y+21=0, xÛ`+yÛ`-32x-24y+144=0

의 교점을 지나는 직선의 방정식은

(xÛ̀ +yÛ̀ -8x-6y+21)-(xÛ̀ +yÛ̀ -32x-24y+144)=0

24x+18y-123=0

∴ 8x+6y-41=0  	   yy㉢

두 직선 ㉡, ㉢이 일치해야 하므로

-41=-k-21    ∴ k=20

원 Cª의 중심의 좌표를 (a, b)라 하면 이 원이 y축에 접

하므로 반지름의 길이는 |a|이다. 

즉, 원 Cª의 방정식은 

(x-a)Û`+(y-b)Û`=aÛ`

∴ xÛ`+y Û`-2ax-2by+bÛ`=0

두 원 xÛ`+yÛ`-20=0, xÛ`+yÛ`-2ax-2by+bÛ`=0의 교

점을 지나는 직선의 방정식은

(xÛ`+yÛ`-20)-(xÛ`+yÛ`-2ax-2by+bÛ`)=0

2ax+2by-20-bÛ`=0

이 직선이 ㉢과 일치해야 하므로

2a 
8 =2b 

6 =20+bÛ` 
41

b 
3 =

20+bÛ`  
41 에서 3bÛ`-41b+60=0

(3b-5)(b-12)=0

이때 b=12이면 두 원 CÁ, Cª는 서로 같으므로

b=5 
3  

a 
4=

b 
3 에서 a=20  

9 

따라서 원 Cª의 반지름의 길이는 
20  
9 이므로

p=9, q=20    ∴ p+q=29 	
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Ⅰ. 도형의 방정식     055

3. 도형의 이동

01 ②	 02 ⑤	 03 ②	 04 2	 05 ④	

06 1	 07 ③	 08 8 	 09 ③	 10 6	

11 ⑤	 12 ①	 13 ④ 	 14 ①   

pp.34~35출제율 100%  우수 기출 대표 문제STEP1

점 A(1, 3)이 A'(a, 1)로, 점 B(-2, 7)이 B'(1, b)로 

각각 옮겨졌으므로 주어진 평행이동은 x축의 방향으로 3

만큼, y축의 방향으로 -2만큼 평행이동하는 것이다.

즉, 1+3=a, 7-2=b이므로

a=4, b=5

따라서 점 (4, 5)를 x축의 방향으로 3만큼, y축의 방향으

로 -2만큼 평행이동하면 (7, 3)이다.� 답 ②

점 A(3, -1)을 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 

-4만큼 평행이동한 점 B의 좌표는 (4, -5)이므로 직

선 AB의 방정식은

y-(-5)=
-5-(-1)

4-3 (x-4)  

∴ 4x+y-11=0

이 직선을 x축의 방향으로 3만큼, y축의 방향으로 1만큼 

평행이동한 직선의 방정식은

4(x-3)+(y-1)-11=0 

∴ 4x+y-24=0

따라서 a=4, b=-24이므로

a-b=4-(-24)=28� 답 ⑤

점 P(x, y)를 x축의 방향으로 a만큼, � y

b

aP(x,`y)

P'(x+a,`y+b)

xO

y축의 방향으로 b만큼 평행이동한 점을 

P'이라 하면 P'(x+a, y+b)이므로 직

선 PP'의 기울기는 

(y+b)-y 
(x+a)-x

= b
a  

따라서 이 문제에서 직선 AB의 기울기

는 -4 
1 =-4이다. 

BLACKLABEL 특강 참고

원 (x-1)Û`+(y+5)Û`=13의 중심의 좌표는 (1, -5)이

므로 이 원을 x축의 방향으로 k만큼 평행이동한 원을 C

라 하면 원 C의 중심의 좌표는 (1+k, -5)이고 반지름

의 길이는 '¶13이다.

원 C와 직선 2x-3y+5=0이 서로 다른 두 점에서 만나

려면 원 C의 중심과 직선 2x-3y+5=0 사이의 거리가 

반지름의 길이인 '¶13보다 작아야 하므로 

01

02

03

|2_(1+k)-3_(-5)+5|
"Ã2Û`+(-3)Û`

<'¶13

|2k+22|<13

-13<2k+22<13

∴ -35
2 <k<-9

2

따라서 조건을 만족시키는 정수 k는 -17, -16, -15, 

y, -5이므로

M=-5, m=-17

∴ Mm=85� 답 ②

y‌�=xÛ`-4x	  

=(x-2)Û`-4

에서 포물선 y=x Û`-4x의 꼭짓점의 좌표는 (2, -4)

y‌�=xÛ`-10x+20	  

=(x-5)Û`-5

에서 포물선 y=xÛ̀ -10x+20의 꼭짓점의 좌표는 (5, -5)

주어진 평행이동은 점 (2, -4)를 점 (5, -5)로 옮기므

로 x축의 방향으로 3만큼, y축의 방향으로 -1만큼 평행

이동한 것이다.

직선 l`:`x+2y-1=0을 x축의 방향으로 3만큼, y축의 

방향으로 -1만큼 평행이동한 직선 l'의 방정식은 	

(x-3)+2(y+1)-1=0

∴ l'`:`x+2y-2=0

두 직선 l, l'은 평행하므로 두 직선 사이의 거리 d는 직

선 x+2y-1=0 위의 점 (1, 0)과 직선 x+2y-2=0 

사이의 거리와 같다.

∴ d=
|1_1+2_0-2|

"Ã1Û`+2Û`
= 1
'5

∴ 10dÛ`=10_1
5=2 	� 답 2

다른 풀이 1

주어진 평행이동이 x축의 방향으로 a만큼, y축의 방향으

로 b만큼 평행이동하는 것이라 하고, 포물선 y=xÛ`-4x

를 평행이동하면 

y-b=(x-a)Û`-4(x-a)

y=xÛ`-2(a+2)x+aÛ`+4a+b

이 포물선의 방정식이 y=xÛ`-10x+20이므로 

a+2=5, aÛ`+4a+b=20

위의 두 식을 연립하여 풀면

a=3, b=-1

다음은 와 같다.

다른 풀이 2

에서 평행한 두 직선 l, l' 사이의 거리 d는

d=
|-1-(-2)|
"Ã1Û`+2Û`

= 1
'5=

'5
5  

∴ 10dÛ`=10_1
5=2 

04



← 본문 8쪽 비법노트Ⓓ

본문 pp.32~34
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056      블랙라벨 공통수학 2

직선 y=-2x+2 위의 점 P의 좌표를 (a, b)라 하면

b=-2a+2    yy㉠

점 P(a, b)를 x축에 대하여 대칭이동한 점은 Q(a, -b), 

y축에 대하여 대칭이동한 점은 R(-a, b)이므로

QRÓ‌�="Ã(-a-a)Û`+{b-(-b)}Û`	  

=2"ÃaÛ̀ +bÛ̀ 	 

=2"ÃaÛ̀ +(-2a+2) Û``(∵ ㉠)	 

=2"Ã5aÛ̀ -8a+4	  

=2®É5{a-4
5 } 2`+

4
5

따라서 선분 QR의 길이는 a=4
5일 때 최소이므로 이때

의 점 P의 좌표는 { 45 , 
2
5 }이다.� 답 ④

직선 y=-2x+k`(k>0)와 이 직

선을 x축, y축, 원점에 대하여 각각 

대칭이동시켰을 때 생기는 모든 직

선으로 둘러싸인 도형은 오른쪽 그

림과 같다.

이때 이 도형의 넓이가 1이므로

4_{ 12_
k
2_k}=1에서 kÛ̀ =1  

∴ k=1 (∵ k>0)� 답 1

C`:`xÛ`+yÛ`-8x-2y+15=0에서

C`:`(x-4) Û`+(y-1)Û`=2

즉, 원 C의 중심의 좌표는 (4, 1)이고 반지름의 길이는 

'2이다.

원 C를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 원 C'의 방정식은

(y-4)Û`+(x-1)Û`=2

∴ C'`:`(x-1)Û`+(y-4)Û`=2

즉, 원 C'의 중심의 좌표는 (1, 4)이고 반지름의 길이는 

'2이다.

다음 그림과 같이 두 원 C, C'의 중심을 각각 A, B라 하

고, 직선 AB가 두 원 C, C'과 만나는 점 중 선분 AB 위

의 점을 각각 PÁ, QÁ, 선분 AB 위의 점이 아닌 점을 각각 

Pª, Qª라 하자. 

선분 PQ의 길이의 최댓값은 선분 PªQª의 길이와 같고, 

최솟값은 선분 PÁQÁ의 길이와 같다.

y

x
O

y=x

1

4

1

B
Qª

Pª

QÁ
PÁ

C'

CA
4

05

06

07

 

A(4, 1), B(1, 4)이므로

ABÓ="Ã(1-4)Û`+(4-1)Û̀ =3'2에서

M=PªQªÓ=ABÓ+APªÓ+BQªÓ

=3'2+'2+'2=5'2
m=PÁQÁÓ=ABÓ-APÓÁ-BQÁÓ

=3'2-'2-'2='2
∴ MÛ`+mÛ`=50+2=52	  � 답 ③

다른 풀이

에서 원 C를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 원 C'의 

중심의 좌표는 (1, 4)이고 반지름의 길이는 '2이므로

C'`:`(x-1) Û`+(y-4) Û`=2

다음은 와 같다.�

y=xÛ`+2x-5에서 y=(x+1)Û`-6

이 포물선을 원점에 대하여 대칭이동한 포물선의 방정식은

-y=(-x+1)Û`-6

∴ y=-(x-1)Û̀ +6

이 포물선의 꼭짓점의 좌표는 (1, 6)이고, 이 점은 직선 	

y=-2x+k 위에 있으므로

6=-2+k    ∴ k=8	 � 답 8

다른 풀이

y=xÛ`+2x-5에서 y=(x+1)Û`-6

이 포물선의 꼭짓점의 좌표는 (-1, -6)이므로 이 포물

선을 원점에 대하여 대칭이동한 포물선의 꼭짓점의 좌표

는 (1, 6)이다.

점 (1, 6)이 직선 y=-2x+k 위에 있으므로

6=-2+k    ∴ k=8�

점 A(-2, 7)을 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점 B

의 좌표는 (7, -2)

점 B(7, -2)를 x축의 방향으로 3만큼, y축의 방향으로 

k만큼 평행이동한 점 C의 좌표는 (10, -2+k)

두 점 A, B를 지나는 직선의 방정식은

y-7= -2-7 
7-(-2)

{x-(-2)}, 즉 y=-x+5

세 점 A, B, C가 한 직선 위에 있으려면 점 C가 직선 

y=-x+5 위에 있어야 하므로

-2+k=-10+5    ∴ k=-3 � 답 ③

다른 풀이

에서 세 점 A, B, C가 한 직선 위에 있으려면 직선 AB

의 기울기와 직선 BC의 기울기가 서로 같아야 한다. 

직선 AB의 기울기는 
-2-7 
7-(-2)

=-1

08

09
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직선 BC의 기울기는 
-2+k-(-2)

10-7 = k
3

즉, 
k
3=-1이므로 k=-3	

직선 AB는 직선 y=x와 수직이므로 직선 AB

y=x

A

B

의 기울기는 -1이다.

BLACKLABEL 특강 참고

�

원 (x-a)Û`+(y-b)Û`=16을 y축에 대하여 대칭이동한 

원의 방정식은

(-x-a)Û`+(y-b)Û`=16 

∴ (x+a)Û`+(y-b)Û`=16

이 원을 y축의 방향으로 2만큼 평행이동한 원의 방정식은

(x+a)Û`+(y-2-b)Û̀ =16

즉, 중심의 좌표가 (-a, 2+b)이고 반지름의 길이가 4

인 원이 x축, y축에 동시에 접하므로

4=|-a|=|2+b| 

∴ a=4, b=2 (∵ a>0, b>0)

∴ a+b=6 � 답 6

다른 풀이

원 (x-a)Û`+(y-b)Û`=16의 중심 (a, b)를 y축에 대하

여 대칭이동한 점의 좌표는

(-a, b)

이 점을 y축의 방향으로 2만큼 평행이동한 점의 좌표는

(-a, 2+b)

다음은 와 같다.�

방정식 f(x, y)=0이 나타내는 도형을 평행이동 또는 대

칭이동을 이용하여 도형 f(y, x-1)=0이 되도록 하려

면 다음의 순서로 이동해야 한다.

Ú ‌�방정식 f(x, y)=0이 나타내는 도

O

1

1

y

x

형을 직선 y=x에 대하여 대칭이동

하면 오른쪽 그림과 같고 도형의 방

정식은

f(y, x)=0

Û ‌�방정식 f(y, x)=0이 나타내는 도

O

1

1 2

y

x

형을 x축의 방향으로 1만큼 평행이

동하면 오른쪽 그림과 같고 도형의 

방정식은

f(y, x-1)=0

Ú, Û에서 방정식 f(y, x-1)=0이 나타내는 도형은 

⑤와 같다.� 답 ⑤

10



11

다른 풀이

방정식 f(x, y)=0이 나타내는 도형을 y축의 방향으로 1

만큼 평행이동한 도형의 방정식은

f(x, y-1)=0

방정식 f(x, y-1)=0이 나타내는 도형을 직선 y=x에 

대하여 대칭이동한 도형의 방정식은

f(y, x-1)=0

` f(x, y)=0 1Ú f(y, x)=0 1Ú f(y, x-1)=0� yy㉠

	
직선 y=x에 

대하여 대칭이동
	

x축의 방향으로

1만큼 평행이동

` f(x, y)=0 1Ú f(x-1, y)=0 1Ú f(y-1, x)=0� yy㉡

	
x축의 방향으로

1만큼 평행이동
	

직선 y=x에

대하여 대칭이동

㉠, ㉡에서 알 수 있듯이 대칭이동과 평행이동의 순서가 바뀌면 결과

가 달라지므로 순서에 유의해야 한다.

BLACKLABEL 특강 오답 피하기

점 A의 좌표를 (a, b)라 하자.

점 A를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점은 P(b, a)이

고 점 P와 점 Q가 y축에 대하여 대칭이므로 Q(-b, a)

이다.

이때 점 A를 점 (1, -2)에 대하여 대칭이동한 점이 Q

이므로 점 (1, -2)는 두 점 A, Q를 이은 선분 AQ의 중

점이다. 

즉, A(a, b), Q(-b, a)에 대하여 

a+(-b)
2 =1, b+a

2 =-2

∴ a-b=2, a+b=-4

위의 두 식을 연립하여 풀면 a=-1, b=-3

따라서 구하는 점 A의 좌표는 (-1, -3)이다.� 답 ①

다른 풀이

점 A의 좌표를 (a, b)라 하면 점 A를 직선 y=x에 대하

여 대칭이동한 점은 P(b, a)이고, 점 (1, -2)에 대하여 

대칭이동한 점은 Q(2-a, -4-b)이다.

이때 두 점 P, Q가 y축에 대하여 대칭이므로

-b=2-a, a=-4-b

위의 두 식을 연립하여 풀면 a=-1, b=-3

따라서 구하는 점 A의 좌표는 (-1, -3)이다.

점 (1, 2)를 A, 점 (a, b)를 A'이라 하자.

Ú	‌�선분 AA'의 중점 { a+1
2 , 

b+2
2 }가 직선 y=3x+2 

위에 있으므로	  

b+2
2 =3_ a+1

2 +2

	 b+2=3a+3+4

	 ∴ 3a-b=-5	 yy㉠

12

13

본문 pp.34~35
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Û ‌�직선 AA'이 직선 y=3x+2와 수직이므로	  

b-2
a-1=-1

3

	 a-1=6-3b

	 ∴ a+3b=7	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=-4
5 , b=13

5

∴ a+b=9
5 � 답 ④

점 A(9, 2)를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점을 A'이

라 하면

A'(2, 9)

이때 PAÓ=PÕA'Ó이므로�

PAÓ+PBÓ‌�=PÕA'Ó+PBÓ� 	

¾AÕ'BÓ

즉, PÕAÓ+PBÓ의 값이 최소

가 되려면 오른쪽 그림과 

같이 점 P는 직선 y=x와 

직선 A'B의 교점이어야 

한다.

이때 두 점 A'(2, 9), B(8, 6)을 지나는 직선의 방정식은

y-9=6-9
8-2(x-2)    ∴ y=-1

2x+10

두 직선 y=-1
2x+10, y=x의 교점 P의 x좌표가 a이

므로

-1
2 a+10=a

3
2 a=10    ∴ 3a=20� 답 ①

01 ③	 02 ④	 03 6	 04 26	 05 8

06 9	 07 15	 08 25 	 09 ①	 10 ③	

11 5
2

	 12 ②	 13 ①	 14 ③	

15 y=-3x+3	 16 ①	 17 ⑤	 18 ④	

19 17	 20 3	 21 ②	 22 ⑤	 23 103	

24 ④

pp.36~391등급을 위한 최고의 변별력 문제STEP2

점 (2, -1)을 점 (1, 1)로 옮기기 위해서는 x축의 방향

으로 -1만큼, y축의 방향으로 2만큼 평행이동하면 되므

로 주어진 평행이동은

(x, y) 2Ú`(x-1, y+2)

14

0101

이 평행이동에 의하여 직선 3x-y+2=0이 옮겨지는 직

선 l의 방정식은 

3(x+1)-(y-2)+2=0

∴ l：3x-y+7=0    yy㉠

직선 l이 두 원의 넓이를 동시에 이등분하기 위해서는 두 

원의 중심을 동시에 지나야 한다.

xÛ`-4x+yÛ̀ -2ay-9=0에서

(x-2) Û`+(y-a)Û`=aÛ`+13

xÛ`-2bx+yÛ`-2y-1=0에서

(x-b)Û`+(y-1)Û`=bÛ̀ +2

두 원의 중심의 좌표는 각각 (2, a), (b, 1)이고, 직선 ㉠

은 이 두 점을 지나야 하므로

6-a+7=0, 3b-1+7=0

∴ a=13, b=-2

∴ aÛ`+bÛ̀ =13Û`+(-2) Û`=173� 답 ③

이차함수 y=-xÛ`의 그래프를 x축의 방향으로 4만큼, 	

y축의 방향으로 2만큼 평행이동한 그래프의 방정식은

y-2=-(x-4) Û`    ∴ y=-xÛ`+8x-14 

두 이차함수 y=-xÛ`+8x-14, y=xÛ`+ax+b의 그래

프가 오직 한 점에서 만나므로 이차방정식 

-xÛ`+8x-14=xÛ`+ax+b, 즉

2xÛ`+(a-8)x+b+14=0은 중근을 가져야 한다. 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면 D=0이어야 하므로

(a-8)Û`-8(b+14)=0

∴ b=1
8 (a-8) Û`-14

따라서 점 (a, b)가 나타내는 도형은 이차함수 	

y=1
8(x-8) Û`-14의 그래프이고 이 함수의 그래프와 y

축이 만나는 점의 y좌표가 c이므로

c=1
8 (0-8) Û`-14=-6 � 답 ④

a+0, b+0이므로  조건 ㈎에 의하여

a>0, b<0  	   yy㉠

조건 ㈏에 의하여 복소수 z는 순허수이므로

[` 
a+b-2=0

a-b=4 또는 a-b=-4

그런데 ㉠에서 a-b>0이므로 a-b=4

즉, a+b-2=0, a-b=4를 연립하여 풀면

a=3, b=-1

∴ (x, y) 2Ú`(x+3, y-1)

이 평행이동에 의하여 원 xÛ̀ +yÛ`=10이 옮겨지는 원의 방

정식은

(x-3) Û`+(y+1) Û`=10 	  yy㉡

02

03
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(x-6) Û`+(y-3) Û`=1

∴ xÛ̀ +yÛ`-12x-6y+44=0

따라서 a=-12, b=-6, c=44이므로

a+b+c=26� 답 26

다른 풀이

직각삼각형 OAB에 내접하는 원의 중심을 C, 반지름의 

길이를 r (0<r<3)이라 하면 C(r, r)이고

△OAB=△COA+△COB+△CAB

1
2_3_4=1

2_r_OAÓ+1
2_r_OBÓ+1

2_r_ABÓ

1
2  r_(4+3+5)=6    ∴ r=1

다음은 와 같다.

원 C는 y축에 접하므로 중심의 좌표를 (1, p)라 하면 원 

C가 직선 l`:`x+y-8=0에 접하므로 원의 중심과 직선 l 

사이의 거리는 원의 반지름의 길이인 1과 같다. 즉,

|1+p-8|
'2 =1에서 |p-7|='2

∴ p=7Ñ'2
그런데 p>8이므로 p=7+'2
원 C'은 x축에 접하므로 중심의 좌표를 (q, 1)이라 하면 

원 C'도 직선 l`:`x+y-8=0에 접하므로 원의 중심과 직

선 l 사이의 거리는 원의 반지름의 길이인 1과 같다. 즉,

|q+1-8|
'2 =1에서 |q-7|='2

∴ q=7Ñ'2
그런데 0<q<8이므로 q=7-'2
이때 원 C의 중심 (1, 7+'2)를 x축의 방향으로 a만큼, 

y축의 방향으로 b만큼 평행이동한 점이 원 C'의 중심 

(7-'2, 1)이므로

1+a=7-'2, 7+'2+b=1

∴ a=6-'2, b=-6-'2
∴ (a+b)Û`=(-2'2) Û`=8� 답 8

다른 풀이

원 C의 중심의 좌표를 (1, p)라 하면

|1+p-8|
'2 =1에서 p=7+'2 (∵ p>8)

즉, 원 C의 중심의 좌표는 (1, 7+'2)이다.

원을 평행이동하면 원의 중심도 똑같이 평행이동되므로 

원 C를 x축의 방향으로 a만큼, y축의 방향으로 b만큼 평

행이동한 원 C'의 중심의 좌표는

(1+a, 7+'2+b)

그런데 원 C'이 x축에 접하고 반지름의 길이가 1이므로

7+'2+b=1    ∴ b=-6-'2
또한, 원 C'이 직선 x+y-8=0에 접하므로 원 C'의 중심 

(1+a, 1)과 직선 x+y-8=0 사이의 거리는 원의 반지

름의 길이인 1과 같다. 즉,

05

원 ㉡이 x축에 의하여 잘리는 현의 길이는 원 ㉡과 x축이 

만나는 두 점 사이의 거리와 같다.

원 ㉡과 x축의 교점의 x좌표는

(x-3) Û`+(0+1)Û`=10

(x-3) Û`=9, x-3=Ñ3

∴ x=6 또는 x=0

따라서 원 ㉡과 x축의 두 교점은 (6, 0), (0, 0)이므로 

구하는 현의 길이는

6-0=6� 답 6

단계 채점 기준 배점

㈎ 조건 ㈎, ㈏를 이용하여 a, b의 값을 각각 구한 경우 40%

㈏ 평행이동을 구하고 옮겨진 원의 방정식을 구한 경우 30%

㈐ 원이 x축에 의하여 잘리는 현의 길이를 구한 경우 30%

zÛ`이 실수일 조건

복소수 z=a+bi`(a, b는 실수, i='¶-1)에서 zÛ`=aÛ`-bÛ`+2abi
이때 a=0, b+0이면 zÛ`=-bÛ`<0
즉, z가 순허수이면 zÛ`은 음의 실수이다.

또한, b=0이면 zÛ`=aÛ`¾0
즉, z가 실수이면 zÛ`은 음이 아닌 실수이다.

음수의 제곱근

a¾0, b<0이면 
'a
'b =-® a

b 이고,

'a
'b =-® a

b 이면 a>0, b<0이거나 a=0이다.

BLACKLABEL 특강 필수 개념

두 삼각형 OAB, O'A'B'에 내접하는 원을 각각 C, C'이

라 하자. 원 C의 반지름의 길이를 r (0<r<3)이라 하면 

원 C는 x축, y축에 모두 접하고 중심이 제1사분면 위에 

있으므로 중심의 좌표는 (r, r)이다.

두 점 A(4, 0), B(0, 3)에 대하여 직선 AB의 x절편이 

4, y절편이 3이므로 직선 AB의 방정식은

x
4 +

y
3=1

∴ 3x+4y-12=0

이때 원 C는 직선 AB에 접하므로 원의 중심 (r, r)과 

직선 AB 사이의 거리는 원의 반지름의 길이인 r과 같다. 

즉, 
|3r+4r-12|
"Ã3Û`+4Û`

=r에서

|7r-12|=5r

7r-12=5r 또는 7r-12=-5r

∴ r=6 또는 r=1

그런데 0<r<3이므로 r=1

즉, 원 C의 방정식은 (x-1)Û`+(y-1) Û`=1이다.

한편, 점 A(4, 0)이 점 A'(9, 2)로 옮겨졌으므로 x축의 

방향으로 5만큼, y축의 방향으로 2만큼 평행이동한 것이

고, 이 평행이동에 의하여 원 C가 옮겨지는 원 C'의 방정

식은

(x-5-1)Û`+(y-2-1)Û`=1

04


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|1+a+1-8|
'2 =1에서 |a-6|='2

∴ a=6Ñ'2
그런데 원 C'의 중심의 x좌표가 8보다 작으므로

1+a<8    ∴ a<7

즉, a=6-'2이므로

a+b=-2'2
∴ (a+b)Û`=(-2'2)Û`=8

직선 2x+y-3=0을 y축에 대하여 대칭이동한 직선의 

방정식은

-2x+y-3=0

위의 직선을 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 직선의 방

정식은

-2y+x-3=0    ∴ l：x-2y-3=0

이때 원 (x-a)Û`+(y-3) Û`=aÛ̀ 이 직선 l에 대하여 대칭

이려면 원의 중심 (a, 3)이 직선 l 위에 있어야 하므로

a-6-3=0

∴ a=9� 답 9

두 점 A(1, 2), B(5, 5) 사이의 거리는

ABÓ="Ã(5-1)Û`+(5-2)Û`='¶25=5

한편, 점 A(1, 2)를 직선 y=x
y=x

A

A'

C

B

에 대하여 대칭이동한 점이 A'

이고 점 B(5, 5)는 직선 y=x 

위에 있으므로

A'BÓ=ABÓ=5

직선 AB의 방정식은

y-2=5-2 
5-1 (x-1) 

∴ 3x-4y+5=0

점 C(k, 2k-5)와 직선 AB 사이의 거리를 hÁ이라 하면

hÁ= |3k-4(2k-5)+5|
"Ã3Û`+(-4)Û`

= |-5k+25|
5

=|-k+5|=5-k (∵ k<5)

즉, 삼각형 ABC의 넓이는

1
2_ABÓ_hÁ=1

2_5_(5-k)=25-5k 
2

직선 A'B는 직선 AB를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 

직선이므로 직선 A'B의 방정식은

3y-4x+5=0    ∴ 4x-3y-5=0

점 C(k, 2k-5)와 직선 A'B 사이의 거리를 hª라 하면

hª= |4k-3(2k-5)-5|
"Ã4Û`+(-3)Û`

= |-2k+10|
5

=10-2k  
5  (∵ k<5)

06

07

즉, 삼각형 A'BC의 넓이는

1
2_A'BÓ_hª=1

2_5_10-2k 
5 =5-k

이때 두 삼각형 ABC, A'BC의 넓이의 합이 10이므로

25-5k 
2 +5-k=10

35-7k=20    ∴ 7k=15 � 답 15

원 CÁ：(x-1)Û`+(y-2) Û`=k를 x축에 대하여 대칭이동

한 원의 방정식은

(x-1) Û`+(-y-2)Û`=k

∴ (x-1) Û`+(y+2)Û`=k

이 원을 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 원의 방정식은

(y-1) Û`+(x+2) Û`=k

∴ Cª：(x+2) Û`+(y-1) Û`=k

두 원 CÁ, Cª에 동시에 접하는 접선

이 3개이려면 오른쪽 그림과 같이 

두 원이 서로 외접해야 한다.

즉, 두 원의 중심 (1, 2)와 (-2, 1) 

사이의 거리가 두 원의 반지름의 길이의 합과 같아야 하

므로

"Ã(-2-1) Û`+(1-2) Û`=2'k

4k=10    ∴ k=5
2

∴ 10k=25� 답 25

원 (x-4)Û`+(y-4)Û`=4 위를 움직이는 점 P의 좌표를

(a, b)라 하면 점 P를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 

점 Q의 좌표는 (b, a)이다. 

또한, 두 점 P, Q에서 x축에 내린 수선의 발은 각각 

P'(a, 0), Q'(b, 0)이므로

PÕP'Ó=b, QÕQ'Ó=a    ∴ |PÕP'Ó-QÕQ'Ó|=|b-a|

이때 |b-a|=k (k¾0)라 하면 

b-a=k 또는 b-a=-k

∴ b=a+k 또는 b=a-k

이때 점 (a, b)는 직선 y=x+k 또는 y=x-k 위에 있

으므로 점 P는 주어진 원과 이 두 직선의 교점이다.

직선과 원이 만나면서 k의 값, 즉 y절편이 최대이려면 직

선과 원이 접해야 하므로 원의 중심 (4, 4)와 직선 	

x-y+k=0 또는 x-y-k=0 사이의 거리는 원의 반

지름의 길이인 2와 같아야 한다. 즉,

|4-4Ñk|

"Ã1Û`+(-1)Û`
=2에서 |k|=2'2

∴ k=2'2 (∵ k¾0)

따라서 |PÕP'Ó-QÕQ'Ó|의 최댓값은 2'2이다.� 답 ①
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다른 풀이

원 (x-4)Û`+(y-4) Û`=4의 중심 (4, 4)가 직선 y=x 

위에 있으므로 직선 y=x에 대하여 서로 대칭인 두 점 P, 

Q는 기울기가 -1인 직선 위에 있고, 점 Q도 원 	

(x-4) Û`+(y-4) Û`=4 위에 있다. 

다음 그림과 같이 점 P가 직선 y=x의 아래쪽에서 원 위

에 있는 점이라 하고 점 P에서 QÕQ'Ó에 내린 수선의 발을 

H라 하면 

|PÕP'Ó-QÕQ'Ó|=QHÓ

|PÕP'Ó-QÕQ'Ó|의 값이 최대가 되려면 QHÓ의 길이가 최대

가 되어야 하므로 두 점 P, Q를 이은 선분 PQ는 원의 지

름이어야 한다. 

△PQH는 PHÓ=QHÓ인 직각이등변삼각형이므로

PHÓ=QHÓ=a라 하면 PQÓ='2a 

즉, '2a=4에서 a=2'2
따라서 |PÕP'Ó-QÕQ'Ó|의 최댓값은 2'2이다.

점 A(-1, 3)을 x축의 방향으로 -2만큼 평행이동한 점

의 좌표는 (-3, 3)

이 점을 x축에 대하여 대칭이동한 점 P의 좌표는 

(-3, -3)

또한, 점 B(5, k)를 y축에 대하여 대칭이동한 점의 좌표

는 (-5, k)

이 점을 y축의 방향으로 2만큼 평행이동한 점 Q의 좌표

는 (-5, k+2)

직선 AQ의 기울기는 
(k+2)-3 
-5-(-1)

=- k-1 
4

직선 BP의 기울기는 
-3-k  
-3-5 =

k+3  
8  

두 직선 AQ, BP가 서로 수직이므로

- k-1 
4 _ k+3  

8 =-1, (k-1)(k+3)=32

kÛ`+2k-35=0, (k+7)(k-5)=0

∴ k=5 (∵ k>0) � 답 ③

원 xÛ`+(y-1)Û`=9를 y축의 방향으로 -1만큼 평행이동

한 원의 방정식은

xÛ̀ +(y+1-1) Û`=9    ∴ xÛ`+yÛ̀ =9

원 xÛ̀ +yÛ`=9를 y축에 대하여 대칭이동한 원의 방정식은

(-x) Û`+yÛ`=9    ∴ xÛ̀ +yÛ`=9

10

11

즉, 원 xÛ̀ +(y-1) Û`=9 위의 점 P를 이동한 점 Q는 원 

xÛ̀ +yÛ̀ =9 위에 있다.

한편, 삼각형 ABQ의 넓이가 최대가 되려면 점 Q는 선분 

AB로부터 가장 멀리 있는 원 위의 점이어야 한다.

즉, 직선 AB에 수직이고 원 xÛ̀ +yÛ`=9의 중심 O(0, 0)

을 지나는 직선이 원과 만나는 점 중에서 선분 AB로부터 

멀리 있는 점이 점 Q가 되어야 한다.

이때 A(1, -'3 ), B(3, '3 )이므로 직선 AB의 기울기는

'3-(-'3)
3-1 ='3

즉, 직선 OQ의 기울기는 - 1
'3=-

'3
3 이므로 직선 OQ

의 방정식은

y=-
'3
3 x

원 xÛ̀ +yÛ`=9와 직선 y=-
'3
3 x의 교점의 x좌표는

xÛ`+{- '33 x} 2`=9에서

4
3 xÛ̀ =9, xÛ`= 27

4

∴ x=-
3'3
2  또는 x=

3'3
2

이때 구하는 점 Q는 선분 AB로부터 가장 멀리 있는 점

이므로 

x=-
3'3
2 , y=-

'3
3 _{-3'3

2 }=
3
2

∴ Q{-3'3
2 , 

3
2 }

한편, 점 P의 좌표를 (a, b)라 하면 점 Q의 좌표는

(-a, b-1)이므로

b-1=3
2     ∴ b=5

2

따라서 점 P의 y좌표는 
5
2이다.� 답 

5
2

에서 오른쪽 그림과 같이 점 Q y

xO 3

BQ

xÛ`+yÛ`=9

l

A

1

-3

-3

3

13

-13

는 원 xÛ`+yÛ`=9의 접선 중 직선 

AB와 평행한 직선 l 위의 점이다. 

이때 직선 AB의 기울기는 

'3-(-'3)
3-1 ='3이므로

원 xÛ`+yÛ`=9에 접하고 기울기가 

'3인 접선의 방정식은

y='3xÑ3"Ã('3)Û`+1
y='3xÑ6
∴ l`:`y='3x+6
따라서 점 Q의 좌표는 직선 y='3x+6과 원 xÛ`+yÛ`=9의 교점의 좌

표와 같다.

BLACKLABEL 특강 참고 

문제에서는 점의 이동이 주어졌지만 도형의 이동을 이용해야 해결할 

수 있는 문제이다. 점의 평행이동에서는 이동하는 만큼 더해서 좌표에 

대입하지만, 도형의 평행이동에서는 이동하는 만큼 빼서 방정식에 대

입해야 함에 유의하자. 

BLACKLABEL 특강 오답 피하기



본문 pp.36~37
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[그림 1]과 같이 방정식 f(x, y)=0이 x축, y축과 만나는 

점의 좌표를 각각 (a, 0), (0, b) (b>a)라 하면 [그림 2]

와 같이 이동된다.

 

⇨

[그림 1] [그림 2]

주어진 도형의 이동에 의하여

점 (a, 0)은 점 (0, a+1)로,

점 (0, b)는 점 (-b, 1)로,

점 (a, b)는 점 (-b, a+1)로 이동하였으므로

점 (x, y)는 점 (-y, x+1)로 이동한다.

이때 [그림 2]의 도형의 방정식을 g(x', y')=0이라 하면 

점 (-y, x+1)은 도형 g(x', y')=0 위에 있으므로

-y=x', x+1=y'

∴ x=y'-1, y=-x'

이것을 f(x, y)=0에 대입하면 [그림 2]의 도형의 방정식은

f(y-1, -x)=0� 답 ②

주어진 도형 f(x, y)=0을 다음 순서대로 이동하면 [그림 2]의 도형

을 나타낸다.

Ú	‌�주어진 도형 f(x, y)=0을 직선 y=x에 대

하여 대칭이동하면 오른쪽 그림과 같고 도형

의 방정식은

	     f(y, x)=0

Û	‌�Ú의 도형 f(y, x)=0을 y축에 대하여 대칭

이동하면 오른쪽 그림과 같고 도형의 방정식은

	     f(y, -x)=0

Ü	‌�Û의 도형 f(y, -x)=0을 y축의 방향으로 

1만큼 평행이동하면 오른쪽 그림과 같고 도

형의 방정식은

	     f(y-1, -x)=0

 

BLACKLABEL 특강 참고

�

방정식 f(x, y)=0이 나타내는 도형을 평행이동 또는 대

칭이동을 이용하여 도형 f(-y+2, x+1)=0이 되도록 

하려면 다음의 순서대로 이동해야 한다.

Ú	‌�방정식 f(x, y)=0이 나타내는  

도형을 직선 y=x에 대하여 대

칭이동하면 오른쪽 그림과 같고 

도형의 방정식은

	  f(y, x)=0

Û	‌�방정식 f(y, x)=0이 나타내

는 도형을 x축에 대하여 대칭

이동하면 오른쪽 그림과 같고 

도형의 방정식은

	  f(-y, x)=0

12

13

Ü	‌�방정식 f(-y, x)=0이 나타

내는 도형을 x축의 방향으로 

-1만큼, y축의 방향으로 2만

큼 평행이동하면 오른쪽 그림

과 같고 도형의 방정식은

	  f(-(y-2), x+1)=0    ∴ f(-y+2, x+1)=0

Ú, Û, Ü에서 방정식 f(-y+2, x+1)=0이 나타내

는 도형은 ①이다.� 답 ①

해결단계

➊ 단계

원의 중심을 C, 원과 직선 y=x+10의 두 교점을 A, B, 

점 C에서 직선 AB에 내린 수선의 발을 C'이라 할 때, 	

△ACC'은 ∠ACC'=60ù인 직각삼각형임을 파악한다. 

➋ 단계

도형 f(x, y)=0을 도형 f(y-9, x+9)=0으로 옮기는 

평행이동과 대칭이동을 이용하여 도형 f(y-9, x+9)=0
이 어떤 도형인지 구한다. 

➌ 단계

두 도형 f(x, y)=0, f(y-9, x+9)=0의 공통부분이 직

선 CC'에 의하여 2개의 정삼각형으로 이등분됨을 이용하여 

그 넓이를 구한다. 

원 C`:`(x+5)Û`+(y-3)Û`=8이라 하고, 원 C의 중심을 

C, 이 원과 직선 y=x+10의 두 교점을 A, B라 하자. 

원의 중심 C(-5, 3)과 직선 y=x+10, 즉

x-y+10=0 사이의 거리는

|-5-3+10|
"Ã1Û`+(-1)Û`

= 2
'2='2

점 C에서 선분 AB에 내린 수

선의 발을 C'이라 하면 원의 반

지름의 길이는 2'2이므로 삼각

형 ACC'에서 피타고라스 정리

에 의하여

AÕC'Ó‌�=¿¹ACÓ Û`-CC'Ó Û`	  

="Ã(2'2)Û`-('2)Û`='6
∴ ABÓ=2AÕC'Ó=2'6
이때 ACÓ：CÕC'Ó：AÕC'Ó=2：1：'3이므로 △ACC'은

∠ACC'=60ù인 직각삼각형이다.

∴ ∠ACB=120ù

한편, 도형 f(y-9, x+9)=0은 도형 f(x, y)=0을 직

선 y=x에 대하여 대칭이동한 후, x축의 방향으로 -9만

큼, y축의 방향으로 9만큼 평행이동한 것이므로 처음 원

의 중심 C(-5, 3)은 점 (-6, 4)로, 직선 y=x+10은 

직선 y=x+8로 이동한다.

원 C가 주어진 평행이동과 대칭이동에 의하여 옮겨진 원

을 C'이라 하면 방정식 f(y-9, x+9)=0이 나타내는 도

형은 원 C'：(x+6)Û`+(y-4)Û`=8과 직선 y=x+8의 

두 교점 및 원 C'의 중심을 꼭짓점으로 하는 삼각형이다.

이때 원 C'의 중심을 C'이라 하면 점 C'(-6, 4)는 직선 

y=x+10 위에 있고, 두 점 C(-5, 3), C'(-6, 4)를 지

나는 직선의 기울기는 -1로 직선 y=x+10과 수직이다.

즉, 두 도형 f(x, y)=0, f(y-9, x+9)=0의 내부의 

14

(해001-150)공수2.indb   62 2025. 3. 12.   오후 5:14



Ⅰ. 도형의 방정식     063

공통부분은 다음 그림의 색칠한 부분과 같다.

이때 직선 CC'이 공통부분을 이등분하고, 직선 CC'으로 

나누어진 각 도형은 한 변의 길이가 CÕC'Ó='2인 정삼각형

이므로 공통부분의 넓이는

2_
'3
4 _('2)Û`='3� 답 ③

직선 l의 기울기를 m이라 하면 점 A(2, -3)을 지나는 

직선 l의 방정식은

y+3=m(x-2)

∴ l：y=m(x-2)-3

직선 l 위의 점을 P(a, b)라 하고, 이 점을 점 (1, 3)에 

대하여 대칭이동한 점을 Q(c, d)라 하면 선분 PQ의 중

점이 점 (1, 3)과 일치하므로 

a+c
2 =1, b+d

2 =3

∴ a=2-c, b=6-d

점 P(2-c, 6-d)가 직선 l 위에 있으므로

6-d=m(2-c-2)-3에서 d=mc+9

즉, 점 Q(c, d)가 직선 y=mx+9 위에 있으므로 직선 

l을 점 (1, 3)에 대하여 대칭이동한 직선의 방정식은

y=mx+9

이 직선을 x축에 대하여 대칭이동한 직선의 방정식은

-y=mx+9

∴ y=-mx-9

직선 y=-mx-9가 점 A(2, -3)을 지나므로

-3=-2m-9

2m=-6    ∴ m=-3

따라서 직선 l의 방정식은

y=-3(x-2)-3

∴ y=-3x+3� 답 y=-3x+3

다른 풀이

직선 l을 점 (1, 3)에 대하여 대칭이동한 직선을 lÁ이라 

하고, 직선 l을 점 (1, 3)에 대하여 대칭이동한 후 x축에 

대하여 대칭이동한 직선을 lª라 하자.

이때 직선 lª도 점 A(2, -3)을 지나므로 직선 lª의 기울

기를 n이라 하면

lª：y=n(x-2)-3

이때 직선 lÁ은 직선 lª를 x축에 대하여 대칭이동한 직선

15

과 같으므로 

lÁ：y=-n(x-2)+3

이때 두 직선 l, lÁ은 점 (1, 3)에 대하여 대칭이고, 직선 

lÁ은 점 (2, 3)을 지나므로 직선 l은 점 

(2_1-2, 2_3-3), 즉 (0, 3)을 지난다.

따라서 직선 l의 방정식은

y=-3-3 
2-0 (x-2)-3    ∴ y=-3x+3

y=xÛ`-4x+1=(x-2)Û`-3

에서 포물선 y=xÛ̀ -4x+1의 꼭짓점의 좌표는 (2, -3)

이다. 포물선의 꼭짓점은 대칭이동에 의하여 포물선의 꼭

짓점으로 이동되므로 포물선 y=xÛ̀ -4x+1을 점

(-1, a)에 대하여 대칭이동한 포물선의 꼭짓점의 좌표

를 (p, q)라 하면 두 점 (2, -3), (p, q)를 이은 선분의 

중점이 점 (-1, a)와 일치한다.  

즉, 
2+p
2 =-1, 

-3+q
2 =a이므로 

p=-4, q=2a+3

따라서 대칭이동한 포물선의 꼭짓점의 좌표는

(-4, 2a+3)이다. 

이때 대칭이동하여도 포물선의 폭은 변하지 않고, 처음 

포물선이 아래로 볼록한 포물선이므로 대칭이동한 포물

선은 위로 볼록한 포물선이 된다.

그런데 위로 볼록한 포물선이 x축과 만나지 않으려면 꼭

짓점의 y좌표가 음수이어야 하므로 

2a+3<0    ∴ a<-3
2

따라서 정수 a의 최댓값은 -2이다.� 답 ①

다른 풀이

포물선 y=xÛ̀ -4x+1을 점 (-1, a)에 대하여 대칭이동

한 포물선의 방정식은

2a-y=(-2-x)Û`-4(-2-x)+1

∴ y=-xÛ̀ -8x+2a-13

이 포물선이 x축과 만나지 않으려면 이차방정식 

-xÛ`-8x+2a-13=0, 즉 xÛ`+8x-2a+13=0의 판

별식을 D라 할 때,

D
4 =16+2a-13<0

2a<-3    ∴ a<-3
2

따라서 정수 a의 최댓값은 -2이다.

ㄱ. ‌�점 A(3, 2)를 점 P(6, 0)에 대하여 대칭이동한 점 B

의 좌표를 (a, b)라 하면 선분 AB의 중점이 P이므로	

a+3
2 =6, b+2

2 =0	 

16

← ‌�x 대신 2_(-1)-x,
y 대신 2a-y를 대입

17

본문 pp.37~38
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064      블랙라벨 공통수학 2

∴ a=9, b=-2	  

즉, 점 B의 좌표는 (9, -2)이다. (참)

ㄴ. ‌�선분 AB의 길이가 최대가 되려면 두 점 A, P 사이

의 거리가 최대가 되어야 하므로 점 P는 점 A를 지나

는 지름의 양 끝점 중에서 점 A로부터 먼 곳에 있어

야 한다.	  

점 A(3, 4)에 대하여 	  

OAÓ+OPÓ="Ã3 Û`+4Û`+6=11	  

이므로 선분 AB의 길이의 최댓값은 	  

ABÓ=2APÓ=2_11=22 (참)

ㄷ. ‌�오른쪽 그림과 같이 점 A를 지

나는 원의 지름의 양 끝점을 

각각 P', P"이라 하면 선분 	

AB의 길이가 최대일 때의 점 

P의 위치는 P', 최소일 때의 

점 P의 위치는 P"이다. 	  

이때 점 A를 두 점 P', P"에 대하여 각각 대칭이동한 

점을 B', B"이라 하고, OAÓ=l이라 하면 	  

AÕB'Ó=2(6+l), AÕB"Ó=2(6-l)	  

따라서 선분 AB의 길이의 최댓값과 최솟값의 합은 

항상 AÕB'Ó+AÕB"Ó=2(6+l)+2(6-l)=24로 일정

하다. (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

직선 m：x-y+2=0 위의 한  

점 A(-1, 1)을 잡고 점 A를 직

선 l：2x-y-1=0에 대하여 

대칭이동한 점을 B(a, b)라 하면

Ú ‌�선분 AB의 중점	  

{a-1
2 , 

b+1
2 }은 직선 l 위

에 있으므로

	 2_a-1
2 - b+1

2 -1=0

	 ∴ 2a-b-5=0    yy㉠

Û ‌�직선 AB가 직선 l과 수직이므로	  

b-1
a-(-1)=-1

2 , a+1=-2b+2	  

∴ a+2b-1=0    yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=11
5 , b=-3

5

∴ B{ 115 , -3
5 }

한편, 두 직선 l：2x-y-1=0, m：x-y+2=0의 교

점을 P라 하고, 두 방정식을 연립하여 풀면

x=3, y=5

∴ P(3, 5)

18

직선 l에 대하여 직선 m과 대칭인 직선은 두 점 B, P를 

지나므로 구하는 직선의 방정식은

y-5=
5-{-3

5 }

3- 11
5

(x-3)

∴ 7x-y-16=0� 답 ④

다른 풀이

직선 m：x-y+2=0 위의 한 점을 A(a, a+2)라 하

고, 이 점을 직선 l：2x-y-1=0에 대하여 대칭이동한 

점을 A'(a', b')이라 하자.

Ú	‌�선분 AA'의 중점의 좌표는 { a+a'
2 , 

a+2+b'
2 }이

고, 이 점이 직선 l：2x-y-1=0 위에 있으므로

	 a+a'- a+2+b'
2 -1=0	

	 a+2a'-b'-4=0

	 ∴ a=-2a'+b'+4	 yy㉢

Û	‌�선분 AA'이 직선 l：2x-y-1=0, 즉 y=2x-1과 

수직이므로

	
b'-a-2

a'-a
=-1

2

	 a-a'=2b'-2a-4

	 ∴ 3a=a'+2b'-4	 yy㉣

㉢을 ㉣에 대입하면

3(-2a'+b'+4)=a'+2b'-4

∴ 7a'-b'-16=0

따라서 점 (a', b')은 직선 7x-y-16=0 위에 있으므로 

구하는 직선의 방정식은

7x-y-16=0

도형의 이동에 대한 문제를 풀 때에는 전체 도형을 이동시키려고 하면 

복잡하고 어려울 수 있다. 도형을 이루고 있는 점의 이동으로 바꾸어 

생각하면 보다 간단한데, 직선은 직선 위의 두 점, 원은 원의 중심을 

이동시키는 것이다. 즉, 직선 l에 대하여 직선 m을 대칭이동할 때, 두 

직선 l, m의 교점을 P라 하면 대칭이동에 의하여 점 P의 위치는 변하

지 않으므로 우선 점 P의 좌표를 구하고, 직선 m 위의 P가 아닌 한 

점 A를 직선 l에 대하여 대칭이동한 점 B를 구하여 두 점 P, B를 지

나는 직선의 방정식을 구하면 직선 l에 대하여 직선 m과 대칭인 직선

의 방정식을 구할 수 있다.

BLACKLABEL 특강 해결 실마리

원 xÛ`+yÛ`-4x-8y=0에서

(x-2) Û`+(y-4) Û`=20

이 원과 원 xÛ̀ +yÛ`=c의 중심을 각각 C, O라 하면

C(2, 4), O(0, 0)

이때 점 C를 직선 y=ax+b에 대하여 대칭이동한 점은 

O이다.

Ú	‌�선분 CO의 중점 (1, 2)는 직선 y=ax+b 위에 있으

므로

	 2=a+b	 yy㉠

19
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Ⅰ. 도형의 방정식     065

Û	직선 CO와 직선 y=ax+b는 수직이므로

	
4-0
2-0=-1

a   

	 ∴ a=-1
2     yy㉡

㉡을 ㉠에 대입하여 풀면 b=5
2

한편, 대칭이동하여도 원의 반지름의 길이는 변하지 않으

므로

c=20

∴ a-b+c=-1
2-

5
2+20=17� 답 17

점 A(a, b)를 직선 y=-x에 대하여 대칭이동한 점이 

B이므로

B(-b, -a)

점 B(-b, -a)를 직선 x=2에 대하여 대칭이동한 점이 

C이므로

C(2_2-(-b), -a), 즉 C(b+4, -a)

삼각형 OAC에서

OAÓ Û`=aÛ`+bÛ`

ACÓ Û`�=(b+4-a)Û`+(-a-b)Û`	  

=2aÛ`+2bÛ`-8a+8b+16

OCÓ Û`‌�=(b+4)Û`+(-a)Û`	  

=aÛ`+bÛ`+8b+16

이때 a>0, b>0이므로

OAÓ Û`<ACÓ Û`, OAÓ Û`<OCÓ Û`

즉, △OAC가 직각삼각형일 때, 빗변이 될 수 있는 것은 

ACÓ 또는 OCÓ이다.

Ú	빗변이 ACÓ인 직각삼각형일 때,

	 OAÓ Û`+OCÓ Û`=ACÓ Û`이 성립해야 하므로

	 (aÛ`+bÛ`)+(aÛ`+bÛ`+8b+16)

	 =2aÛ`+2bÛ`-8a+8b+16

	 2aÛ`+2bÛ`+8b+16=2aÛ`+2bÛ`-8a+8b+16

	 8a=0    ∴ a=0

	� 그런데 a가 자연수라는 조건에 맞지 않으므로 ACÓ가 

빗변인 직각삼각형이 될 수 없다.

Û	빗변이 OCÓ인 직각삼각형일 때,

	 OAÓ Û`+ACÓ Û`=OCÓ Û`이 성립해야 하므로

	 (aÛ`+bÛ`)+(2aÛ`+2bÛ`-8a+8b+16)

	 =aÛ`+bÛ`+8b+16

	 3aÛ`+3bÛ`-8a+8b+16=aÛ`+bÛ`+8b+16

	 aÛ`+bÛ`-4a=0

	 ∴ (a-2)Û`+bÛ`=4

	‌� 자연수 a와 양수 b에 대하여 이를 만족시키는 경우는 

a=1, b='3 또는 a=2, b=2 또는 a=3, b='3
Ú, Û에서 구하는 점 A는 (1, '3), (2, 2), (3, '3)의 

3개이다.� 답 3

20

ACÓ Û`-OAÓ Û`‌�=aÛ`+bÛ`-8a+8b+16	
=(a-4)Û`+(b+4)Û`-16>0

점 A(2, 3)을 직선 y=-2x+2에 대하여 대칭이동한 

점을 A'(a, b)라 하면

Ú ‌�선분 AA'의 중점 {a+2
2 , 

b+3
2 }은 직선 y=-2x+2 

위에 있으므로	  

b+3
2 =-2_ a+2

2 +2

	 b+3=-2a-4+4

	 ∴ 2a+b+3=0    yy㉠

Û	‌�직선 AA'이 직선 y=-2x+2와 수직이므로	  

b-3
a-2=

1
2

	 a-2=2b-6

	 ∴ a-2b+4=0    yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=-2, b=1

∴ A'(-2, 1)

이때 PAÓ=PÕA'Ó이므로�

PAÓ+PBÓ‌�=PÕA'Ó+PBÓ	

¾AÕ'BÓ

즉, PAÓ+PBÓ의 값이 최

소가 되려면 오른쪽 그

림과 같이 점 P는 직선

y=-2x+2와 직선 

A'B의 교점이어야 한다.

두 점 A'(-2, 1), B(1, 3)을 지나는 직선의 방정식은 

y-3= 3-1
1-(-2)

(x-1)

∴ y=2
3 x+7

3

y=-2x+2, y=2
3x+7

3  을 연립하여 풀면

x=-1
8 , y=9

4

따라서 조건을 만족시키는 점 P의 좌표는 {-1
8 , 

9
4 }이다.

� 답 ②

점 B(1, 3)을 직선 y=-2x+2에 대하여 대칭이동한 점을 B'이라 

하고 같은 방법으로 구하면 B'{- 7
5 , 95 }

두 점 A(2, 3), B'{- 7
5 , 95 }를 지나는 직선의 방정식은

y-3=

9
5 -3

- 7
5 -2 

(x-2)

∴ y= 6
17 x+

39
17 

이때 점 P는 두 직선 y=-2x+2, y= 6
17 x+

39
17 의 교점임을 이용

하여 점 P의 좌표를 구하여도 된다.

BLACKLABEL 특강 참고

21

본문 pp.38~39
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066      블랙라벨 공통수학 2

오른쪽 그림과 같이 지점 O를  

좌표평면 위의 원점, 직선도로 

l을 x축으로 정하면 직선도로 

m은 직선 y=x, 정류소 A의 

좌표는 (3, 1)이다. 또한, 점 

A를 x축에 대하여 대칭이동

한 점을 P라 하면 P(3, -1)이고, 점 A를 직선 y=x에 

대하여 대칭이동한 점을 Q라 하면 점 Q(1, 3)이다.

이때 ABÓ=BPÓ, ACÓ=CQÓ이므로

ABÓ+BCÓ+CAÓ‌�=PBÓ+BCÓ+CQÓ	  

¾PQÓ

즉, 만들려고 하는 도로의 길이의 최솟값은 PQÓ이고, 두 

점 B, C가 직선 PQ 위에 있을 때 최소이다.

두 점 P(3, -1), Q(1, 3)을 지나는 직선의 방정식은

y-3=
3-(-1) 
1-3 (x-1)

∴ y=-2x+5

이때 직선 y=-2x+5와 x축의 교점은 B{ 52 , 0},

두 직선 y=-2x+5, y=x의 교점은 C{ 53 , 
5
3 }

이므로 두 정류소 B와 C 사이의 거리는

BCÓ=®É{ 53-
5
2 } 2`+{

5
3-0}2`=5'5

6 (km)� 답 ⑤

세 점 P, A, B를 P(x, 0), A(1, 6), B(0, 4)로 정하면 

"Ã(x-1) Û`+36은 두 점 A, P 사이의 거리이고

"ÃxÛ`+16은 두 점 B, P 사이의 거리이다.

즉, "Ã(x-1)Û`+36+"ÃxÛ̀ +16의 최솟값은 점 A에서 점 

P를 거쳐 점 B까지 가는 최단거리를 의미한다.

이때 점 P(x, 0)은 x축 위에 있으

므로 점 B(0, 4)를 x축에 대하여 

대칭이동한 점을 C라 하면

C(0, -4)

BPÓ=CPÓ이므로

PAÓ+PBÓ‌�=PAÓ+PCÓ	 

¾ACÓ

즉, PAÓ+PBÓ의 최솟값은 ACÓ이고, 점 P가 직선 AC와 

x축의 교점일 때 최소이다.

직선 AC의 방정식은

y-(-4)=-4-6  
0-1 x    ∴ y=10x-4

주어진 식의 값이 최소가 되게 하는 점 P의 x좌표는

10x-4=0에서 x=2
5

이고 이때의 최솟값은

ACÓ="Ã(1-0) Û`+{6-(-4)}Û`='¶101

22

23

따라서 a=2
5 , b='¶101이므로

5a+bÛ̀ =5_2
5+('¶101) Û`=103� 답 103

해결단계

➊ 단계 주어진 그림을 좌표평면 위에 놓고 각 점의 좌표를 구한다.

➋ 단계
두 점 PÁ, P¢를 각각 y축, x축에 대하여 대칭이동한 점 PÁ', 
P¢'의 좌표를 구한다.

➌ 단계 구하는 최단거리가 PÁ'P¢'Ó과 같음을 파악한다.

➍ 단계 PÁ'P¢'Ó의 길이를 구한다.

정팔각형 ABCDEFGH의  

두 변 DE, BC를 포함하는 

두 직선을 각각 x축, y축으로 

하는 좌표평면에 정팔각형을 

놓으면 오른쪽 그림과 같다.

정팔각형의 한 변의 길이가 

'2이므로 CDÓ='2에서

OCÓ=ODÓ=1    ∴ C(0, 1), D(1, 0)

E(1+'2, 0)이고, 점 F에서 x축에 내린 수선의 발을 F'

이라 하면 EFÓ='2이므로 EÕF'Ó=1에서 

F'(2+'2, 0)
점 F의 x좌표는 점 F'의 x좌표, 점 F의 y좌표는 점 C의 

y좌표와 같으므로 F(2+'2, 1)
B(0, 1+'2)이고, 점 A에서 y축에 내린 수선의 발을 

A'이라 하면 ABÓ='2이므로 AÕ'BÓ=1에서

A'(0, 2+'2)
점 A의 x좌표는 점 D의 x좌표, 점 A의 y좌표는 점 A'

의 y좌표와 같으므로 A(1, 2+'2)
변 AB의 중점 PÁ과 변 EF의 중점 P¢는

PÁ{ 12 , 
3+2'2

2 }, P¢{ 3+2'2
2 , 

1
2 }

점 PÁ을 y축에 대하여 대칭이동한 점을 PÁ', 점 P¢를 x축

에 대하여 대칭이동한 점을 P¢'이라 할 때, 	

PÁ'{-1
2 , 

3+2'2
2 }, P¢'{ 3+2'2

2 , -1
2 }이므로 네 점 

PÁ', B, E, P¢'이 한 직선 위에 있고, 두 점 Pª, P£이 각

각 B, E일 때, 구하는 최단 거리는 PÕÁ'PÓ¢'Ó과 같다.

따라서 구하는 최단거리는

PÕÁ'PÓ¢'Ó‌�=¾Ð{ 3+2'2
2 +1

2 }2`+
Ð{-1

2-
3+2'2

2 }2`	  

="Ã2(2+'2)Û`	  

='2(2+'2)	  

=2+2'2� 답 ④

24
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Ⅰ. 도형의 방정식     067

01 6+2'5	 02 88	 03 
4
3p-'3	 04 8	 05 24	

06 31	 07 -11ÉkÉ-19 
4 	 08 '¶34	 09 10'3`m	

10 26+5'2	 11 37	 12 15

pp.40~411등급을 넘어서는 종합 사고력 문제STEP3

해결단계

➊ 단계 두 원 CÁ, Cª가 외접할 조건을 찾는다.

➋ 단계 aÛ`+bÛ`의 값이 최대가 되는 조건을 찾는다.

➌ 단계 aÛ`+bÛ`의 최댓값을 구한다.

원 CÁ：xÛ̀ +yÛ`+2x-4y+4=0에서

CÁ：(x+1)Û`+(y-2)Û`=1

점 (a, b)에 대하여 서로 대칭인 두 원 CÁ과 Cª가 외접하

려면 점 (a, b)는 접점이어야 한다. 이때 두 원 CÁ, Cª의 

중심을 각각 A(-1, 2), B라 하고 점 (a, b)를 점 C라 

하면 세 점 A, C, B는 이 순서대로 한 직선 위에 있다.

한편, aÛ̀ +bÛ̀ =OCÓ Û̀ 이므로 이 값

이 최대가 되는 경우는 오른쪽 

그림과 같이 원 CÁ과 직선 OA

의 교점 중 원점에서 먼 점이 점 

C가 될 때이다.

따라서 구하는 최댓값은 

aÛ̀ +bÛ̀ ‌�=OCÓ Û`=(OAÓ+ACÓ)Û`	  

=("Ã(-1)Û`+2 Û`+1)Û`	  

=('5+1)Û`=6+2'5� 답 6+2'5

해결단계

➊ 단계
규칙에 따라 점 Pª, P£, P¢, P°, P¤, y의 좌표를 구하여 점 

Pn의 규칙성을 파악한다.

➋ 단계 PÕÁP24Ó , PªÕP23Ó , P£ÕP22 Ó , y의 규칙성을 파악한다.

➌ 단계 PÕÁP24Ó Û`+PªÕP23 Ó Û`+P£ÕP22Ó Û`+y+P12PÓ13 Ó Û`의 값을 구한다.

주어진 규칙에 따라 점 Pª, P£, P¢, y를 구하면

PÁ(1, 2) 1Ú Pª(1, -2) 1Ú P£(-1, -2) 

1Ú P¢(-2, -1) 1Ú P°(-2, 1) 1Ú P¤(2, 1) 

1Ú P¦(1, 2) 1Ú y
즉, 자연수 n에 대하여 두 점 Pn, Pn+6은 일치한다.

PÕÁP24 Ó Û`=PÁP¤Ó Û`=(2-1)Û`+(1-2)Û`=2

PªÕP23 Ó Û`=PªP°Ó Û`=(-2-1)Û̀ +{1-(-2)}Û`=18

P£ÕP22 Ó Û`=P£P¢Ó Û`={-2-(-1)}Û̀ +{-1-(-2)}Û`=2

P¢ÕP21 Ó Û`=P£P¢Ó Û`=2, P°ÕP20Ó Û`=PªP°Ó Û`=18

P¤ÕP19 Ó Û`=PÁP¤Ó Û`=2, P¦ÕP18 Ó Û`=PÁP¤Ó Û`=2

y
P12PÓ13 Ó Û`=PÁP¤Ó Û`=2

∴ PÕÁP24 Ó Û`+PªÕP23 Ó Û`+P£ÕP22 Ó Û`+y+P12PÓ13Ó Û`

=4_(2+18+2)=88� 답 88

01

02

㈐ ㈑

㈏ ㈐ ㈑

㈏ ㈐

해결단계

➊ 단계
주어진 대칭이동과 평행이동을 이용하여 원 OÁ을 옮긴 두 

원 Oª와 O£의 방정식을 구한다.

➋ 단계
부채꼴의 넓이와 삼각형의 넓이를 이용하여 넓이의 합을 구

한다.

중심의 좌표가 {-1
2 , 0}이고, 반지름의 길이가 1인 원 

OÁ의 방정식은

OÁ：{x+1
2 }2`+yÛ`=1

원 OÁ을 y축에 대하여 대칭이동한 원 Oª의 방정식은 

{-x+1
2 }2`+yÛ`=1    ∴ Oª：{x-1

2 }2`+yÛ̀ =1

원 OÁ을 x축의 방향으로 2만큼 평행이동한 원 O£의 방정

식은

{x-2+1
2 }2`+yÛ`=1    ∴ O£：{x-3

2 }2`+yÛ`=1

따라서 세 원 OÁ, Oª, O£은 [그림 1]과 같고 구하는 공통

부분의 넓이의 합은 그림에서 색칠한 부분의 넓이의 합과 

같다. 

[그림 1]

이때 [그림 2]와 같이 반지름의 길이

가 1이고 중심각의 크기가 60ù인 부

채꼴 PRQ를 생각해 보자. 

점 Q에서 반지름 PR에 내린 수선

의 발을 H라 하면 직각삼각형

PHQ에서 PQÓ=1이므로 

PHÓ=PQÓ cos 60ù= 1
2

QHÓ=PQÓ sin 60ù=
'3
2

즉, [그림 2]의 색칠한 부분의 넓이를 S라 하면 

S‌�=(부채꼴 PRQ의 넓이)-(삼각형 PHQ의 넓이)	

=p_1 Û`_ 60
360-

1
2_

1
2_
'3
2 	  

=1
6 p-

'3
8

그러므로 [그림 1]의 색칠한 부분은 [그림 2]의 색칠한 부

분 8개로 이루어져 있으므로 구하는 넓이의 합은

8S=8_{ 16p-
'3
8 }=

4
3p-'3� 답 

4
3p-'3

03

[그림 2]

본문 pp.39~40
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해결단계

➊ 단계 일치하는 점이 2개가 되도록 하는 직선 l의 개수를 구한다.

➋ 단계 일치하는 점이 3개가 되도록 하는 직선 l의 개수를 구한다.

➌ 단계 일치하는 점이 4개가 되도록 하는 직선 l의 개수를 구한다.

➍ 단계
일치하는 점이 2개 이상이 되도록 하는 직선 l의 개수를 구

한다.

원 C：xÛ`+yÛ̀ =1을 직선 l에 대하여 대칭이동한 원을 C'

이라 하자.

Ú	‌�일치하는 점이 2개인 경우�  

두 원 C, C'의 교점이 2개이려

면 오른쪽 그림과 같이 네 교점 

중에서 두 점만을 지나는 원을 

C'이라 하고, 두 원 C, C'의 교

점을 지나는 직선을 l로 정해야 

한다.

	 즉, 이 경우에 직선 l은

	‌� y=x+1, y=x-1, y=-x+1, y=-x-1		

의 4개이다.

Û	‌�일치하는 점이 3개인 경우	  

네 교점 중 세 점만을 지나는 원은 만들 수 없으므로 

일치하는 점이 3개가 되도록 하는 직선 l은 존재하지 

않는다.

Ü	‌�일치하는 점이 4개인 경우	  

두 원 C, C'은 일치해야 하므로 이 경우에 직선 l은

	 y=x, y=-x, x=0, y=0의 4개이다.

Ú, Û, Ü에서 주어진 조건을 만족시키는 직선 l의 개수는

4+4=8� 답 8

해결단계

➊ 단계
주어진 도형을 좌표평면 위에 놓고 네 점 A, B, C, D의 좌

표를 구한다. 

➋ 단계 직선 GH의 방정식을 구하여 두 점 G, H의 좌표를 구한다.

➌ 단계
(EFGH의 넓이)=(ABGH의 넓이)임을 이용하여 

사다리꼴 EFGH의 넓이의 최솟값을 구한다. 

오른쪽 그림과 같이 좌표평면

D3 E

F

C

O(=A)
B

2

H

G

y

x

 

위에 점 A를 원점으로 하고, 

두 반직선 AB, AD가 각각 

x축, y축의 양의 방향으로 오

도록 직사각형 ABCD를 놓

으면 

B(2, 0), C(2, 3), D(0, 3)

이때 점 E의 좌표를 (t, 3)`(0<t<2)이라 하면 점 E는 

점 A와 직선 GH에 대하여 대칭이므로 직선 GH는 선분 

AE의 수직이등분선이다.

직선 AE의 기울기가 
3-0 
t-0 =

3 
t 이므로 직선 GH의 기울

기는 - t 
3이고, 선분 AE의 중점 { t 

2 , 
3 
2 }이 직선 GH 위

에 있으므로 직선 GH의 방정식은

04

05

y-3 
2=- t 

3 {x-
t 
2 }    ∴ y=- t 

3 x+ tÛ`
6 +

3 
2

∴ G{2, tÛ`6 -
2 
3  t+3 

2 }, H{0, 
tÛ`
6 +

3 
2 }

한편, 사다리꼴 EFGH의 넓이는 사다리꼴 ABGH의 넓

이와 같으므로 사다리꼴 ABGH의 넓이는

1
2_(BGÓ+AHÓ)_ABÓ‌�=1

2_{
tÛ`
3 -

2 
3  t+3}_2		

= tÛ`
3 -

2 
3 t+3	  

=1
3 (t-1)Û`+8

3  (0<t<2)

즉, 사다리꼴 ABGH의 넓이는 t=1일 때 최솟값 
8
3을 

가지므로 사다리꼴 EFGH의 넓이의 최솟값은 
8
3이다.

따라서 m=8
3이므로 9m=8

3_9=24 � 답 24

해결단계

➊ 단계 방정식 f(-x+1, y-1)=0이 나타내는 도형을 그린다.

➋ 단계 방정식 f(y-1, x+2)=0이 나타내는 도형을 그린다. 

➌ 단계 ➊, ➋ 단계 에서 그린 도형의 내부의 공통부분의 넓이를 구한다.

Ú	‌�방정식 f(x, y)=0이 나타내는 도형을 y축에 대하여 

대칭이동한 도형의 방정식은 f(-x, y)=0

	‌� 도형 f(-x, y)=0을 x축의 방향으로 1만큼, y축의 

방향으로 1만큼 평행이동한 도형의 방정식은

	 f(-(x-1), y-1)=0    ∴ f(-x+1, y-1)=0

Û	‌�방정식 f(x, y)=0이 나타내는 도형을 직선 y=x에 

대하여 대칭이동한 도형의 방정식은 f(y, x)=0

	‌� 도형 f(y, x)=0을 x축의 방향으로 -2만큼, y축의 

방향으로 1만큼 평행이동한 도형의 방정식은 

	  f(y-1, x-(-2))=0    ∴ f(y-1, x+2)=0

Ú, Û에서 두 방정식 f(-x+1, y-1)=0,

f(y-1, x+2)=0이 나타내는 도형의 내부의 공통부분

은 다음 그림의 색칠한 부분과 같다.

이때 두 점 (-2, 2), (0, 3)을 지나는 직선의 방정식은

y=1
2x+3, 두 점 (0, 2), (-1, 4)를 지나는 직선의 방

정식은 y=-2x+2이므로 두 직선은 수직이다.

또한, 두 직선의 교점의 x좌표는

1
2x+3=-2x+2에서

06
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Ⅰ. 도형의 방정식     069

5
2x=-1    ∴ x=-2

5

이것을 y=1
2x+3에 대입하면 y=14

5

즉, 교점의 좌표는 {-2
5 , 

14
5 }

구하는 넓이는 세 직선 y=1
2x+3, y=-2x+2, y=2

로 둘러싸인 삼각형의 넓이에서 세 직선 y=1
2 x+3, 	

y=2, x=-1로 둘러싸인 삼각형의 넓이를 빼면 되므로

{ 12_2_4
5 }-{

1
2_1_ 1

2 }=
11
20

따라서 p=20, q=11이므로

p+q=31� 답 31

해결단계

➊ 단계 k의 값이 최대 또는 최소가 될 조건을 파악한다.

➋ 단계 k의 값이 최대가 되는 조건을 이용하여 k의 값을 구한다.

➌ 단계 k의 값이 최소가 되는 조건을 이용하여 k의 값을 구한다.

➍ 단계 k의 값의 범위를 구한다. 

원 Cª가 원 CÁ과 가장 멀리 떨

어져 있을 때 k의 값은 최대이

므로 오른쪽 그림과 같이 원 Cª

가 y축에 접할 때 k의 값은 최대

이다. 

또한, 두 원 CÁ, Cª가 일치할 때, 

k의 값은 최소이다.

k의 값이 최대일 때, 원 Cª의 반지름의 길이는 1이므로 

원 Cª의 중심의 좌표를 (1, n)이라 하면 원 CÁ의 중심 	

(6, 1)과 점 (1, n)은 직선 y=2x+k에 대하여 대칭이다.

Ú	‌�두 점 (6, 1), (1, n)을 연결한 선분의 중점 	  

{ 72 , 
n+1
2 }은 직선 y=2x+k 위에 있으므로	  

n+1
2 =2_7

2+k  	    

∴ k= n-13
2

Û	‌�두 점 (6, 1), (1, n)을 지나는 직선이 직선 y=2x+k

와 수직이므로

	
n-1
1-6=-1

2 , 2n-2=5  	    

	 ∴ n=7
2

Ú, Û에서 k=-19
4 	 yy㉠

07

k의 값이 최소일 때, 직선 y=2x+k는 원 CÁ의 중심 	

(6, 1)을 지나므로

1=2_6+k    ∴ k=-11	 yy㉡

㉠, ㉡에서 -11ÉkÉ-19
4

� 답 -11ÉkÉ-19
4

이 문제는 직선에 대한 원의 대칭이동과 원의 대칭성을 활용한 재미있

는 문제이다. 원 Cª의 중심의 좌표를 원 CÁ의 중심을 직선 y=2x+k
에 대한 대칭이동을 통해 직접 구하여 주어진 조건을 만족시키는 k의 

값의 범위를 구할 수도 있지만, k의 값이 각각 최대, 최소가 되는 조건

을 먼저 파악한다면 복잡한 계산 없이 k의 값의 범위를 구할 수 있다.

서울대 선배들의 추천 PICK 1등급 비법 노하우

해결단계

➊ 단계 포물선 위의 두 점의 좌표를 정한다. 

➋ 단계
두 점이 포물선 위에 있음을 이용하여 좌표 사이의 관계식

을 구한다. 

➌ 단계
두 점이 직선 y=x+1에 대하여 대칭임을 이용하여 좌표 

사이의 관계식을 구한다. 

➍ 단계
➋, ➌ 단계 에서 구한 관계식을 이용하여 두 점 사이의 거리

를 구한다. 

포물선 y=xÛ̀ -4x+2 위의 서로 다른 두 점을 A(a, b), 

B(c, d)라 하면

b=aÛ̀ -4a+2	 yy㉠

d=cÛ̀ -4c+2	 yy㉡

㉠-㉡을 하면 b-d=(aÛ̀ -cÛ̀ )-4(a-c)

∴ b-d=(a-c)(a+c-4)	 yy㉢

또한, 두 점 A, B는 직선 y=x+1에 대하여 대칭이므로 

직선 AB가 직선 y=x+1과 수직이다. 

즉, 
d-b
c-a =-1에서 b-d=c-a

이것을 ㉢에 대입하면 c-a=(a-c)(a+c-4)이고,

a+c이므로

-1=a+c-4    ∴ a+c=3	 yy㉣

한편, ㉠+㉡을 하면

b+d=aÛ̀ +cÛ̀ -4(a+c)+4	 yy㉤

선분 AB의 중점 { a+c
2 , 

b+d
2 }는 직선 y=x+1 위에 

있으므로

b+d
2 = a+c

2 +1    ∴ b+d=a+c+2

이것을 ㉤에 대입하면

a+c+2=aÛ̀ +cÛ̀ -4(a+c)+4

a+c+2=(a+c)Û`-2ac-4(a+c)+4

㉣을 위의 식에 대입하면

3+2=3 Û`-2ac-4_3+4

2ac=-4    ∴ ac=-2	 yy㉥

㉣, ㉥에서 

(a-c)Û`=(a+c)Û`-4ac=9-4_(-2)=17

08

본문 pp.40~41
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따라서 두 점 A, B 사이의 거리는

ABÓ‌�="Ã(c-a) Û`+(d-b) Û`	  

="Ã2(a-c)Û``(∵ b-d=c-a) 	  

='Ä2_17='3�4� 답 '3 �4

해결단계

➊ 단계
대칭이동을 이용하여 주어진 세 선분의 길이의 합이 최소가 

될 조건을 찾는다.

➋ 단계
원과 현의 성질을 이용하여 세 선분의 길이의 합의 최솟값

을 구한다.

오른쪽 그림과 같이 점 C를 두 선

분 OP, OQ에 대하여 각각 대칭이

동한 점을 CÁ, Cª라 하면

ACÓ=AÕCÁÓ, BCÓ=BÕCªÓ

∴ ‌�ABÓ+BCÓ+CAÓ	  

=ABÓ+BÕCªÓ+CÕÁAÓ	  

¾CÕÁCªÓ

또한, ∠POQ=60ù이므로

∠CÁOCª=2∠POQ=120ù

OÕCÁÓ=OÕCªÓ에서 △OCÁCª는

이등변삼각형이다.

점 O에서 변 CÁCª에 내린 수선의 발을 H라 하면

△CÁOH는 ∠CÁOH=60ù, ∠CÁHO=90ù, OÕCÁÓ=10`m

인 직각삼각형이므로

CÕÁHÓ=5'3(m)

∴ CÕÁCªÓ=2CÕÁHÓ=10'3(m)

따라서 ABÓ+BCÓ+CAÓ의 최솟값은 10'3`m이다.

� 답 10'3`m

해결단계

➊ 단계
x축 위의 점 QÁ을 잡아 고정된 길이 RSÓ와 같은 길이를 갖

는 선분 QQÁ을 찾는다.

➋ 단계 사각형 PQRS의 둘레의 길이가 최소가 될 조건을 찾는다.

➌ 단계 대칭이동을 이용하여 길이의 합의 최솟값을 구한다.

➍ 단계 사각형 PQRS의 둘레의 길이의 최솟값을 구한다.

움직이는 선분 RS를 고정

하기 위하여 오른쪽 그림과 

같이 점 Q를 지나고 직선 

y=-x에 평행한 직선

y=-x+5가 x축과 만나

는 점 QÁ(5, 0)을 잡으면

RSÓQÕQÁÓ, RSÓ=QÕQÁÓ

즉, QRSQÁ은 평행사변형이므로 

QRÓ=QÕÁSÓ

∴ QRÓ+RSÓ=QÕÁSÓ+QÕQÁÓ

09

∠CÁOP=∠COP,  ∠COQ=∠CªOQ

10

따라서 사각형 PQRS의 둘레의 길이는

PQÓ+QRÓ+RSÓ+SPÓ‌�=PQÓ+QÕÁSÓ+QÕQÁÓ+SPÓ	  

="Ã5Û`+12Û`+QÕÁSÓ+5'2+SPÓ	  

=13+5'2+QÕÁSÓ+SPÓ

이므로 둘레의 길이가 최소가 되려면 QÕÁSÓ+SPÓ가 최소가 

되어야 한다.

오른쪽 그림과 같이 점 QÁ의  

직선 y=-x에 대한 대칭점

을 Qª라 하면 점 Qª의 좌표

는 (0, -5)이므로

QÕÁSÓ+SPÓ

=QÕªSÓ+SPÓ	¾QÕªPÓ

="Ã(12-0)Û`+(0+5)Û`

=13

그러므로 사각형 PQRS의 둘레의 길이의 최솟값은

13+5'2+13=26+5'2� 답 26+5'2

해결단계

➊ 단계
주어진 도형을 좌표평면 위에 놓고 세 점 A, B, C의 좌표

를 구한다.

➋ 단계
점 F를 두 직선 AB, BC에 대하여 대칭이동한 두 점 FÁ, 
Fª의 좌표를 구한다. 

➌ 단계
삼각형 DEF의 둘레의 길이의 최솟값은 FÁFªÓ와 같음을 이

용하여 최솟값을 구한다. 

A

CE

F
D

FÁ

Fª

y

xO(=B)

위의 그림과 같이 좌표평면 위에 점 B를 원점으로 하고 

반직선 BC가 x축의 양의 방향이 되도록 삼각형 ABC를 

놓으면

C(5, 0)

점 A의 좌표를 (a, b)`(a>0, b>0)라 하면 

ABÓ=4'2, ACÓ='¶17에서

"Ã(a-0)Û`+(b-0)Û`=4'2    ∴ aÛ`+bÛ`=32� yy㉠

"Ã(a-5)Û`+bÛ`='¶17    ∴ (a-5)Û`+bÛ`=17	

㉠에서 b Û`=32-a Û`이고, 이것을 (a-5)Û`+b Û`=17에 대

입하면

(a-5)Û`+32-aÛ`=17

aÛ`-10a+25+32-aÛ`=17

10a=40    ∴ a=4, b=4

∴ A(4, 4)

한편, 직선 AC의 방정식은 

y-0=0-4 
5-4  (x-5)    ∴ y=-4x+20

11
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점 F의 좌표를 (k, -4k+20) (4ÉkÉ5)이라 하자.

점 F를 직선 AB에 대하여 대칭이동한 점을 FÁ이라 하면 

직선 AB의 방정식은

y-0=4-0  
4-0  (x-0), 즉 y=x

이므로 FÁ(-4k+20, k)

또한, 점 F를 직선 BC, 즉 x축에 대하여 대칭이동한 점

을 Fª라 하면 Fª(k, 4k-20)

(삼각형 DEF의 둘레의 길이)

=DEÓ+EFÓ+FDÓ

=DEÓ+EFªÓ+FÁDÓ

¾FÁFªÓ

="Ã{k-(-4k+20)}Û`+(4k-20-k)Û`

="Ã34kÛ`-320k+800

=¾̈34{k-80 
17 }

Û`+800  
17 

즉, 삼각형 DEF의 둘레의 길이는 k=80 
17 일 때, 최솟값 

®É 800  17 =
20'¶34
17  를 갖는다.

따라서 p=17, q=20이므로

p+q=37 	 � 답 37

해결단계

➊ 단계
주어진 원을 대칭이동, 평행이동한 두 원을 각각 CÁ, Cª라 

하고, 중심의 좌표를 구한다.

➋ 단계

yª-yÁ
xª-xÁ=0이면 (yÁ의 최솟값)=(yª의 최댓값)임을 이용

하여 r의 값을 구한다. 

➌ 단계
직선 P'Q'의 기울기가 

4
3일 때 직선 P'Q'은 두 원 CÁ, Cª

에 동시에 접함을 이용하여 k의 값을 구한다. 

원 (x-6)Û`+yÛ`=rÛ`을 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 

원을 CÁ, x축의 방향으로 k만큼 평행이동한 원을 Cª라 

하면 반지름의 길이는 모두 r이고, 두 원 CÁ, Cª의 중심

을 각각 A, B라 하면 A(0, 6), B(6+k, 0)이다.

두 점 (xÁ, yÁ), (xª, yª)를 각각 P', Q'이라 하면 두 점 

P', Q'은 각각 두 원 CÁ, Cª 위에 있으므로 

6-rÉyÁÉ6+r, -rÉyªÉr 	  yy㉠

이때 
yª-yÁ 
xª-xÁ의 값은 직선 P'Q'의 기울기와 같고, 

yª-yÁ 
xª-xÁ 의 최솟값이 0이고 최댓값이 

4
3이므로 

0É(직선 P'Q'의 기울기)É 4
3

0<(직선 AB의 기울기)<4
3에서 0<- 6 

6+k 
<4

3

-4
3<

6 
6+k 

<0, 6+k 
6 <-3

4

6+k<-9
2     ∴ k<-21 

2  	 yy㉡

12

따라서 원 CÁ의 중심 �

A

B

Q'

P'

CÁ

Cª

A(0, 6)은 원 Cª의 중심 

B(6+k, 0)보다 우측 상단

에 위치하므로 두 원 CÁ, Cª

의 위치를 오른쪽 그림과 같

이 생각할 수 있다. 

그런데 yÁ<yª인 점 P', Q'이 존재한다고 가정하면 

(직선 P'Q'의 기울기)<0이 되어 모순이므로 항상 	

yÁ¾yª이어야 한다.

한편, 
yª-yÁ 
xª-xÁ=0에서 yÁ=yª인 두 점 P', Q'이 존재하므

로 (yÁ의 최솟값)=(yª의 최댓값)이어야 한다.

즉, ㉠에서 6-r=r    ∴ r=3

y=3

y=xl

6

A
3

3

(x-6)Û`+yÛ`=rÛ

B

CÁ

Cª

y

xO
3

또한, 직선 P'Q'의 기울기가 
4
3일 때의 직선 P'Q'을 l이

라 하면 직선 l은 두 원 CÁ, Cª에 동시에 접한다.

직선 l의 방정식을 y=4
3x+n이라 하면 점 A와 직선 l, 

즉 4x-3y+3n=0 사이의 거리는 원 CÁ의 반지름의 길

이인 3과 같으므로

|0-18+3n|
"Ã4Û`+(-3)Û`

=3, |3n-18|=15

이때 n>6이므로 3n-18=15    ∴ n=11

∴ l`:`4x-3y+33=0

점 B와 직선 l`:`4x-3y+33=0 사이의 거리도 원 Cª의 

반지름의 길이인 3과 같으므로

|4(6+k)-0+33|
"Ã4Û`+(-3)Û`

=3, |4k+57|=15

4k+57=-15 또는 4k+57=15

∴ k=-18 또는 k=-21 
2

㉡에서 k=-18이므로

|r+k|=|3+(-18)|=|-15|=15 � 답 15

다른 풀이

에서 직선 l의 방정식은 

y-6=4
3 (x-0)Ñ3®É{ 43 }

Û`+1 

y-6=4
3 xÑ5

∴ l`:`y=4
3 x+11 또는 l`:`y=4

3x+1 

그런데 직선 l의 y절편은 6보다 크므로 

l`:`y=4
3 x+11

다음은 와 같다.



← 본문 20쪽 비법노트Ⓓ

본문 p.41
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집합과 명제

4. 집합

01 ③ 	 02 ①	 03 9	 04 4	 05 ⑤	

06 ⑤	 07 ④	 08 ② 	 09 ①	 10 9	

11 ③	 12 13	 13 ⑤	 14 ①	 15 6	

16 8	 17 ②	 18 ③	 19 ④	 20 ④	

21 ③

pp.47~49출제율 100%  우수 기출 대표 문제STEP1

집합 A={á, 0, {0}}에 대하여 	  

원소는 á, 0, {0}	  

부분집합은 á, {á}, {0}, {{0}}, {á, 0}, {á, {0}},

{0, {0}}, {á, 0, {0}}

따라서 옳지 않은 것은 ③ 0,A이다.� 답 ③

A={nÁ, nª, n£, n¢} (nÁ<nª<n£<n¢)라 하면

집합 A의 서로 다른 두 원소의 합은

nÁ+nª, nÁ+n£, nÁ+n¢, nª+n£, nª+n¢, n£+n¢

집합 B의 원소 중 가장 작은 원소가 4, 가장 큰 원소가 

12이므로

nÁ+nª=4, n£+n¢=12

이때 nÁ, nª, n£, n¢는 서로 다른 자연수이므로

nÁ+nª=4에서 nÁ=1, nª=3

즉, 3<n£<n¢이므로 n£+n¢=12가 되는 경우는 다음과 

같이 나눌 수 있다.

Ú n£=4, n¢=8일 때, 

집합 A의 서로 다른 두 원소의 합은 각각 4, 5, 7, 9, 

11, 12이므로

B={4, 5, 7, 9, 11, 12}

그런데 n(B)=5를 만족시키지 않는다.

Û n£=5, n¢=7일 때, 

집합 A의 서로 다른 두 원소의 합은 각각 4, 6, 8, 10, 

12이므로

B={4, 6, 8, 10, 12}

따라서 n(B)=5를 만족시킨다.

Ú, Û에서 B={4, 6, 8, 10, 12}이므로 

a=6, b=8, c=10

∴ a+b+c=24 � 답 ①

01

02



다른 풀이

집합 A의 서로 다른 두 원소의 합

nÁ+nª, nÁ+n£, nÁ+n¢, nª+n£, nª+n¢, n£+n¢

에서 n(B)=5를 만족시키려면 nÁ+n¢=nª+n£이어야 

한다.

에서 nÁ=1, nª=3이므로

n¢-n£=nª-nÁ=2

위의 식과 n£+n¢=12를 연립하여 풀면 

n£=5, n¢=7

따라서 A={1, 3, 5, 7}, B={4, 6, 8, 10, 12}이므로

a+b+c=6+8+10=24 

-8É2x-3É8에서 -5É2xÉ11

-5
2ÉxÉ 11

2 , -3
2Éx+1É 13

2

∴ -1
2É

x+1
3 É 13

6

이때 
x+1
3 <Z이므로

x+1
3 =0, 1, 2    ∴ x=-1, 2, 5

즉, 4x-5=-9, 3, 15이므로 A={-9, 3, 15} 

따라서 집합 A의 모든 원소의 합은 

-9+3+15=9� 답 9  

다른 풀이

x+1
3 <Z에서 

x+1
3 =k (k는 정수)라 하면

x=3k-1    yy㉠

-8É2x-3É8에서 -8É6k-5É8

-3É6kÉ13    ∴ -1
2ÉkÉ 13

6

이때 조건을 만족시키는 정수 k는 0, 1, 2이므로 ㉠에서 

x=-1, 2, 5

다음은 와 같다.

|x|+|y|=2를 만족시키는 정수 x, y의 순서쌍 (x, y)

는 (-2, 0), (-1, -1), (-1, 1), (0, -2), (0, 2), 

(1, -1), (1, 1), (2, 0)

이므로 n(A)=8

또한, n(B)=k이므로 n(A)+n(B)=3k에서

8+k=3k    ∴ k=4 � 답 4

Ú	2n-1=2(n-1)+1이므로 A,B

	 또한, 2n+1=2(n+1)-1이므로 B,A

	 ∴ A=B

03



04

05
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Û	4n-1=2_2n-1이므로 C,A

	 그런데 5=2_3-1<A이지만 5²C이므로 AøC

Ú, Û에서 C,A=B� 답 ⑤

다른 풀이

세 집합 A, B, C를 원소나열법으로 나타내면

A=B={y, -5, -3, -1, 1, 3, 5, y},

C={y, -5, -1, 3, 7, y}

이므로 C,A=B

A,B이고 B,A이므로 

A=B

a-3<A이므로 A=B이려면 a-3<B에서

a-3=5 또는 a-3=1-a

Ú a-3=5, 즉 a=8일 때, 

A={5, 65}, B={-7, 5}이므로 

A+B

Û a-3=1-a, 즉 a=2일 때,

A={-1, 5}, B={-1, 5}이므로 

A=B

Ú, Û에서 a=2 � 답 ⑤

다른 풀이

A,B이고 B,A이므로 A=B

즉, 집합 A의 모든 원소의 합과 집합 B의 모든 원소의 

합이 서로 같아야 하므로

a-3+(aÛ`+1)=5+(1-a)

aÛ̀ +a-2=6-a, aÛ̀ +2a-8=0

(a+4)(a-2)=0    ∴ a=-4 또는 a=2

Ú a=-4일 때, 

A={-7, 17}, B={5}이므로 A=B를 만족시키지 

않는다.

Û a=2일 때, 

A={-1, 5}, B={-1, 5}이므로 A=B를 만족시

킨다.

Ú, Û에서 a=2

xÛ̀ -6x+8=0에서 (x-2)(x-4)=0

∴ x=2 또는 x=4

∴ A={2, 4}

B={2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} 

A,X,B, X+A이므로 집합 X는 2, 4를 반드시 원

소로 갖는 집합 B의 부분집합 중에서 집합 A를 제외한 

것과 같다.

따라서 집합 X의 개수는

27-2-1=31 � 답 ④

06

07

A={1, 2, 3, 6}, A'B={1, 2, 3, 4, 6, 12}에서 

4²A, 12²A이므로 4<B, 12<B

n(B)=4일 때, 집합 B의 모든 원소의 합이 최소이려면 

1<B, 2<B이어야 하므로 B={1, 2, 4, 12}

따라서 집합 B의 모든 원소의 합의 최솟값은 

1+2+4+12=19	 � 답 ②

A={2, 3, 5, 7, 11, 13},

B={x|x=ab+1, a<A, b<A}이므로

B={5, 7, 10, 11, 15, y, 170}

∴ A;B={5, 7, 11}

따라서 집합 A;B의 원소의 최댓값은 11, 최솟값은 5이

므로 합은

11+5=16� 답 ①

다른 풀이

A={2, 3, 5, 7, 11, 13}

p<A;B이면 p<A, p<B이므로

2ÉpÉ13이고, p=ab+1 (a<A, b<A) 꼴이어야 한다.

2Éab+1É13에서 1ÉabÉ12

a=2일 때, b=2, 3, 5이고 p=5, 7, 11

a=3일 때, b=2이고 p=7

a=5일 때, b=2이고 p=11

a=7, 11, 13이면 조건을 만족시키는 p의 값은 존재하지 

않는다.

∴ A;B={5, 7, 11}�

Ú	aÉ0일 때,

	 모든 실수 x에 대하여 xÛ̀¾a가 성립하므로 A=R이다.

	 이때 a+b이므로 B+á이다.

	‌� 즉, A;B=B+á이므로 조건을 만족시키지 않는다.

Û	a>0일 때,

	 xÛ`¾a에서 (x-'a)(x+'a)¾0

	 ∴ xÉ-'a 또는 x¾'a
	 즉, A={x|xÉ-'a 또는 x¾'a }

	 이때 A'B=R, A;B=á이 성립하려면

	 B={x|-'a<x<'a }

	‌� 이어야 하므로 이차부등식 (x-a)(x-b)<0의 해

는 -'a<x<'a와 같아야 한다.

	 -'a<0이고 a>0이므로

	 b=-'a, a='a
	 a='a의 양변을 제곱하면

	 aÛ`=a    ∴ a=1 (∵ a>0), b=-'1=-1

Ú, Û에서 a=1, b=-1이므로

10a+b=10+(-1)=9� 답 9

08

09

10

본문 pp.47~48
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A;(A-B)=A에서 A,(A-B)이고,

(A-B),A는 항상 성립하므로

A-B=A    ∴ A;B=á
이때 A'B=U이고, U={1, 2, 3, 4, 5},

A={1, 4, 5}이므로

B={2, 3}

따라서 집합 B의 모든 원소의 합은

2+3=5� 답 ③ 

다른 풀이

A;(A-B)�=A;(A;BC)=(A;A);BC	  

=A;BC=A-B=A

∴ A;B=á
다음은 와 같다.

kÛ̀ -7k+10É0에서

(k-2)(k-5)É0    ∴ 2ÉkÉ5

이때 U={1, 2, 3, 4, 5, 6}이므로

A={2, 3, 4, 5}

∴ AC=U-A={1, 6}

i k+(-i )k+2=0에서

k=1일 때, i +(-i )3=i +i =2i 

k=2일 때, i Û`+(-i )4=-1+1=0

k=3일 때, i Ü`+(-i )5=(-i )+(-i )=-2i 

k=4일 때, i Ý`+(-i )6=1+(-1)=0

k=5일 때, i Þ`+(-i )7=i +i =2i 

k=6일 때, i ß`+(-i )8=(-1)+1=0

즉, i k+(-i )k+2=0을 만족시키는 k의 값은 2, 4, 6이

므로

B={2, 4, 6}

∴ AC'B‌�={1, 6}'{2, 4, 6}	  

={1, 2, 4, 6}

따라서 집합 AC'B의 모든 원소의 합은 

1+2+4+6=13 � 답 13

i의 거듭제곱의 성질을 이용하여 집합 B의 원소를 구할 수도 있다.

i k+(-i)k+2‌�=i k+(-1)k+2i k+2	  

=i k{1+(-1)k+2i Û`}	  

=i k{1+(-1)k+3}=0
이때 i k+0이므로 1+(-1)k+3=0이어야 한다.

즉, (-1)k+3=-1에서 k+3이 홀수이어야 하므로 k는 짝수이어야 

한다.

따라서 U={1, 2, 3, 4, 5, 6}이므로 B={2, 4, 6} 

BLACKLABEL 특강 참고

ㄱ.	A;(A'B)C‌�=A;(AC;BC)	  

=(A;AC);BC	  

=á;BC=á (참)

11



12

13

ㄴ.		(A-B);(A-C)‌�=(A;BC);(A;CC)	  

=A;(BC;CC)	

=A;(B'C)C	  

=A-(B'C) (참)

ㄷ.		{(A-B)'B}-A‌�={(A;BC)'B}-A	  

={(A'B);(BC'B)}-A	

={(A'B);U}-A	  

=(A'B)-A	  

=(A'B);AC	  

=(A;AC)'(B;AC)	  

=á'(B;AC)	  

=B;AC	  

=B-A (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

다른 풀이

ㄱ.		A,(A'B)이므로 A-(A'B)=á
		 ∴ ‌�A;(A'B)C=A-(A'B)=á (참)

A;B={1, b} (b+1)이므로 1<B이어야 한다.

Ú -4a=1, 즉 a=-1
4인 경우

A=[ 13 16 , 1, 2], B=[1, 74 , 
9
4 ]

이때 A;B={1}이므로 조건을 만족시키지 않는다.

Û -a+2=1, 즉 a=1인 경우

A={-2, 1, 2}, B={-4, 1, 3}

이때 A;B={1}이므로 조건을 만족시키지 않는다.

Ü a+2=1, 즉 a=-1인 경우

A={1, 2, 4}, B={1, 3, 4}

이때 A;B={1, 4}이므로 조건을 만족시킨다.

Ú, Û, Ü에서 A={1, 2, 4}, B={1, 3, 4}이고

A;B={1, 4}, B-A={3}이므로

a=-1, b=4, c=3

∴ aÛ̀ +bÛ̀ +cÛ̀ =1+16+9=26 		  답 ①

B;(AC'BC)�=(B;AC)'(B;BC)	 

=(B;AC)'á	 
=B;AC	  

=B-A={3, 6}

이고, A={2, 4}이므로 

A'B={2, 3, 4, 6}

∴ AC;BC�=(A'B)C=U-(A'B)	 

={1, 2, 3, 4, 5, 6}-{2, 3, 4, 6}	  

={1, 5}

따라서 집합 AC;BC의 모든 원소의 합은

1+5=6� 답 6

14

15


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∴ ‌�n(A'B'C)	  

=n((A'C)'B)	  

=n(A'C)+n(B)-n((A'C);B)	  

=n(A'C)+n(B)-n((A;B)'(B;C))	  

=n(A'C)+n(B)-n(A;B) (∵ B;C=á)	

=30+12=42� 답 ④

다른 풀이

두 집합 B와 C가 서로소이므로 B;C=á
즉, n(B;C)=0, n(A;B;C)=0이므로

‌�n(A'B'C)	  

=n(A)+n(B)+n(C)	  

-{n(A;B)+n(B;C)+n(C;A)}	 

+n(A;B;C)	  

=n(A)+n(B)+n(C)-n(A;B)-n(C;A)	

=n(A)+n(C)-n(C;A)+n(B)-n(A;B)	

=n(A'C)+n(B-A)	  

=30+12=42

벤 다이어그램을 이용하면 조금 더 간단

히 답을 구할 수 있다.

두 집합 B, C가 서로소이므로 세 집합 

A, B, C의 관계를 벤 다이어그램으로 

나타내면 오른쪽 그림과 같고, 주어진 

조건에서 n(A'C)=30, n(B-A)=12이므로

n(A'B'C)=n(A'C)+n(B-A)=30+12=42

BLACKLABEL 특강 참고

n(A;B)Én(A), n(A;B)Én(B)이고, 	

n(A;B)¾5이므로 

5Én(A;B)É10

n(A;B)=n(A)+n(B)-n(A'B)이므로

5Én(A)+n(B)-n(A'B)É10

5É10+13-n(A'B)É10

∴ 13Én(A'B)É18

따라서 n(A'B)의 최댓값은 18, 최솟값은 13이므로 그 

합은 

13+18=31 	 � 답 ④

전체집합 U의 두 부분집합 A, B에 대하여 n(A)¾n(B)일 때, 

⑴ n(A;B)가 최대이려면 n(A'B)가 최소 ⇨ B,A
⑵ n(A;B)가 최소이려면 n(A'B)가 최대   

 ① n(A)+n(B)Én(U)이면 n(A'B)=n(A)+n(B)
 ② n(A)+n(B)>n(U)이면 n(A'B)=n(U)

BLACKLABEL 특강 참고

�

학생 전체의 집합을 U, A 과목을 선택한 학생의 집합을 

A, B 과목을 선택한 학생의 집합을 B라 하면

n(U)=35, n(A)=18, n(B)=21

20

21

다른 풀이

B;(AC'BC)‌�=B;(A;B)C	

=B-(A;B)={3, 6}

다음은 와 같다.

8의 배수는 4의 배수이므로 

A¥,A¢    ∴ A¢'A¥=A¢

즉, A£;(A¢'A¥)=A£;A¢ 

이때 A£;A¢는 3과 4의 최소공배수인 12의 배수의 집합

이므로 

A£;A¢=A12

따라서 전체집합 U={10, 11, 12, y, 99}의 원소 중에

서 12의 배수는 12, 24, 36, y, 96의 8개이므로 구하는 

집합의 원소의 개수는 8이다. 	 � 답 8

A30;A45는 30과 45의 최대공약수인 15의 약수의 집합

이므로 

A30;A45=A15

즉, Ak,A15이려면 k가 15의 약수이어야 하므로 

k=1, 3, 5, 15

따라서 모든 자연수 k의 값의 합은

1+3+5+15=24 � 답 ②

U={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, A={1, 2, 3, 6}이

고 (A-B)'(B-A)={2, 5, 8, 10}이므로

A-B={2}, A;B={1, 3, 6}, B-A={5, 8, 10}

따라서 두 집합 A, B 사이의 포

함 관계를 벤 다이어그램으로 나

타내면 오른쪽 그림과 같으므로

B‌�=(B-A)'(A;B)	  

={1, 3, 5, 6, 8, 10}

즉, n(B)=6이므로 집합 B의 부분집합의 개수는

2 ß`=64� 답 ③

두 집합 B, C가 서로소이므로 B;C=á
n(AC;CC)=n((A'C)C)=n(U)-n(A'C)

에서 n(U)=50, n(AC;CC)=20이므로

50-n(A'C)=20    ∴ n(A'C)=30

또한, n(AC;B)=n(B-A)=n(B)-n(A;B)이

므로

n(B)-n(A;B)=12

16

17

18

19

본문 pp.48~49
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두 과목을 모두 선택한 학생의 집합은 A;B이다. 

A,(A'B), B,(A'B)에서

n(A)Én(A'B), n(B)Én(A'B)이므로

18Én(A'B), 21Én(A'B)

∴ 21Én(A'B)

(A'B),U에서 n(A'B)Én(U)이므로 

n(A'B)É35

∴ 21Én(A'B)É35

n(A'B)=n(A)+n(B)-n(A;B)이므로

21É18+21-n(A;B)É35

∴ 4Én(A;B)É18

따라서 최댓값은 M=18, 최솟값은 m=4이므로

M+m=18+4=22� 답 ③

다른 풀이

n(A;B)=x라 하면�  

n(U)=35, n(A)=18,

n(B)=21이므로 오른쪽 그림과 

같이 벤 다이어그램의 각 영역에 

속하는 원소의 개수를 나타낼 수 있다.

이때 벤 다이어그램의 각 영역에 속하는 원소의 개수는 0 

이상이어야 하므로

18-x¾0, x¾0, 21-x¾0, x-4¾0

∴ 4ÉxÉ18

따라서 두 과목을 모두 선택한 학생의 수의 최댓값은

M=18, 최솟값은 m=4이므로

M+m=18+4=22

01 ⑤	 02 6	 03 ②	 04 -2	 05 ①	

06 ④	 07 ③	 08 12 	 09 ② 	 10 ①	

11 ③	 12 448	 13 22	 14 5	 15 123	

16 60	 17 ④	 18 ⑤ 	 19 288	 20 ④	

21 5	 22 ③	 23 10	 24 ③	 25 9	

26 6	 27 ②	 28 36	 29 ⑤	 30 ⑤	

31 24	 32 6	 33 ④	 34 ②	 35 ①	

36 64	 37 41	 38 ①	 39 -1	 40 138

41 400	 42 ④ 

pp.50~561등급을 위한 최고의 변별력 문제STEP2

P(A)는 집합 A의 부분집합을 원소로 갖는 집합이므로

P(A)=‌�{á, {1}, {2}, {{1, 2}}, {1, 2}, {1, {1, 2}}, 	

� {2, {1, 2}}, {1, 2, {1, 2}}}

ㄱ.	‌�á은 집합 P(A)의 원소이므로 	  

á<P(A) (참)

01

ㄴ.	‌�{{1, 2}}는 집합 P(A)의 원소이므로 	  

{{1, 2}}<P(A) (참)

ㄷ.	‌�집합 P(A)의 원소 {1, 2} 하나만을 원소로 갖는 집

합 {{1, 2}}는 집합 P(A)의 부분집합이므로 	  

{{1, 2}},P(A) (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

멱집합(Power Set)

집합 A에 대하여 A의 멱집합은 집합 A의 부분집합을 원소로 갖는 

집합으로 2�`` 또는 P(A)로 나타낸다.

집합 A={aÁ, aª, y, aÇ}일 때,

⑴ 멱집합의 원소의 개수：2Ç`
⑵ 멱집합의 부분집합의 개수：22 Ç` 

BLACKLABEL 특강 필수 개념

�

A={a, b, c}, B={ab, bc, ca}에서

A=B이므로 각 집합의 모든 원소의 합과 곱이 서로 같

다. 즉, 

a+b+c=ab+bc+ca=7    yy㉠

abc=(abc)Û`	 yy㉡

㉡에서 (abc)Û`-abc=0

abc(abc-1)=0

∴ abc=0 또는 abc=1

이때 abc=0이면 a=0 또는 b=0 또는 c=0이므로 집합 

B의 원소 ab, bc, ca 중 적어도 두 수가 0이 되어 A=B

를 만족시키지 않는다.

∴ abc=1	 yy㉢ 

㉠, ㉢에서 세 실수 a, b, c를 세 근으로 하고 xǛ 의 계수가 

1인 삼차방정식은 xǛ -7xÛ̀ +7x-1=0이므로

(x-1)(xÛ̀ -6x+1)=0

∴ x=1 또는 x=3Ñ2'2
이때 3-2'2<1<3+2'2이므로 

a=3-2'2 
1
a =

1
3-2'2=

3+2'2
(3-2'2)(3+2'2)=3+2'2

∴ a+1
a =(3-2'2)+(3+2'2)=6 	 � 답 6

다른 풀이

에서 이차방정식 xÛ̀ -6x+1=0의 두 근을 a, b라 하면 

근과 계수의 관계에 의하여

a+b=6, ab=1

∴ a>0, b>0

이때 ab=1이므로 b=1
a 

즉, 0<a<1이면 b>1이다. 

A={a, b, c}=[a, 1, 1a ]에서 가장 작은 원소를 a라 

할 때, 가장 큰 원소는 
1
a 이므로 

a+1
a =6 

02


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삼차방정식의 근과 계수의 관계

⑴ 삼차방정식 axÜ`+bxÛ`+cx+d=0의 세 근을 a, b, c라 하면

a+b+c=- b
a , ab+bc+ca= c

a , abc=- d
a

⑵ 세 수 a, b, c를 세 근으로 하고, xÜ`의 계수가 1인 삼차방정식은 

xÜ`-(a+b+c)xÛ`+(ab+bc+ca)x-abc=0

BLACKLABEL 특강 필수 개념

ㄱ.	‌�2 이상의 자연수 a에 대하여 N(a, a)는 a의 양의 약

수의 개수와 같고,

	 N(a, a)¾2+1`(∵ a¾2)

	 a²AÁ(a)

	 ∴ 2²AÁ(2) (거짓)

ㄴ.	‌�3의 양의 약수는 1, 3의 2개이므로 3과 양의 공약수의 

개수가 4인 200 이하의 자연수는 존재하지 않는다.

	 ∴ A¢(3)=á (거짓)

ㄷ.	‌�200 이하의 자연수 중에서 3과 양의 공약수의 개수가 

2인 자연수는 200 이하의 3의 배수와 같다.

	‌� 이때 200 이하의 3의 배수의 개수가 66이므로 Aª(3)

의 원소의 개수는 66이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄷ뿐이다.� 답 ②

다른 풀이

ㄱ.	2<AÁ(2)라 하면 집합 Ak(a)의 정의에 의하여

	 N(2, 2)=1을 만족시켜야 한다.

	 그런데 2의 양의 약수는 1, 2의 2개이므로 N(2, 2)=2

	 ∴ 2²AÁ(2) (거짓)

xǛ -aÛ̀ xÛ̀ -x+aÛ̀ =0에서

(x+1)(x-1)(x-aÛ̀ )=0

∴ x=-1 또는 x=1 또는 x=aÛ̀

∴ A={-1, 1, aÛ̀  }

xÛ̀ +(a-3)x-a+2=0에서

(x-1)(x+a-2)=0

∴ x=1 또는 x=-a+2

∴ B={1, -a+2}

이때 A'B={-1, 1, 4}이므로

-a+2=4 또는 aÛ̀ =4

∴ a=-2 또는 a=2

Ú	a=-2일 때,

	 A={-1, 1, 4}, B={1, 4}이므로

	 A'B={-1, 1, 4}를 만족시킨다.

Û	a=2일 때,

	 A={-1, 1, 4}, B={1, 0}이므로

	 A'B={-1, 0, 1, 4}에서 조건을 만족시키지 않는다.

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 상수 a의 값은 -2이다.

� 답 -2

03

04



다른 풀이

에서

Ú	-a+2=4, 즉 a=-2일 때,

	 aÛ̀ =4이므로 A={-1, 1, 4}, B={1, 4}에서

	 A'B={-1, 1, 4}를 만족시킨다.

Û	-a+2=-1, 즉 a=3일 때,

	‌� aÛ̀ =9이므로 A'B={-1, 1, 9}에서 조건을 만족

시키지 않는다.

Ü	-a+2=1, 즉 a=1일 때,

	‌� aÛ̀ =1이므로 A'B={-1, 1}에서 조건을 만족시키

지 않는다.

Ú, Û, Ü에서 조건을 만족시키는 상수 a의 값은 -2이다.

집합 B의 원소 '§a, 'b, 'c, '§d가 자연수이므로 a, b, c, 

d는 완전제곱수이고, a+b=13=4+9=2Û`+3Û`이므로

a=4, b=9 (∵ a<b)  

∴ A;B={a, b}={4, 9}    yy㉠

㉠에서 4<B, 9<B이고 '§a=2, 'b=3이므로

'c=4, '§d=9 (∵ c<d)

∴ c=16, d=81

∴ a+d=4+81=85� 답 ①

A;X=X에서 X,A,

(A-B)'X=X에서 (A-B),X이므로

(A-B),X,A

A={x|1ÉxÉ5}, B={x|3<x<7}에서

A-B={x|1ÉxÉ3}

이때 두 집합 A-B,�

A를 수직선 위에 나타

내면 오른쪽 그림과 같

으므로

(A-B),X,A에서

p=1, 3ÉqÉ5

따라서 q의 최댓값은 5, 최솟값은 3이므로 합은

5+3=8� 답 ④

x¾1이므로

0< 4
xÉ4에서 [ 4

x ]=0, 1, 2, 3, 4

∴ A¢={0, 1, 2, 3, 4}

0< 6
xÉ6에서 [ 6

x ]=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6

∴ A¤={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

따라서 A¢;A¤={0, 1, 2, 3, 4}이므로 

A¢;A¤=A¢� 답 ③

05

06

07

본문 pp.49~51
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조건 ㈎, ㈏에 의하여

4<A, 4+4=8<U이므로 8<A

4<A, 5<A이고, 4+5=9<U이므로 9<A

5<A, 5+5=10<U이므로 10<A

4<A, 8<A이고, 4+8=12<U이므로 12<A

5<A, 8<A이고, 5+8=13<U이므로 13<A

5<A, 9<A이고, 5+9=14<U이므로 14<A

5<A, 10<A이고, 5+10=15<U이므로 15<A

	          ⋮

조건 ㈎, ㈏에서 집합 A의 원소가 될 수 있는 수들을 나

열하면 4, 5, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, y, 50이다.

이때 AC=U-A이므로 집합 AC의 원소의 개수가 최대

이려면 집합 A의 원소의 개수가 최소이어야 한다.

즉, A={4, 5, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, y, 50}이므로

AC={1, 2, 3, 6, 7, 11}

따라서 집합 AC의 가장 큰 원소는 11, 가장 작은 원소는 

1이므로 그 합은

11+1=12 	� 답 12

ㄱ.	A£=Aª'{Aª}이고, Aª={1, {1}}이므로

	 A£={1, {1}, {1, {1}}} (참)

ㄴ.	An+1=AÇ'{AÇ}에서 {AÇ},AÇ*Á이므로

	 AÇ<AÇ*Á (참)

ㄷ.	Aª={1, {1}}={1, AÁ} 

	 A£={1, {1}, {1, {1}}}={1, AÁ, Aª}

	 ⋮

	 ∴ AÇ*Á={1, AÁ, Aª, A£, y, AÇ} (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

AÁ;Aª;A£;y;An+á이 성립하려면 	

AÁ;An+á이어야 한다.

이때 AÁ={x|2ÉxÉ24},

An={x|3n-1ÉxÉ15n+9}이므로

오른쪽 그림에서� ˆ

3n-1É24, 3nÉ25

∴ nÉ 25
3 =8.33y

따라서 자연수 n의 최댓값은 8이다.� 답 ①

x-[x]= 1
n 에서 x=[x]+1

n=(정수)+ 1
n 이고,

-5ÉxÉ5인 유리수이므로 

(정수)=-5, -4, y, 4

08

09

10

11

ㄱ.	A£=[-5+1
3 , -4+1

3 , y, 0+1
3 , y, 4+1

3 ]

	 ∴ 
1
3<A£ (참)

ㄴ.	n¾2인 임의의 자연수 n에 대하여 집합 AÇ의 원소는

	 (정수)+ 1
n `((정수)=-5, -4, y, 4) 꼴이므로 

	 집합 AÇ의 원소의 개수는 10이다. (거짓)

ㄷ.	�임의의 두 자연수 m, n에 대하여 m+n이면	  

1
m+

1
n 이므로 (정수)+ 1

m+(정수)+ 1
n 	  

∴ Am;AÇ=á (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

ㄴ. ‌�조건에서 -5ÉxÉ5이므로 [x]=-5, -4, -3, y, 5의 11개로 

착각할 수 있다. 그러나 x-[x]= 1
n 에서 x=[x]+ 1

n 이므로	  

-5É[x]+ 1
nÉ5, -5- 1

nÉ[x]É5- 1
n 이고, n이 2 이상의 	

자연수이므로 [x]=-5, -4, -3, y, 4의 10개이다.

BLACKLABEL 특강 오답 피하기

�

1=2â`_3â`_5 â`, 2=2Ú`_3 â`_5â`, 3=2â`_3Ú`_5â`,

4=2 Û`_3â`_5 â`, 5=2â`_3â`_5Ú`, 6=2Ú`_3Ú`_5â`,

8=2 Ü`_3â`_5 â`, 9=2â`_3Û`_5â`, 10=2 Ú`_3â`_5Ú`

∴ B={1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10}

이때 집합 B의 부분집합 중에서 원소로 3의 배수를 적어

도 하나 갖는 집합의 개수는 집합 B의 부분집합의 개수

에서 3의 배수를 원소로 갖지 않는 집합의 개수를 뺀 것

과 같다.

따라서 집합 B의 부분집합의 개수는 2á̀ =512이고, 집합 

B의 부분집합 중에서 3의 배수를 원소로 갖지 않는 집합

의 개수는 29-3=2ß̀ =64이므로 구하는 집합의 개수는

512-64=448� 답 448

X;A+á, X;B+á이므로 집합 X는 두 집합 A, 

B의 원소를 각각 적어도 한 개씩 원소로 갖는다.

이때 A;B={2}이므로 다음과 같이 경우를 나누어 생

각할 수 있다.

Ú	2<X인 경우

	‌� 집합 X의 개수는 집합 {1, 3, 4, 5}의 부분집합의 개

수와 같으므로

	 2Ý`=16

Û	2²X인 경우

	‌� 집합 X는 {1, 3}, {1, 4}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5},	

{1, 4, 5}, {1, 3, 4, 5}의 6개이다.

Ú, Û에서 구하는 집합 X의 개수는

16+6=22� 답 22

12

13
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다른 풀이

전체집합 U의 부분집합 중 X;A+á, X;B+á 을 

만족시키는 집합 X의 개수는 전체집합 U의 부분집합의 

개수에서 X;A=á 또는 X;B=á 을 만족시키는 집

합 X의 개수를 빼면 된다.

전체집합 U의 부분집합의 개수는 2Þ`=32

X;A=á 또는 X;B=á 을 만족시키는 집합 X의 

개수는 다음과 같다.

Ú	‌�X;A=á인 집합 X의 개수는 집합 {3, 4, 5}의 부

분집합의 개수와 같으므로

	 2Ü`=8

Û	‌�X;B=á인 집합 X의 개수는 집합 {1, 5}의 부분

집합의 개수와 같으므로	  

2Û`=4

Ü	‌�X;A=á, X;B=á인 집합 X는	 

á 또는 {5}의 2개

Ú, Û, Ü에서 X;A=á 또는 X;B=á인 집합 X

의 개수는

8+4-2=10

따라서 구하는 집합 X의 개수는

32-10=22

집합 A=[ 12 , 
1
2Û`

, 
1
2Ü`

, y, 
1
2Ú`â`
]의 부분집합 중에서

Ú	‌�가장 작은 원소가 
1
2Ú`â`

인 경우, 즉 
1
2Ú`â`

을 반드시 원소

로 갖는 부분집합의 개수는	  

210-1=2á`

Û	‌�가장 작은 원소가 
1
2á`

인 경우, 즉 
1
2á`

은 반드시 원소로 	

갖고, 
1
2Ú`â`

은 원소로 갖지 않는 부분집합의 개수는 	  

210-1-1=2 ¡`

Ü	‌�‌�가장 작은 원소가 
1
2¡`

인 경우, 즉 
1
2¡`

은 반드시 원소로 

갖고, 두 원소 
1
2Ú`â`

, 
1
2á`

은 원소로 갖지 않는 부분집합

의 개수는	  

210-1-2=2à`

	 ⋮

따라서 각 부분집합에서 가장 작은 원소들의 합은

1
2Ú`â`

_2 á`+ 1
2á`
_2¡`+ 1

2¡`
_2à`+y+1

2_1

=1
2+

1
2+

1
2+y+1

2=10_1
2=5� 답 5

U={1, 2, 3, 6, 9, 18}이므로 조건 ㈏에 의하여 집합 A

는 1, 18 또는 2, 9 또는 3, 6을 동시에 원소로 가져야 한

다.    yy㉠

14

15

Ú	n(A)=2인 경우

	 ㉠에 의하여

	 A={1, 18} 또는 A={2, 9} 또는 A={3, 6}

	‌� 집합 B는 조건 ㈐에 의하여 집합 U의 원소 중에서 집

합 A에 속하지 않은 4개의 원소를 반드시 원소로 갖

는 집합이므로 집합 B의 개수는 	  

26-4=2Û`=4

	‌� 즉, 집합 A가 될 수 있는 각각의 경우에 대하여 집합 

B가 4개씩 존재하므로 순서쌍 (A, B)의 개수는

	 3_4=12

Û	n(A)=4인 경우

	 ㉠에 의하여

	‌� A={1, 2, 9, 18} 또는 A={1, 3, 6, 18} 또는 	

A={2, 3, 6, 9}

	‌� 집합 B는 조건 ㈐에 의하여 집합 U의 원소 중에서 집

합 A에 속하지 않은 2개의 원소를 반드시 원소로 갖

는 집합이므로 집합 B의 개수는 	

26-2=2Ý`=16

	‌� 즉, 집합 A가 될 수 있는 각각의 경우에 대하여 집합 

B가 16개씩 존재하므로 순서쌍 (A, B)의 개수는

	 3_16=48

Ü	n(A)=6인 경우

	‌� A=U={1, 2, 3, 6, 9, 18}이므로 집합 B는 공집합

이 아닌 집합 U의 부분집합이다.

	‌� 따라서 집합 B의 개수는 26-1=63이므로 순서쌍 	

(A, B)의 개수는 63이다.

Ú, Û, Ü에서 순서쌍 (A, B)의 개수는

12+48+63=123� 답 123

집합 K(U)의 원소는 전체집합 U={1, 2, 3, 4, 5}의 

부분집합 중에서 원소가 2개인 부분집합이므로

K(U)={{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3},

� {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}}

이때 A<K(U), B<K(U)이고, n(A'B)=3이 되려

면 두 집합 A, B는 공통인 원소가 한 개만 있어야 한다.

즉, n(A;B)=1

예를 들면, A={1, 2}일 때, 가능한 집합 B는 {1, 3},

{1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}의 6개이다.

따라서 집합 A가 될 수 있는 집합 K(U)의 원소 10개에 

대하여 가능한 집합 B가 각각 6개씩 존재하므로 구하는 

순서쌍 (A, B)의 개수는

10_6=60� 답 60

다른 풀이

에서

전체집합 U의 원소 5개 중에서 집합 A;B의 원소 하나

를 택하는 경우의 수는 5

16


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교집합의 원소를 제외한 전체집합 U의 원소 4개 중에서 

두 집합 A, B의 나머지 원소를 각각 택하는 경우의 수는

4_3=12

따라서 두 집합 A, B의 순서쌍 (A, B)의 개수는

5_12=60

집합 S={a, b, c}의 부분집합은 

á, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, S

Ú	á<X일 때, 

	 조건 ㈎에서 S-á=S<X

	 즉, á과 집합 S는 동시에 집합 X의 원소이므로

	 X={á, S}가 가능하다.

Û	{a}<X일 때, 

	 조건 ㈎에서 S-{a}={b, c}<X

	 즉, 두 집합 {a}와 {b, c}는 동시에 집합 X의 원소이다.

	‌� 또한, {a}<X, {b, c}<X이면 조건 ㈏에서 	  

{a, b, c}=S<X이고, 조건 ㈎에서 á<X이므로	

X={á, {a}, {b, c}, S}

	 같은 방법으로

	 {b}<X일 때, X={á, {b}, {a, c}, S}

	 {c}<X일 때, X={á, {c}, {a, b}, S}

Ü	{a}<X, {b}<X일 때, 

	‌� 조건 ㈎에서 {b, c}<X, {a, c}<X이고, 조건 ㈏에

서 {a, b}<X이므로 조건 ㈎에서 {c}<X

	‌� 또한, {a, b}<X, {c}<X이면 조건 ㈏에서 S<X

이므로 조건 ㈎에서 á<X

	 ∴ X={á, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c},

� {b, c}, S}

Ú, Û, Ü에서 조건을 만족시키는 집합 X의 개수는 5이다.

� 답 ④

n(A)=20Én(B)이므로

f(A)=220, f(B)=2x`(x¾20)이라 하면

f(A)+ f(B)= f(A'B)에서

220+2x=2n(A'B), 220(1+2x-20)=2n(A'B)

이때 1+2x-20의 값이 2의 거듭제곱 꼴이 되려면

2x-20=1=2â`에서 x-20=0    ∴ x=20

이때 2n(A'B)=220(1+1)=2Û`â`_2Ú`=2Û`Ú`이므로

n(A'B)=21

따라서

n(A;B)‌�=n(A)+n(B)-n(A'B)	 

=20+20-21=19

이므로 f(A;B)=2Ú`á`

∴ a=19� 답 ⑤

17

18

A={1, 2, 3, 4}, B={3, 4, 5, 6, 7}에서

A;B={3, 4}

조건 ㈏에 의하여 {3, 4},(X'Y)

이므로 집합 A의 부분집합 중에서 집합 X를 택하고 집

합 B의 부분집합 중에서 집합 Y를 택하는 경우에서 집합 

X'Y가 두 원소 3, 4를 포함하지 않는 경우를 제외하면 

된다.

이때 조건 ㈎에서 집합 X는 집합 A의 부분집합이므로 

집합 X의 개수는 2Ý`이고, 집합 Y는 집합 B의 부분집합

이므로 집합 Y의 개수는 2 Þ`이다.

즉, 두 집합 X, Y의 순서쌍 (X, Y)의 개수는

2 Ý`_2Þ`=2á`=512

한편, 집합 X'Y가 3을 원소로 갖지 않으려면 두 집합 

X, Y가 모두 3을 원소로 갖지 않아야 하므로 그 경우의 

수는 두 집합 A, B의 부분집합 중에서 3을 원소로 갖지 

않는 부분집합의 개수의 곱과 같다. 즉,

2 Ü`_2Ý`=2à`=128

같은 방법으로 집합 X'Y가 4를 원소로 갖지 않는 경우

의 수는 128

또한, 집합 X'Y가 두 원소 3, 4를 모두 원소로 갖지 않

으려면 두 집합 X, Y가 모두 3, 4를 원소로 갖지 않아야 

하므로 그 경우의 수는

2 Û`_2Ü`=2Þ`=32

따라서 조건을 만족시키는 순서쌍의 개수는

512-2_128+32=288� 답 288

다른 풀이

A;B={3, 4}이므로 조건 ㈏에서 {3, 4},(X'Y)

즉, 3, 4는 집합 X'Y의 원소이므로 각각 세 집합

X-Y, X;Y, Y-X 중에서 어느 한 집합에 속해야 

한다. 이때 그 경우의 수는 3_3=9

한편, 조건 ㈎에서 X,A, Y,B이므로 1, 2는 각각 두 

집합 X, A-X 중에서 어느 한 집합에 속해야 하고, 5, 

6, 7은 각각 두 집합 Y, B-Y 중에서 어느 한 집합에 속

해야 한다.

이때 그 경우의 수는 (2_2)_(2_2_2)=32

따라서 구하는 순서쌍의 개수는

9_32=288

A={1, 2, 3, 4, 5, 6}, B={1, 2, 4, 8, 16}이므로

A-B={3, 5, 6}

즉, 집합 A-B의 공집합이 아닌 부분집합이 집합 B와 

서로소인 집합이다.

이때 집합 A-B의 부분집합 중에서 3을 원소로 갖는 부

분집합의 개수는 23-1=2 Û`=4

같은 방법으로 5와 6을 각각 원소로 갖는 부분집합도 4개

씩이므로

S(XÁ)+S(Xª)+S(X£)+y+S(Xn)

=3_4+5_4+6_4=56� 답 ④

19

20
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두 집합 A, B가 서로소이므로 집합 A'B의 모든 원소의 

합은 두 집합 A, B의 원소를 모두 더한 것과 같다.

이때 f(A'B)=20이므로

a+b+c+d+(a+k)+(b+k)+(c+k)+(d+k)

=20

2(a+b+c+d+2k)=20

a+b+c+d+2k=10

∴ a+b+c+d=10-2k

이때

f(A)=a+b+c+d=10-2k,

f(B)=a+b+c+d+4k=10+2k

이므로

f(A) f(B)‌�=(10-2k)(10+2k)=100-4kÛ̀

이 수가 어떤 정수의 제곱이 되어야 하므로 100-4kÛ̀ 이 

될 수 있는 것은

0Û`, 1 Û`, 2 Û`, y, 10Û`

정수 k가 최대이면 100-4kÛ̀ 은 최소이므로

100-4kÛ`=0에서 kÛ`=25    ∴ k=Ñ5

따라서 구하는 정수 k의 최댓값은 5이다.� 답 5

Ú	A;B=á일 때,

	 S(A'B)‌�=S(A)+S(B)	  

=(a+a+2+a+4)+(b+b+3)	  

=3a+6+2b+3=3a+2b+9

	 이때 S(A'B)=17이므로

	 3a+2b+9=17    ∴ 3a+2b=8

	 위의 식을 만족시키는 자연수 a, b는 a=2, b=1

	‌� 즉, A={2, 4, 6}, B={1, 4}에서 A;B={4}이므

로 조건을 만족시키지 않는다.

Û	A;B={b}일 때,

	 S(A'B)‌�=S(A)+S(B)-S(A;B)	  

=(3a+6)+(2b+3)-b	  

=3a+b+9

	 이때 S(A'B)=17이므로

	 3a+b+9=17    ∴ 3a+b=8 	  yy㉠

	 ① ‌�b=a인 경우	  

㉠에서 3a+a=8, 4a=8    ∴ a=2, b=2	  

‌�즉, A={2, 4, 6}, B={2, 5}이므로 조건을 만족

시킨다.

	 ② ‌�b=a+2인 경우	  

㉠에서 3a+(a+2)=8, 4a=6    ∴ a=3
2 	  

이때 a는 자연수라는 조건을 만족시키지 않는다.

	 ③ ‌�b=a+4인 경우	  

㉠에서 3a+(a+4)=8, 4a=4    ∴ a=1, b=5	

‌�즉, A={1, 3, 5}, B={5, 8}이므로 조건을 만족

시킨다.

21

22

Ü	A;B={b+3}일 때,

	 S(A'B)‌�=S(A)+S(B)-S(A;B)	  

=(3a+6)+(2b+3)-(b+3)	  

=3a+b+6

	 이때 S(A'B)=17이므로

	 3a+b+6=17    ∴ 3a+b=11 	  yy㉡

	 ① ‌�b+3=a인 경우	  

㉡에서 3(b+3)+b=11, 4b=2    ∴ b=1
2 	 

이때 b는 자연수라는 조건을 만족시키지 않는다.

	 ② ‌�b+3=a+2인 경우	  

b=a-1을 ㉡에 대입하면	  

3a+(a-1)=11, 4a=12    ∴ a=3, b=2	  

즉, A={3, 5, 7}, B={2, 5}이므로 조건을 만족

시킨다.

	 ③ ‌�b+3=a+4인 경우	  

b=a+1을 ㉡에 대입하면	  

3a+(a+1)=11, 4a=10    ∴ a=5
2 	  

이때 a는 자연수라는 조건을 만족시키지 않는다.

Ý	A;B={b, b+3}일 때,

	 즉, B,A이므로

	 S(A'B)‌�=S(A)=a+a+2+a+4=3a+6

	 S(A'B)=17이므로

	 3a+6=17    ∴ a=11 
3  	

	 이때 a는 자연수라는 조건을 만족시키지 않는다.

Ú ~ Ý에서 구하는 순서쌍 (A, B)의 개수는 3이다.

� 답 ③

a, b가 자연수임을 이용하여 조건을 만족시키는 순서쌍 (A, B)의 개

수를 구할 수도 있다.

㉠을 만족시키는 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)는
(1, 5) 또는 (2, 2)
a=1, b=5이면 A={1, 3, 5}, B={5, 8}
a=2, b=2이면 A={2, 4, 6}, B={2, 5}
㉡을 만족시키는 두 자연수 a, b의 순서쌍 (a, b)는
(1, 8) 또는 (2, 5) 또는 (3, 2)
a=1, b=8이면 A={1, 3, 5}, B={8, 11}
a=2, b=5이면 A={2, 4, 6}, B={5, 8}
a=3, b=2이면 A={3, 5, 7}, B={2, 5}
이 중에서 교집합의 원소가 한 개이고, S(A'B)=17을 만족시키는 

경우는

a=1, b=5 또는 a=2, b=2 또는 a=3, b=2
따라서 구하는 순서쌍 (A, B)의 개수는 3이다.

BLACKLABEL 특강 참고

해결단계

➊ 단계 주어진 조건을 이용하여 d의 값을 구한다.

➋ 단계
A;B={4, 7, 9}와 d의 값을 이용하여 집합 A의 원소를 

구한다.

➌ 단계 집합 A에서 가장 큰 원소와 가장 작은 원소의 합을 구한다.

23
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A={aÁ, aª, a£, a¢, a°, a¤}이므로 

B={aÁ+d, aª+d, y, a¤+d}

집합 A의 모든 원소의 합을 S(A)라 하면 

S(A)=32, S(B)=32+6d, S(A'B)=62,

S(A;B)=4+7+9=20이고, 

S(A'B)=S(A)+S(B)-S(A;B)이므로

62=32+(32+6d)-20

6d=18    ∴ d=3

이때 A;B={4, 7, 9}이므로 집합 A의 한 원소를 ai라 

하면 ai+3=4에서 ai=1

같은 방법으로

ai+1+3=7에서 ai+1=4, ai+2+3=9에서 ai+2=6

즉, 집합 A={1, 4, 6, 7, 9, x}라 하면 S(A)=32이므

로 1+4+6+7+9+x=32에서 x=5

∴ A={1, 4, 5, 6, 7, 9}

따라서 집합 A의 원소 중에서 값이 가장 큰 원소와 가장 

작은 원소의 합은 1+9=10� 답 10

{(A-B)'(A;B)};{(A-B)C;(A'B)}

={(A;BC)'(A;B)};{(A;BC)C;(A'B)}

={A;(BC'B)};{(AC'B);(A'B)}

=(A;U);{(AC;A)'B}

=A;(á'B)=A;B

즉, A;B=A이므로 A,B

① A;B=A 

② BC,AC

③ A-B=á
④ A;(A'B)=A;B=A

⑤ A'(AC;BC)‌�=(A'AC);(A'BC)	

=U;(A'BC)=A'BC

따라서 옳은 것은 ③이다.� 답 ③

A;B={3}에서 3<B이므로 

aÛ̀ -2a=3, aÛ̀ -2a-3=0

(a+1)(a-3)=0    ∴ a=-1 또는 a=3

Ú	a=-1일 때,

	 A={-3, 3, 5}, B={2, 3}

	‌� 그런데 집합 A의 원소 -3은 자연수가 아니므로 모순

이다.

Û	a=3일 때,

	 A={1, 3, 5}, B={2, 3}

Ú, Û에서 A={1, 3, 5}, B={2, 3}이므로

(AC'B)C'(AC'BC)C‌�=(A;BC)'(A;B)	 

=A;(BC'B)	 

=A;U=A	  

={1, 3, 5}

24

25

따라서 구하는 모든 원소의 합은

1+3+5=9� 답 9

단계 채점 기준 배점

㈎
A;B={3}에서 3<B임을 이용하여 a의 값을 구

한 경우
20%

㈏
조건에 맞는 a의 값을 구한 후, 두 집합 A, B를 구

한 경우
40%

㈐
(AC'B)C'(AC'BC)C을 간단히 하여 이 집합의 

모든 원소의 합을 구한 경우
40%

�

조건 ㈏에서

{(A'B);(B-A)C}'B

={(A'B);(B;AC)C}'B

={(A'B);(BC'A)}'B

={A'(B;BC)}'B

=(A'á)'B

=A'B

이므로 A'B+A  

∴ BøA

또한, 조건 ㈎에 의하여 

AøB

한편, { f(x)+g(x)}Ü`={ f(x)} Ü`+{g(x)}Ü`에서

{ f(x)}Ü`+{g(x)}Ü`+3 f(x)g(x){ f(x)+g(x)}
� ={ f(x)}Ü`+{g(x)}Ü`
3 f(x)g(x){ f(x)+g(x)}=0

∴ f(x)=0 또는 g(x)=0 또는 f(x)+g(x)=0

즉, C={x|f(x)=0 또는 g(x)=0

� 또는 f(x)+g(x)=0}

이므로 n(C)가 최소이려면 두 방정식 f(x)=0,

g(x)=0의 공통근의 개수가 최대이어야 한다.

그런데 BøA, AøB이므로 조건 ㈎에서 두 방정식 

f(x)=0, g(x)=0의 공통근의 개수의 최댓값은 3이다.

따라서 n(C)의 최솟값은

5+4-3=6� 답 6

두 방정식 f(x)=0, g(x)=0의 근의 개수가 각각 5, 4이고, n(C)가 

최소이려면 공통근이 3개이어야 하므로 서로 다른 세 공통근을 a, b, c
라 하면

f(x)=(x-a)(x-b)(x-c)(x-d)(x-e) f Á(x),
g(x)=(x-a)(x-b)(x-c)(x- f)gÁ(x)
이고, 두 방정식 f Á(x)=0, gÁ(x)=0의 근은 각각 방정식 f(x)=0, 
g(x)=0의 근과 같거나 존재하지 않는다.

이때

f(x)+g(x)
=(x-a)(x-b)(x-c){(x-d)(x-e) f Á(x)+(x- f)gÁ(x)}
이므로 방정식 f(x)+g(x)=0은 공통근 a, b, c를 근으로 갖는다.

즉, n(C)가 최소일 때는 방정식

(x-d)(x-e) f Á(x)+(x- f)gÁ(x)=0이 a, b, c를 근으로 갖거

나 근을 갖지 않을 때이고, 방정식 f(x)+g(x)=0의 근은 방정식 

f(x)=0의 근과 중복되므로 n(C)의 최솟값은 두 방정식 f(x)=0, 
g(x)=0의 근의 개수의 합에서 공통근의 개수를 빼면 된다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

26


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A-X,A, B-X,B이므로 조건 ㈏에서 

A-X=B-X,(A;B)={3, 4, 5}

A-X,{3, 4, 5}에서 {1, 2},X

B-X,{3, 4, 5}에서 {6, 7},X

즉, {1, 2, 6, 7},X이므로

1<X, 2<X, 6<X, 7<X  	   yy㉠

조건 ㈐에서 

(X-A);(X-B)‌�=(X;AC);(X;BC)	

=X;(AC;BC)	  

=X;(A'B)C

X;(A'B)C+á이고 (A'B)C={8, 9, 10}이므로

8<X 또는 9<X 또는 10<X 	  yy㉡

㉡에서 가장 작은 원소가 8이므로 8<X

조건 ㈎에서 n(X)=6이고 ㉠에서 1, 2를 제외한 가장 

작은 원소는 3이므로 

3<X

즉, 집합 X의 모든 원소의 합이 최소인 경우는 

X={1, 2, 3, 6, 7, 8} 

따라서 집합 X의 모든 원소의 합의 최솟값은 

1+2+3+6+7+8=27 � 답 ②

k는 12와 15의 최대공약수인 3의 약수이므로

(NÁª'NÁ°),Nû를 만족시키는 자연수 k의 최댓값은

M=3

또한, l은 3과 4의 최소공배수인 12의 배수이므로

(N£;N¢).NÂ을 만족시키는 자연수 l의 최솟값은

m=12

∴ Mm=3_12=36� 답 36

ㄱ.	‌�AÇ;B={3, 5}이므로 n은 3, 5의 공배수이면서 2, 

9, 10의 배수가 아니어야 한다.

	 즉, 조건을 만족시키는 n의 값은 15, 75이다. (거짓)

ㄴ.		‌�AÇ;B={2, 3, 9}이므로 n은 2, 3, 9의 공배수이면

서 5, 10의 배수가 아니어야 한다.

	 즉, 조건을 만족시키는 n의 최솟값은 18이다. (참)

ㄷ.		n(AÇ;B)=4를 만족시키는 경우는 다음과 같다.

		 Ú ‌�AÇ;B={2, 3, 5, 9}일 때,	  

‌�n은 2, 3, 5, 9의 공배수이면서 10의 배수가 아니

어야 한다.	  

‌�이때 2, 3, 5, 9의 공배수인 100 이하의 자연수는 

90뿐이므로 10의 배수가 아니라는 조건을 만족시

키지 않는다.

		 Û ‌�AÇ;B={2, 3, 5, 10}일 때,	  

‌�n은 2, 3, 5, 10의 공배수이면서 9의 배수가 아니

어야 한다.	  

27

28

29

‌�이때 2, 3, 5, 10의 공배수인 100 이하의 자연수는 

30, 60, 90이고, 이 중 9의 배수인 90을 제외하면 

조건을 만족시키는 자연수 n은 30, 60의 2개이다.

		 Ü ‌�‌�AÇ;B={2, 3, 9, 10}일 때,	  

n은 2, 3, 9, 10의 공배수이면서 5의 배수가 아니

어야 한다.	  

이때 2, 3, 9, 10의 공배수인 100 이하의 자연수는 

90뿐이므로 5의 배수가 아니라는 조건을 만족시키

지 않는다.

		 Ý ‌�‌�AÇ;B={2, 5, 9, 10}일 때,	  

n은 2, 5, 9, 10의 공배수이면서 3의 배수가 아니

어야 한다.	  

이때 2, 5, 9, 10의 공배수인 100 이하의 자연수는 

90뿐이므로 3의 배수가 아니라는 조건을 만족시키

지 않는다.

		 Þ ‌�AÇ;B={3, 5, 9, 10}일 때,	  

‌�n은 3, 5, 9, 10의 공배수이면서 2의 배수가 아니

어야 한다.	  

‌�이때 3, 5, 9, 10의 공배수인 100 이하의 자연수

는 90뿐이므로 2의 배수가 아니라는 조건을 만족

시키지 않는다.

		‌� Ú~Þ에서 조건을 만족시키는 n의 개수는 2이다. 

� (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ⑤

ㄷ에서 n(An;B)=4이려면 집합 B의 원소 중에서 집합 An의 원소

가 아닌 것이 오직 하나만 존재해야 한다.

2²A이면 10²A이므로 조건을 만족시키지 않는다.

3²A이면 9²A이므로 조건을 만족시키지 않는다.

5²A이면 10²A이므로 조건을 만족시키지 않는다.

10²A이면 2²A 또는 5²A이어야 하므로 조건을 만족시키지 않는다.

즉, 집합 B의 원소이면서 집합 A의 원소가 아닌 것은 9이므로 자연수 

n은 3과 10의 공배수이면서 9의 배수는 아니어야 하므로 조건을 만족

시키는 100 이하의 자연수는 30, 60의 2개이다. 

BLACKLABEL 특강 참고

An={x|x는 n의 양의 약수}이므로 n(AÇ)=4, 즉 n의 

양의 약수의 개수가 4이려면

n=aǛ `(a는 소수) 꼴 또는 

n=ab`(a, b는 서로 다른 소수) 꼴이어야 한다.

이때의 집합 An은

AaǛ={1, a, aÛ̀ , aǛ } 또는 Aab={1, a, b, ab}

집합 An을 n의 값이 작은 순서대로 나열하면

A¤={1, 2, 3, 6}, A¥={1, 2, 4, 8}, AÁ¼={1, 2, 5, 10},

AÁ¢={1, 2, 7, 14}, AÁ°={1, 3, 5, 15},

AªÁ={1, 3, 7, 21}, y
한편, 집합 Aq;Ar의 모든 원소의 합이 최소이려면

Aq;Ar={1}이어야 하므로 q와 r은 서로소이어야 한다.

30
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이때 집합 Ap'Aq'Ar의 모든 원소의 합이 최소이려면 

두 집합 Aq, Ar은 두 집합 A¥, AÁ° 중에서 각각 하나이

고, 집합 A¹는 집합 A¤이어야 한다.

따라서 A¤'A¥'AÁ°={1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 15}이므로 

집합 Ap'Aq'Ar의 모든 원소의 합의 최솟값은

1+2+3+4+5+6+8+15=44� 답 ⑤

집합 Ap'Aq'Ar의 모든 원소의 합이 최소이려면 

집합 Aq'Ar의 모든 원소의 합이 최소이어야 한다. 

이때 Aq;Ar={1}이므로 

Ú Aq=A¤ 또는 Ar=A¤일 때, 

집합 Aq'Ar의 모든 원소의 합이 최소인 경우는

Aq'Ar=A¤'A35={1, 2, 3, 5, 6, 7, 35}
이때 모든 원소의 합은 59이다.

Û Aq=A¥ 또는 Ar=A¥일 때, 

집합 Aq'Ar의 모든 원소의 합이 최소인 경우는

Aq'Ar=A¥'A15={1, 2, 3, 4, 5, 8, 15}
이때 모든 원소의 합은 38이다.

Ü Aq=A10 또는 Ar=A10일 때, 

집합 Aq'Ar의 모든 원소의 합이 최소인 경우는

Aq'Ar=A10'A21={1, 2, 3, 5, 7, 10, 21}
이때 모든 원소의 합은 49이다.

	           ⋮(중략)
따라서 집합 Aq'Ar의 모든 원소의 합이 최소인 경우는 

A¥'A15

이므로 두 집합 Aq, Ar은 두 집합 A¥, A15 중에서 각각 하나이어야 

한다. 

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

조건 ㈎에서 집합 A¤;A»는 6과 9의 공배수, 즉 18의 배

수의 집합이므로 AÁ¥,Aû이다.

즉, k는 18의 약수이다.

조건 ㈏에서 집합 Bªû;B£û는 2k와 3k의 공약수, 즉 k의 

약수의 집합이므로 n(Bû)¾4이다.

즉, k는 약수의 개수가 4 이상이어야 한다.

이때 18의 약수는 1, 2, 3, 6, 9, 18이므로 다음과 같이 

경우를 나눌 수 있다.

Ú	k=1, 2, 3일 때,

	‌� 1, 2, 3의 약수의 개수가 4보다 작으므로 조건 ㈏를 

만족시키지 않는다.

Û	k=6일 때,

	‌� 6=2_3의 약수의 개수는 (1+1)_(1+1)=4이므

로 조건 ㈏를 만족시킨다.

Ü	k=9일 때,

	‌� 9=3 Û`의 약수의 개수는 2+1=3이므로 조건 ㈏를 만

족시키지 않는다.

Ý	k=18일 때,

	‌� 18=2_3 Û`의 약수의 개수는 (1+1)_(2+1)=6이

므로 조건 ㈏를 만족시킨다.

Ú~Ý에서 k=6 또는 k=18이므로 구하는 모든 자연

수 k의 값의 합은

6+18=24� 답 24


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두 집합 Bªû, B£û를 직접 구하여 조건을 만족시키는 자연수 k의 값을 

구할 수도 있다.

Ú	k=1, 2일 때,

	 n(Bªû)<4이므로 조건 ㈏를 만족시키지 않는다.

Û	k=3일 때,

	 B¤={1, 2, 3, 6}, B»={1, 3, 9}이므로

	 B¤;B»={1, 3}
	‌� 즉, n(B¤;B»)=2이므로 조건 ㈏를 만족시키지 않는다.

Ü	k=6일 때,

	‌� BÁª={1, 2, 3, 4, 6, 12}, BÁ¥={1, 2, 3, 6, 9, 18}이므로

	 BÁª;BÁ¥={1, 2, 3, 6}
	 즉, n(BÁª;BÁ¥)=4이므로 조건 ㈏를 만족시킨다.

Ý	k=9일 때,

	 BÁ¥={1, 2, 3, 6, 9, 18}, Bª¦={1, 3, 9, 27}이므로

	 BÁ¥;Bª¦={1, 3, 9}
	‌� 즉, n(BÁ¥;Bª¦)=3이므로 조건 ㈏를 만족시키지 않는다.

Þ	k=18일 때,

	 B£¤={1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36},
	 B°¢={1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54}이므로

	 B£¤;B°¢={1, 2, 3, 6, 9, 18}
	 즉, n(B£¤;B°¢)=6이므로 조건 ㈏를 만족시킨다.

Ú~Þ에서 조건을 만족시키는 자연수 k는 6, 18이다.

BLACKLABEL 특강 참고

집합 AÇ;A¢는 n과 4의 공배수의 집합이고 

(AÇ;A¢),AªÇ에서 2n은 n과 4의 최소공배수의 약수

이어야 한다.

n=4k`(k는 자연수)일 때, n과 4의 최소공배수는 4k이

고, 2n은 8k이므로 4k의 약수가 아니다.

즉, n+4k`(k는 자연수)이어야 한다.

또한, 100²(A¢-AÇ)에서 100<A¢이므로 100<AÇ이
어야 한다.

즉, n은 100의 약수이어야 한다.

100의 약수 중에서 4의 배수가 아닌 수는 1, 2, 5, 10, 

25, 50이므로 구하는 자연수 n의 개수는 6이다.� 답 6

Ú ‌�n=4k-1`(k는 자연수)일 때,	  

n과 4의 최소공배수는 4(4k-1)이고, 2n=2(4k-1)이므로 2n
은 n과 4의 최소공배수의 약수이다.

Û ‌�n=4k-2`(k는 자연수)일 때,	  

n과 4의 최소공배수는 2(4k-2)=4(2k-1)이고,	  

2n=2(4k-2)=4(2k-1)이므로 2n은 n과 4의 최소공배수의 

약수이다.

Ü ‌�n=4k-3`(k는 자연수)일 때,	  

n과 4의 최소공배수는 4(4k-3)이고, 2n=2(4k-3)이므로 2n
은 n과 4의 최소공배수의 약수이다.

Ú, Û, Ü에서 n+4k`(k는 자연수)일 때 (AÇ;A¢),AªÇ을 만족

시킨다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

ㄱ.	A½á‌�=(A;á C)'(AC;á)	  

=(A;U)'á	  

=A'á	  

=A (거짓)

ㄴ.	A½A‌�=(A;AC)'(AC;A)	  

=á'á=á

32
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	 이므로

	 (A½A)½A‌�=á½A	  

=(á;AC)'(á C;A)	  

=á'(U;A)	 

=á'A	  

=A (참)

ㄷ.	(A½B);C‌�={(A;BC)'(AC;B)};C	  

=(A;BC;C)'(AC;B;C)

	 (A;C)½(B;C)

	 ={(A;C);(B;C)C}'{(A;C)C;(B;C)}

	 ={(A;C);(BC'CC)}

� '{(AC'CC);(B;C)}

	 ={(A;C;BC)'(A;C;CC)}

� '{(AC;B;C)'(CC;B;C)}

	 =(A;BC;C)'á'(AC;B;C)'á
	 =(A;BC;C)'(AC;B;C)

	 ∴ (A½B);C=(A;C)½(B;C) (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

(A'B)-(A;B)

=(A'B);(A;B)C

=(A'B);(AC'BC)

={(A'B);AC}'{(A'B);BC}

=(A;AC)'(B;AC)'(A;BC)'(B;BC)

=á'(B;AC)'(A;BC)'á
=(A-B)'(B-A)

즉, (A-B)'(B-A)=A-B이므로 

B-A=á
ㄱ. ‌�주어진 식에서 집합 B가 공집합인지 아닌지 알 수 없

다. (거짓)

ㄴ. ‌�B-A=á에서 B,A이므로	  

A'B=A (거짓)

ㄷ. B-A=á에서 B;AC=á이므로

	‌� (B;AC)C=á C=U	  

∴ A'BC=U (참)

따라서 옳은 것은 ㄷ뿐이다.� 답 ②

부등식 x+a-3>0, 즉 x>3-a가 모든 양수 x에 대하

여 성립해야 하므로 3-aÉ0이어야 한다.

∴ a¾3

즉, A={a|a¾3}

또한, 이차부등식 xÛ̀ +ax+a>0이 모든 실수 x에 대하여 

성립하려면 이차방정식 xÛ̀ +ax+a=0이 서로 다른 두 허

근을 가져야 하므로 판별식을 D라 하면

D=aÛ`-4a<0, a(a-4)<0

34
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∴ 0<a<4

즉, B={a|0<a<4}

따라서 A'B={a|a>0}, A;B={a|3Éa<4}이므로

(A'B)-(A;B)={a|0<a<3 또는 a¾4}� 답 ①

A★B=(A'B);(A;B)C=(A'B)-(A;B)

이때 연산 ★는 교환법칙과 결합법칙이 성립하고,

A★A=á, á★á=á, A★á=á★A=A이므로

X¤‌�=A★B★C★A★B★C	  

=(A★A)★(B★B)★(C★C)	  

=á★á★á	  
=á

X¦‌�=X¤★A	  

=á★A	  

=A

즉, 자연수 k에 대하여 X6k=á, X6k+1=A이다.

따라서 Xn=A를 만족시키는 2ÉnÉ30인 자연수 n의 

값은 7, 13, 19, 25이고, 그 합은

7+13+19+25=64� 답 64

다른 풀이

자연수 n에 대하여 집합 Xn을 벤 다이어그램으로 나타내

면 다음 그림과 같다.

즉, XÁ=X¦에서 자연수 k에 대하여 Xk=Xk+6이므로 	

Xn=A를 만족시키는 2ÉnÉ30인 자연수 n의 값은

7, 13, 19, 25

따라서 자연수 n의 값의 합은

7+13+19+25=64

세 편의 영화 A, B, C를 관람한 사원들의 집합을 각각 

A, B, C라 하면

n(A)=27, n(B)=18, n(C)=22, n(A;B;C)=8

이 회사의 모든 사원들이 적어도 한 편의 영화를 관람하

였으므로 

n(A'B'C)=50

36
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이때 한 편의 영화만 관람한 사원들

의 집합을 벤 다이어그램에 나타내

면 오른쪽 그림과 같다.

즉, 한 편의 영화만 관람한 사원의 

수는 

n(A'B'C)-{n(A;B)+n(B;C)

� +n(C;A)}+2_n(A;B;C)

그런데

n(A'B'C)=‌�n(A)+n(B)+n(C)	 

-{n(A;B)+n(B;C)+n(C;A)} 	

+n(A;B;C)

이므로 

n(A;B)+n(B;C)+n(C;A)

=n(A)+n(B)+n(C)+n(A;B;C)

� -n(A'B'C)

=27+18+22+8-50

=25

따라서 한 편의 영화만 관람한 사원의 수는

50-25+2_8=41� 답 41

다른 풀이

세 편의 영화 A, B, C를 관람한 사

원들의 집합을 각각 A, B, C라 하

고, 벤 다이어그램의 각 영역에 속

하는 원소의 개수를 오른쪽 그림과 

같이 나타내면

n(A'B'C)=50,

n(A)=27, n(B)=18, n(C)=22이므로

a+b+c+x+y+z=50-8=42 	  yy㉠

a+x+y=27-8=19	 yy㉡

b+y+z=18-8=10	 yy㉢

c+x+z=22-8=14	 yy㉣

㉡+㉢+㉣-㉠을 하면 

x+y+z=1	 yy㉤

㉤을 ㉠에 대입하면 

a+b+c=41

따라서 한 편의 영화만 관람한 사원의 수는 41이다.

조건 ㈐에서

(A;BC)'(AC;B)=(A-B)'(B-A)

이므로 집합 C=(A;BC)'(AC;B)를 벤 다이어그

램으로 나타내면 다음 그림의 색칠한 부분과 같다.

38

이때 집합 A;B는 집합 A-C와 같고, 조건 ㈎, ㈏에서 

집합 A-C는 1000=2Ü`_5Ü`의 약수 중에서 2의 배수가 

아닌 수의 집합이므로

A;B={1, 5, 5Û`, 5 Ü`}

즉, n(A;B)=4이고, n(C)=500이므로

n(A'B)‌�=n(C)+n(A;B)	  

=500+4=504

∴ n(AC;BC)‌�=n((A'B)C)	  

=n(U)-n(A'B)	  

=1000-504=496� 답 ①

(x-2)(xÛ̀ +ax+b)=0에서

x=2 또는 xÛ̀ +ax+b=0

(x-2)(xÛ̀ +bx+a)=0에서

x=2 또는 xÛ̀ +bx+a=0

이때 n(A'B)=4, n(A;B)=2이므로 두 이차방정

식 xÛ`+ax+b=0, xÛ`+bx+a=0은 하나의 공통근을 

갖는다.

이 공통근을 a라 하면

aÛ`+aa+b=0    yy㉠

aÛ`+ba+a=0    yy㉡

㉠-㉡을 하면 

(a-b)a+b-a=0, (a-b)(a-1)=0 

∴ a=1 (∵ a+b)

이것을 ㉠에 대입하면

1+a+b=0    ∴ b=-a-1

이차방정식 xÛ̀ +ax+b=0, 즉 xÛ̀ +ax-a-1=0에서

(x-1)(x+a+1)=0 

∴ x=1 또는 x=-a-1  

∴ A={1, 2, -a-1}

이차방정식 xÛ̀ +bx+a=0, 즉 xÛ̀ -(a+1)x+a=0에서

(x-1)(x-a)=0 

∴ x=1 또는 x=a  

∴ B={1, 2, a}

따라서 (A-B)'(B-A)={-a-1, a}이므로 집합 

(A-B)'(B-A)의 모든 원소의 합은

-a-1+a=-1 � 답 -1

다른 풀이

(x-2)(xÛ̀ +ax+b)=0에서 

x=2 또는 xÛ̀ +ax+b=0이므로 

A={x|x=2 또는 xÛ̀ +ax+b=0}

(x-2)(xÛ̀ +bx+a)=0에서

x=2 또는 xÛ̀ +bx+a=0이므로 

B={x|x=2 또는 xÛ`+bx+a=0}

이때 n(A'B)=4, n(A;B)=2이므로 두 이차방정

식 xÛ̀ +ax+b=0, xÛ`+bx+a=0은 하나의 공통근을 	

갖는다.

39
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이 공통근을 a라 하고 이차방정식 xÛ`+ax+b=0의 두 

근을 p, a, 이차방정식 xÛ̀ +bx+a=0의 두 근을 q, a라 

하면 근과 계수의 관계에 의하여

p+a=-a  yy㉠, pa=b  yy㉡

q+a=-b  yy㉢, qa=a  yy㉣

㉡-㉣을 하면 a(p-q)=b-a

㉠-㉢을 하면 p-q=-a+b이므로 이것을 위의 식에 

대입하면

a(b-a)=b-a    ∴ a=1 (∵ a+b)

㉠, ㉢에서 p+1=-a, q+1=-b이므로 두 식을 변끼

리 더하면 

p+q+2=-(a+b)

㉡, ㉣에서 p=b, q=a이므로 이것을 위의 식에 대입하면 

p+q+2=-(p+q)

2(p+q)=-2    ∴ p+q=-1

따라서 A={2, p, a}, B={2, q, a}에서 

(A-B)'(B-A)={p, q}이므로 

집합 (A-B)'(B-A)의 모든 원소의 합은

p+q=-1

AC‌�={x|x=7n+2}	 

={9, 16, 23, 30, 37, 44, y}� yy㉠

이때 7n+2É200에서 

7nÉ198    ∴ nÉ28.___

∴ n(AC)=28

BC‌�={x|x=5n-1}	  

={4, 9, 14, 19, 24, 29, 34, 39, 44, y}� yy㉡

이때 5n-1É200에서 

5nÉ201    ∴ nÉ40.___

∴ n(BC)=40

또한, ㉠, ㉡에서

AC;BC={9, 44, 79, 114, 149, 184}

∴ n(AC;BC)=6

따라서 A;B=(AC'BC)C=U-(AC'BC)이므로

n(A;B)‌�=n(U)-n(AC'BC)	  

=n(U)-{n(AC)+n(BC)-n(AC;BC)}	

=200-(28+40-6)=138� 답 138

집합 AC의 원소는 7씩 증가하고, 집합 BC의 원소는 5씩 증가하므로 

집합 AC;BC의 원소는 7과 5의 최소공배수인 35씩 증가한다.

AC;BC 9 44 79 114 149 184

+35 +35 +35 +35 +35

AC 9 16 23 30 37 44 y
BC 4 9 14 19 24 29 y

+7

+5

+7

+5

+7

+5

+7

+5

+7

+5

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

40



학생 전체의 집합을 U, 경상도, 전라도, 제주도를 선택한 

학생의 집합을 각각 A, B, C라 하면

n(U)=200, n(A)=80, n(B)=100, n(AC;BC)=40, 

n(C-(A'B))=20이고,

n(AC;BC)‌�=n((A'B)C)=n(U)-n(A'B)	

=200-n(A'B)=40

∴ n(A'B)=200-40=160

이때 경상도와 전라도를 모두 선택한 학생들의 집합은 

A;B이므로 경상도와 전라도를 모두 선택한 학생의 수는

a‌�=n(A;B)=n(A)+n(B)-n(A'B)	

=80+100-160=20

한편, n(C-(A'B))=20에서

n(C-(A'B))‌�=n(A'B'C)-n(A'B)	  

=n(A'B'C)-160=20

∴ n(A'B'C)=20+160=180

이때 3개의 장소 중에서 어느 것도 선택하지 않은 학생들

의 집합은 (A'B'C)C이므로

b‌�=n((A'B'C)C)=n(U)-n(A'B'C)	  

=200-180=20

따라서 a=20, b=20이므로 ab=400� 답 400

특정 조건을 포함한 문장을 집합으로 표현하면 다음과 같다.

⑴ ‘또는’, ‘적어도 하나는’ ⇨ A'B 

⑵ ‘모두’, ‘둘 다 ~하는’ ⇨ A;B
⑶ ‘둘 중 어느 것도 ~하지 않는’ ⇨ (A'B)C

⑷ ‘하나만 ~하는’ ⇨ A-B 또는 B-A

BLACKLABEL 특강 참고

학생 전체의 집합을 U, 국어, 영어, 수학을 합격한 학생

의 집합을 각각 A, B, C라 하면

n(U)=110, n(A)=92, n(B)=75, n(C)=63

n(A;B)=65, n(A;C)=54, n(B;C)=48

n(A;B;C)=x라 하고 벤

다이어그램의 각 영역에 속하는 

원소의 개수를 오른쪽 그림과 

같이 나타내면

n(A;B)=65에서

b+x=65    ∴ b=65-x

n(A;C)=54에서 c+x=54    ∴ c=54-x

n(B;C)=48에서 e+x=48    ∴ e=48-x

n(A)=92에서 a+b+c+x=92

a+(65-x)+54=92    ∴ a=x-27

n(B)=75에서 b+e+ f+x=75

(65-x)+48+ f=75    ∴ f=x-38

n(C)=63에서 c+d+e+x=63

(54-x)+d+48=63    ∴ d=x-39

이때 a, b, c, d, e, f가 모두 0 이상이어야 하므로

x-27¾0, 65-x¾0, 54-x¾0, x-39¾0,

41

42

본문 p.56
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48-x¾0, x-38¾0    ∴ 39ÉxÉ48

따라서 세 과목 모두 합격한 학생 수의 최솟값은 39이다.

� 답 ④

다른 풀이

학생 전체의 집합을 U, 국어, 영어, 수학을 합격한 학생

의 집합을 각각 A, B, C라 하면

n(U)=110, n(A)=92, n(B)=75, n(C)=63, 

n(A;B)=65, n(A;C)=54, n(B;C)=48

이때 세 과목 모두 합격한 학생 수는 n(A;B;C)이므

로 n(A;B;C)=x라 하면

n(A'B'C)=n(A)+n(B)+n(C)

-n(A;B)-n(A;C)

-n(B;C)+n(A;B;C)

=92+75+63-65-54-48+x

=63+x

또한, 

n(A'B)‌�=n(A)+n(B)-n(A;B)	 

=92+75-65=102

n(A'C)‌�=n(A)+n(C)-n(A;C)	 

=92+63-54=101

n(B'C)‌�=n(B)+n(C)-n(B;C)	 

=75+63-48=90

이고, n(A'B'C)¾n(A'B), 

n(A'B'C)¾n(A'C), 

n(A'B'C)¾n(B'C)이므로

63+x¾102, 63+x¾101, 63+x¾90

x¾39, x¾38, x¾27

∴ x¾39

따라서 구하는 최솟값은 39이다.

벤 다이어그램의 각 영역에 속하는 원소의 개수를 이용하여

39ÉxÉ48임을 구했지만 x의 최댓값은 48이 아니다. 

x=48이라 하고 벤 다이어그램의 각 영역의 원소의 개수를 구하면 

a=21, b=17, c=6, d=9, e=0, f=10이므로 

n(A'B'C)=111이 되어 n(U)=110에 모순이다.

각 영역의 원소의 개수를 더하면 n(A'B'C)=x+63이고,

n(A'B'C)É110을 만족시켜야 하므로 

x+63É110에서 xÉ47이다. 즉, x의 최댓값은 47이다. 

BLACKLABEL 특강 참고

01 67	 02 33	 03 ③	 04 32	 05 72	

06 130	 07 735	 08 21 	 09 ② 	 10 75	

11 94	 12 63  

pp.57~581등급을 넘어서는 종합 사고력 문제STEP3

해결단계

➊ 단계
1, 2가 각각 세 집합 A;B, AC;B, AC;BC 중 하나의 

원소임을 파악한다. 

➋ 단계

n(AC;B)=3을 이용하여 1, 2가 각각 집합 AC;B의 

원소인 경우와 아닌 경우로 나누어 순서쌍 (A, B)의 개수를 

구한다.  

두 집합 A, B를 벤 다이어그램 U
A B

A;B� A�`;B

A�`;B� A;B

으로 나타내면 오른쪽 그림과 같

고, 조건 ㈎에서 1, 2는 각각 세 

집합 A;B, AC;B, AC;BC 

중 하나의 원소이다.

Ú 1<AC;B, 2<AC;B일 때, 

n(AC;B)=3이므로 3, 4, 5 중 1개는 집합 AC;B

의 원소이고 나머지 2개는 각각 세 집합 A;BC, 

A;B, AC;BC 중 하나의 원소이어야 한다.

따라서 두 집합 A, B의 순서쌍 (A, B)의 개수는

3_3_3=27

Û 1<AC;B, 2²AC;B일 때, 

2는 두 집합 A;B, AC;BC 중 하나의 원소이고, 	

n(AC;B)=3이므로 3, 4, 5 중 2개는 집합 AC;B

의 원소이고 나머지 1개는 세 집합 A;BC, A;B, 	

AC;BC 중 하나의 원소이어야 한다.

따라서 두 집합 A, B의 순서쌍 (A, B)의 개수는

2_3_3=18

Ü 1²AC;B, 2<AC;B일 때, 

Û와 같은 방법으로 두 집합 A, B의 순서쌍 (A, B)의 

개수는

2_3_3=18

Ý 1²AC;B, 2²AC;B일 때, 

1과 2는 각각 두 집합 A;B, AC;BC 중 하나의 원

소이고 n(AC;B)=3이므로 3, 4, 5는 모두 집합 	

AC;B의 원소이다.

따라서 두 집합 A, B의 순서쌍 (A, B)의 개수는

2_2=4

Ú ~ Ý에서 두 집합 A, B의 순서쌍 (A, B)의 개수는

27+18+18+4=67 			�   답 67

해결단계

➊ 단계
xª=2, yª=-1일 때 좌표평면에서 집합 A◎B가 나타내

는 도형의 방정식을 구한다.

➋ 단계
xª=-2, yª=2일 때 좌표평면에서 집합 A◎B가 나타내

는 도형의 방정식을 구한다.

➌ 단계 선분 PQ의 길이의 최댓값과 최솟값을 구한다. 

A◎B={(xÁ+xª, yÁ+yª)|(xÁ, yÁ)<A,(xª, yª)<B},

B={(2, -1), (-2, 2)}에서

A◎B

={(xÁ+2, yÁ-1)|(xÁ, yÁ)<A}

� '{(xÁ-2, yÁ+2)|(xÁ, yÁ)<A}

01

02
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좌표평면에서 집합 {(xÁ+2, yÁ-1)|(xÁ, yÁ)<A}가 	

나타내는 도형은 원 xÛ̀ +yÛ`=1을 x축의 방향으로 2만큼, 

y축의 방향으로 -1만큼 평행이동한 것이므로 이 원을 

CÁ이라 하면 원 CÁ의 방정식은

CÁ`:`(x-2)Û`+(y+1)Û`=1

좌표평면에서 집합 {(xÁ-2, yÁ+2)|(xÁ, yÁ)<A}가 	

나타내는 도형은 원 xÛ̀ +yÛ`=1을 x축의 방향으로 -2만

큼, y축의 방향으로 2만큼 평행이동한 것이므로 이 원을 

Cª라 하면 원 Cª의 방정식은

Cª`:`(x+2) Û`+(y-2)Û`=1

이때 선분 PQ의 길이가 최대, 최소가 되는 경우는 다음

과 같다.

-2

-2

2

Ú

Û

2

CÁ

Cª

y

xO

Q

P'

P"
-1

Ú 선분 PQ의 길이가 최대인 경우

위의 그림과 같이 직선 PQ가 원 Cª의 중심을 지날 

때, 즉 점 P가 원 Cª 위의 점 P'의 위치에 있을 때 선

분 PQ의 길이는 최대가 된다.

점 Q와 원 Cª의 중심 (-2, 2) 사이의 거리는

"Ã(-2-0) Û`+{2-(-2)}Û`=2'5
이때 원 Cª의 반지름의 길이가 1이므로

M=2'5+1

Û 선분 PQ의 길이가 최소인 경우

위의 그림과 같이 직선 PQ가 원 CÁ의 중심을 지날 

때, 즉 점 P가 원 CÁ 위의 점 P"의 위치에 있을 때 선

분 PQ의 길이는 최소가 된다.

점 Q와 원 CÁ의 중심 (2, -1) 사이의 거리는

"Ã(2-0)Û`+{-1-(-2)}Û`='5
이때 원 CÁ의 반지름의 길이는 1이므로 

m='5-1

Ú, Û에서 

MÛ`+2mÛ̀ ‌�=(2'5+1)Û`+2('5-1)Û`	  

=21+4'5+12-4'5=33 � 답 33

원 밖의 한 점과 원 위의 점 사이의 거리의 최대, 최소

원 밖의 한 점 A와 원의 중심 O 사이의

A Q
O

P r

d

r
 

거리를 d, 원의 반지름의 길이를 r이라 

할 때, 점 A와 원 위의 점 사이의 거리의 

최댓값과 최솟값은

⑴ 최댓값 : AOÓ+OQÓ=d+r
⑵ 최솟값 : AOÓ-OPÓ=d-r

BLACKLABEL 특강 필수 원리

해결단계

➊ 단계
m=1일 때, k=1, 2를 대입하여 집합 X(A, B)를 구한 

후, ㄱ의 참, 거짓을 판단한다.

➋ 단계
i m+{ 1i }k`에서 m, k의 값에 따라 X(A, B)는 같은 수가 

나올 수 있음을 이용하여 ㄴ의 참, 거짓을 판단한다.

➌ 단계
A=B=U일 때 n(X(A, B))가 최대임을 이용하여 집

합 X(A, B)를 직접 구하고 ㄷ의 참, 거짓을 판단한다.

X(A, B)‌�=[i m+{ 1i }k`|m<A, k<B]	 

={i m+(-i)k|m<A, k<B}

ㄱ.	A={1}, B={1, 2}이므로

	 m=1, k=1일 때, i+(-i)=0

	 m=1, k=2일 때, i+(-i)Û`=i-1

	 ∴ X(A, B)={0, -1+i } (참)

ㄴ.	n(A)n(B)는 순서쌍 (m, k)의 개수와 같다.

	 한편, i m+(-i)k에서

	 i Ú`=i, i Û`=-1, i Ü`=-i, i Ý`=1

	 (-i)Ú`=-i, (-i)Û`=-1, (-i)Ü`=i, (-i)Ý`=1

	‌� 이므로 m, k의 값에 따라 X(A, B)는 같은 수가 나

올 수 있다.

	‌� 따라서 n(X(A, B))는 n(A)n(B)보다 작거나 같

으므로 n(X(A, B))Én(A)n(B) (참)

ㄷ.	‌�n(X(A, B))가 최대이려면 A=B=U이어야 하

고, 이때의 집합 X(A, B)의 원소를 구하면

	 Ú	m=1일 때,

		  i+(-i)=0, i+(-i) Û`=i-1,

		  i+(-i)Ü`=i+i=2i, i+(-i)Ý`=i+1

	 Û	m=2일 때, i Û`=-1이므로

		  i Û`+(-i)=-1-i, i Û`+(-i)Û`=-1-1=-2,

		  i Û`+(-i)Ü`=-1+i, i Û`+(-i)Ý`=-1+1=0

	 Ü	m=3일 때, i Ü`=-i이므로

		  i Ü`+(-i)=-i-i=-2i, i Ü`+(-i)Û`=-i-1,

		  i Ü`+(-i)Ü`=-i+i=0, i Ü`+(-i)Ý`=-i+1

	 Ý	m=4일 때, i Ý`=1이므로

		  i Ý`+(-i)=1-i, i Ý`+(-i)Û`=1-1=0,

		  i Ý`+(-i)Ü`=1+i, i Ý`+(-i)Ý`=1+1=2

	 Ú ~ Ý에서

	‌� X(A, B)	  

={-2, 0, 2, -1-i, -1+i, 1-i, 1+i,-2i, 2i}

	 따라서 n(X(A, B))의 최댓값은 9이다. (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

해결단계

➊ 단계 주어진 조건에 따라 집합 Aû (k=1, 2, 3, 4)를 구한다.

➋ 단계
집합 사이의 관계를 파악하여 집합 AÁ;Aª;A£;A¢를 

구한다.

➌ 단계 ➋ 단계 에서 구한 집합의 부분집합의 개수를 구한다.

03

04
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4kx-[4kx]=0에서 4kx=[4kx]=(정수)이므로

AÁ‌�={x|4x=[4x], 0ÉxÉ1}	 

={x|4x는 정수, 0ÉxÉ1}

이때 0É4xÉ4에서 4x=0, 1, 2, 3, 4이므로

x=0, 14 , 
2
4 , 

3
4 , 

4
4

∴ AÁ=[0, 14 , 
2
4 , 

3
4 , 

4
4 ]

같은 방법으로

Aª=[0, 18 , 
2
8 , 

3
8 , y, 

8
8 ],

A£=[0, 1
12 , 

2
12 , 

3
12 , y, 

12
12 ],

A¢=[0, 1
16 , 

2
16 , 

3
16 , y, 

16
16 ]

∴ AÁ;Aª;A£;A¢=AÁ

따라서 구하는 부분집합의 개수는 2Þ`=32� 답 32

이 문제는 가우스 기호의 성질을 알고 있는지 확인하는 것으로 자주 

출제되는 유형의 문제이다. 주어진 집합의 원소의 조건 4kx=[4kx]

에서 4kx가 정수임을 확인하도록 하자.

서울대 선배들의 추천 PICK 1등급 비법 노하우

해결단계

➊ 단계 주어진 조건을 집합으로 나타낸다.

➋ 단계 주어진 조건에서 집합의 원소의 개수를 구한다.

➌ 단계 두 종목만 좋아하는 학생의 수를 구한다.

학생 전체의 집합을 U, 축구를 좋아하는 학생의 집합을 

A, 농구를 좋아하는 학생의 집합을 B, 야구를 좋아하는 

학생의 집합을 C라 하면

n(U)=100k, n(A)=64k, n(B)=52k, n(C)=38k,

n(A;B;C)=12k`(k는 상수)라 할 수 있다.

이때 한 종목만 좋아하는 학생이 전체의 46`%, 즉 46k명

이므로

n(A'B'C)-n(A;B)-n(B;C)-n(C;A)

� +2_n(A;B;C)

=46k    yy㉠

n(A'B'C)=‌�n(A)+n(B)+n(C)	 

-{n(A;B)+n(B;C)+n(C;A)}	

+n(A;B;C)

이므로 위의 식을 ㉠에 대입하여 정리하면

64k+52k+38k	  

�-2_{n(A;B)+n(B;C)+n(C;A)}+3_12k

=46k

190k-2_{n(A;B)+n(B;C)+n(C;A)}=46k

2_{n(A;B)+n(B;C)+n(C;A)}=144k

∴ n(A;B)+n(B;C)+n(C;A)=72k

한편, ㉠에서 n(A'B'C)=72k-2_12k+46k=94k

이므로

05

n((A'B'C)C)‌�=n(U)-n(A'B'C)	  

=100k-94k=6k

이고, n((A'B'C)C)=12이므로 6k=12

∴ k=2

따라서 두 종목만 좋아하는 학생의 수는

n(A;B)+n(B;C)+n(C;A)-3_n(A;B;C)

=72k-3_12k=36k

=36_2=72� 답 72

해결단계

➊ 단계
벤 다이어그램을 이용하여 각 영역에 속하는 원소의 개수를 

문자로 나타낸다.

➋ 단계
n(B-A)=1, n(C-A)=3, n(B;C)=3을 이용하여 

문자 사이의 관계식을 구한다. 

➌ 단계 n(A)_n(B)_n(C)의 최댓값과 최솟값을 구한다.

벤 다이어그램의 각 영역에 속 U
A

CB

a

w

d

x zy

b c

하는 원소의 개수를 오른쪽 그

림과 같이 나타내면 	

n(B-A)=1, n(C-A)=3, 

n(B;C)=3이므로 

x+y=1    yy㉠

y+z=3 

w+y=3 

㉠에서 y=0 또는 y=1

Ú y=0일 때, 

x=1, z=3, w=3 

n(U)=7이므로 a=b=c=d=0

즉, n(A)=3, n(B)=4, n(C)=6이므로

n(A)_n(B)_n(C)=3_4_6=72

Û y=1일 때, 

x=0, z=2, w=2 

n(U)=7이므로 a+b+c+d=2

즉, n(A)=a+b+c+2, n(B)=b+3, 	

n(C)=c+5

	 n(A)_n(B)_n(C)의 값이 최소이려면 

a=b=c=0, d=2

즉, n(A)=2, n(B)=3, n(C)=5이므로 	  

n(A)_n(B)_n(C)=2_3_5=30

n(A)_n(B)_n(C)의 값이 최대이려면 

a+b+c=2, d=0

즉, n(A)=4, n(B)=b+3, n(C)=c+5이므로

n(A)_n(B)_n(C)=4(b+3)(c+5)

a+b+c=2에서	  

a=0, b=0, c=2이면

n(A)_n(B)_n(C)=4_3_7=84

a=0, b=1, c=1이면

n(A)_n(B)_n(C)=4_4_6=96

a=0, b=2, c=0이면

n(A)_n(B)_n(C)=4_5_5=100

06
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Ú, Û에서 n(A)_n(B)_n(C)의 최댓값은 100, 최

솟값은 30이므로

M=100, m=30

∴ M+m=130 	�  답 130

해결단계

➊ 단계 집합 An의 모든 원소의 합을 n에 대한 식으로 나타낸다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 식이 35의 배수가 되도록 하는 n의 값을 

구한다.

➌ 단계 집합 B20의 모든 원소의 합을 구한다.

주어진 조건에 의하여 집합 An의 원소의 개수는 7이고, 

가장 작은 원소는 n이므로

An={n, n+2, n+4, n+6, n+8, n+10, n+12}

이때 집합 An의 모든 원소의 합은

n+n+2+n+4+n+6+n+8+n+10+n+12

=7n+42=7(n+6)	 yy㉠

집합 An의 모든 원소의 합이 35의 배수가 되려면

7(n+6)=35k (k는 자연수)

n+6=5k    ∴ n=5k-6	 yy㉡

그런데 k=1이면 n=5-6=-1에서 n은 자연수가 아

니므로 k¾2

따라서 B20은 k=21일 때, 즉 n=5_21-6=99`(∵ ㉡)

일 때이므로 집합 B20, 즉 A99의 모든 원소의 합은

7_(99+6)=735`(∵ ㉠)� 답 735

다른 풀이

n(AÇ)=7이므로 AÇ의 원소를 작은 수부터 차례대로 나

열할 때 가운데 수를 x라 하면

An={x-6, x-4, x-2, x, x+2, x+4, x+6}

이때 집합 An의 모든 원소의 합은

x-6+x-4+x-2+x+x+2+x+4+x+6

=7x

집합 An의 모든 원소의 합이 7의 배수이므로 집합 An의 

모든 원소의 합이 35의 배수이려면 집합 An의 모든 원소

의 합이 5의 배수이면 된다.

즉, x가 5의 배수이면 된다.

한편, AÁ={1, 3, 5, 7, 9, 11, 13}에서 x¾7이므로 BÁ

은 x=10일 때이다.

따라서 집합 B20은 x=10+5_19=105일 때이므로 집

합 B20의 모든 원소의 합은 7_105=735이다.

해결단계

➊ 단계
전체집합 U를 5로 나누었을 때 나머지가 i인 원소의 집합

을 AÔ로 나타낸 후, 집합 사이의 관계를 파악한다.

➋ 단계
원소끼리의 합이 5의 배수가 아닐 조건을 구한 후, n(A)의 

최댓값을 구한다.

07

08

전체집합 U의 원소를 5로 나누었을 때 나머지가

i (i=0, 1, 2, 3, 4)인 원소의 집합을 AÔ라 하면

A¼={5, 10, 15, y, 50}

AÁ={1, 6, 11, y, 46}

Aª={2, 7, 12, y, 47}

A£={3, 8, 13, y, 48}

A¢={4, 9, 14, y, 49}

이므로

U=A¼'AÁ'Aª'A£'A¢, n(AÔ)=10,

AÔ;AÆ=á (i+j)

Ú	x<AÔ, y<AÔ일 때,

	 i=0일 때 x+y가 5의 배수가 된다.

	‌� 즉, 집합 A는 집합 A¼의 원소를 두 개 이상 원소로 

갖지 않아야 한다.

Û	x<AÔ, y<AÆ (i+j)일 때,

	 i+j=5일 때 x+y가 5의 배수가 된다.

	‌� 즉, 집합 A는 두 집합 AÁ과 A¢ 또는 두 집합 Aª와 

A£의 원소들을 함께 원소로 갖지 않아야 한다.

Ú, Û에서 원소의 개수가 최대인 집합 A는

집합 AÁ'Aª 또는 AÁ'A£ 또는 Aª'A¢ 또는 A£'A¢

에 집합 A¼의 원소를 한 개만 추가한 집합이므로 n(A)

의 최댓값은

10+10+1=21� 답 21

해결단계

➊ 단계 집합 Aû의 원소가 될 수 있는 수를 구한다.

➋ 단계
집합 B의 원소를 구한 후, Aû;BC의 원소가 될 수 있는 

수를 구한다.

➌ 단계 n(Aû;BC)=1을 만족시키는 자연수 k의 개수를 구한다.

집합 Aû는 전체집합 U의 부분집합이므로 x는 20 이하의 

자연수이고 x(y-k)=30에서 y-k는 30의 약수이다.

이때 y, k는 모두 자연수이고, y<U이므로

1Éy-k<20에서 
3
2<xÉ30

이때 x<U이므로 2ÉxÉ20

y-k, x 사이의 관계를 표로 나타내면 다음과 같다.

y-k 2 3 5 6 10 15

x 15 10 6 5 3 2

∴ Aû,{2, 3, 5, 6, 10, 15}

또한, 
30-x

5 =6-x 
5<U에서 x는 5의 배수이므로

x=5, 10, 15, 20

즉, B={5, 10, 15, 20}이므로 (Aû;BC),{2, 3, 6}

Ú	2<(Aû;BC)일 때,

	 2(y-k)=30에서 y-k=15  	    

	 ∴ y=k+15

	 이때 y=k+15É20이므로

	 kÉ5

09

본문 pp.57~58
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Û	3<(Aû;BC)일 때,

	 3(y-k)=30에서 y-k=10    ∴ y=k+10

	 이때 y=k+10É20이므로

	 kÉ10

Ü	6<(Aû;BC)일 때,

	 6(y-k)=30에서 y-k=5    ∴ y=k+5

	 이때 y=k+5É20이므로

	 kÉ15

Ú, Û, Ü에서

1ÉkÉ5일 때, Aû;BC={2, 3, 6}

5<kÉ10일 때, Aû;BC={3, 6}

10<kÉ15일 때, Aû;BC={6}

따라서 n(Aû;BC)=1을 만족시키는 자연수 k는 11, 

12, 13, 14, 15의 5개이다.� 답 ②

k의 값의 범위에 따라 집합 Aû;BC은 다음과 같다.

Ú	1ÉkÉ5일 때,

y-k 2 3 5 6 10 15

x 15 10 6 5 3 2

	 즉, Aû={2, 3, 5, 6, 10, 15}이므로

	 Aû;BC={2, 3, 6}
Û	5<kÉ10일 때,

y-k 2 3 5 6 10

x 15 10 6 5 3

	 즉, Aû={3, 5, 6, 10, 15}이므로

	 Aû;BC={3, 6}
Ü	10<k<15일 때,

y-k 2 3 5 6

x 15 10 6 5

	 즉, Aû={5, 6, 10, 15}이므로

	 Aû;BC={6}
Ý	k=15일 때,

y-k 2 3 5

x 15 10 6

	 즉, Aû={6, 10, 15}이므로

	 Aû;BC={6}
Ú~Ý에서 n(Aû;BC)=1을 만족시키는 자연수 k는 11, 12, 13, 
14, 15이다.

BLACKLABEL 특강 참고

해결단계

➊ 단계
주어진 조건을 만족시키도록 집합 AÁ, Aª, A£, y을 직접 

구하여 성질을 파악한 후, ak를 구한다.

➋ 단계

➊ 단계 에서 파악한 집합 Ak의 성질을 이용하여 집합 A30을 

구한 후, A30;Am+á을 만족시키면서 자연수 m이 최대

일 조건을 찾는다.

➌ 단계
➋ 단계 에서 찾은 조건을 이용하여 자연수 m의 최댓값을 구

한다.

주어진 조건을 만족시키도록 집합 Ak를 구하면

AÁ={1, 2, 3, 4, 5}

Aª={3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

A£={5, 6, 7, y, 15}

  ` y

이때 aÁ=1, aª=3, a£=5, y이므로 ak=2k-1

10

즉, a30=59이므로 A30={59, 60, 61, y, 150}

집합 Ak에서 aû는 홀수이므로 A30;Am+á을 만족시키

는 자연수 m의 최댓값은 am=149일 때이다.

따라서 2m-1=149에서 m=75이므로 자연수 m의 최

댓값은 75이다.� 답 75

다른 풀이

집합 Ak의 원소 중에서 가장 작은 수는 2k-1이고, Aû
의 원소의 개수가 3k+2이므로

Ak={2k-1, 2k, 2k+1, y, 5k}

이때 A30={59, 60, 61, y, 150}이므로 A30;Am+á
을 만족시키려면 m의 값의 범위에 따라 다음과 같이 나

눌 수 있다.

Ú	m<30일 때,

	‌� 두 집합 A30, Am의 교집합이 존재해야 하므로 집합 

Am의 원소의 최댓값이 집합 A30의 원소의 최솟값보

다 크거나 같아야 한다. 즉,

	 5m¾59에서 m¾ 59
5

	 그런데 m은 자연수이고, m<30이므로

	 12Ém<30

Û	m¾30일 때,

	‌� 두 집합 A30, Am의 교집합이 존재해야 하므로 집합 

Am의 원소의 최솟값이 집합 A30의 원소의 최댓값보

다 작거나 같아야 한다. 즉,

	 2m-1É150에서 mÉ 151
2

	 그런데 m은 자연수이고, m¾30이므로

	 30ÉmÉ75

Ú, Û에서 자연수 m의 값의 범위는 12ÉmÉ75

따라서 자연수 m의 최댓값은 75이다.

해결단계

➊ 단계
9 이하의 자연수 중에서 공약수를 갖는 수의 조합을 이용하

여 서로소가 될 수 있는 수의 조합을 찾는다.

➋ 단계
➊ 단계 에서 구한 조합에 따라 집합 X의 개수를 구한 후, 그 

합을 구한다.

9 이하의 자연수 중에서 짝수는 모두 2를 공약수로 가지

므로 집합 X는 짝수인 원소를 2개 이상 가질 수 없다. 마

찬가지로 3, 6, 9는 3을 공약수로 가지므로 집합 X는 3, 

6, 9 중에서 원소를 2개 이상 가질 수 없고, 홀수로 이루

어진 집합은 3과 9를 동시에 갖는 경우를 제외하면 원소

끼리 서로소이다.

따라서 다음과 같이 경우를 나누어 생각할 수 있다.

Ú	2, 4, 8 중에서 하나가 집합 X의 원소인 경우

	‌� 집합 X의 나머지 원소는 모두 홀수이고 이때 3, 9도 

동시에 원소로 가질 수 없으므로 집합 X는 집합	

{1, 3, 5, 7, 9}의 부분집합 중에서 3과 9를 동시에 

원소로 갖는 경우와 공집합을 제외해야 한다.	  

11
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즉, 집합 X의 개수는

	 3_{2Þ`-(2Ü`+1)}=3_23=69

Û	6이 집합 X의 원소인 경우

	‌� 6은 짝수이면서 3의 배수이므로 집합 X가 6을 원소

로 가지면 2, 4, 8과 3, 9는 집합 X의 원소가 될 수 

없다. 	  

즉, 집합 X는 집합 {1, 5, 7}의 부분집합 중에서 공

집합을 제외해야 하므로 집합 X의 개수는

	 2Ü`-1=7

Ü	홀수로만 이루어진 경우

	‌� 집합 X는 집합 {1, 3, 5, 7, 9}의 부분집합 중에서 3

과 9를 동시에 원소로 갖는 경우와 원소의 개수가 1인 

경우, 공집합을 제외해야 하므로 집합 X의 개수는

	 2Þ`-(2Ü`+5+1)=18

Ú, Û, Ü에서 집합 X의 개수는

69+7+18=94� 답 94

해결단계

➊ 단계
S(A)-S(B)의 값이 최대가 되도록 하는 S(A), S(B)
의 조건을 파악한다.

➋ 단계
서로 다른 두 원소의 합이 9의 배수가 아니면서 S(A)의 

값이 최대가 되도록 하는 집합 A를 구한다.

➌ 단계
서로 다른 두 원소의 합이 10의 배수가 아니면서 S(B)의 

값이 최소가 되도록 하는 집합 B를 구한다.

➍ 단계
n(A;B)=1을 만족시키는 두 집합 A, B를 구한 후, 

S(A)-S(B)의 최댓값을 구한다.

S(A)-S(B)의 값이 최대가 되려면 S(A)의 값이 최

대, S(B)의 값이 최소가 되어야 한다.

조건 ㈏에서 집합 A의 임의의 서로 다른 두 원소의 합이 

9의 배수가 아니려면 두 원소를 9로 나눈 나머지의 합이 

0 또는 9가 되지 않아야 한다.

전체집합 U의 원소를 9로 나눈 나머지가

i (i=0, 1, 2, y, 8)인 원소의 집합을 Ai라 하면

A¼={9, 18}

AÁ={1, 10, 19}, A¥={8, 17}

Aª={2, 11, 20}, A¦={7, 16}

A£={3, 12}, A¤={6, 15}

A¢={4, 13}, A°={5, 14}

따라서 조건 ㈏를 만족시키는 집합 A는 A¼의 원소를 두 

개 이상 원소로 갖지 않아야 하고, AÁ과 A¥ 또는 Aª와 

A¦ 또는 A£과 A¤ 또는 A¢와 A°의 원소들을 함께 원소로 

갖지 않아야 한다.

조건 ㈎에서 n(A)=8이므로 S(A)의 값이 최대가 되도

록 하는 집합 A의 원소를 큰 수부터 택하면

A={20, 19, 18, 15, 14, 11, 10, 6} 	  yy㉠

조건 ㈐에서 집합 B의 임의의 서로 다른 두 원소의 합이 

10의 배수가 아니려면 두 원소를 10으로 나눈 나머지의 

합이 0 또는 10이 되지 않아야 한다.

12

전체집합 U의 원소를 10으로 나눈 나머지가

j (j=0, 1, 2, y, 9)인 원소의 집합을 Bj라 하면

B¼={10, 20}

BÁ={1, 11}, B»={9, 19}

Bª={2, 12}, B¥={8, 18}

B£={3, 13}, B¦={7, 17}

B¢={4, 14}, B¤={6, 16}

B°={5, 15}

따라서 조건 ㈐를 만족시키는 집합 B는 B°, B¼의 원소를 

두 개 이상 원소로 갖지 않아야 하고, BÁ과 B» 또는 Bª

와 B¥ 또는 B£과 B¦ 또는 B¢와 B¤의 원소들을 함께 원

소로 갖지 않아야 한다. 

조건 ㈎에서 n(B)=8이므로 S(B)의 값이 최소가 되도

록 하는 집합 B의 원소를 작은 수부터 택하면

B={1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 12} 	  yy㉡

이때 조건 ㈎에서 n(A;B)=1이므로 ㉠, ㉡에서 두 원

소 10, 11 중 하나는 집합 A 또는 집합 B에서 제외해야 

한다.

Ú	원소 10 또는 11을 집합 A에서 제외하는 경우

	 집합 A는 5를 원소로 가져야 하므로

	 n(A;B)=2

	 즉, 조건을 만족시키지 않는다.

Û	원소 10 또는 11을 집합 B에서 제외하는 경우

	 집합 B는 13을 원소로 가져야 하므로

	 n(A;B)=1

	‌� 이때 S(B)의 값이 최소가 되려면 집합 B에서 11을 

제외해야 한다.

Ú, Û에서

A={6, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 20},

B={1, 2, 3, 4, 5, 10, 12, 13}

이므로

S(A)‌�=6+10+11+14+15+18+19+20	

=113

S(B)‌�=1+2+3+4+5+10+12+13	  

=50

따라서 S(A)-S(B)의 최댓값은

S(A)-S(B)‌�=113-50=63� 답 63

본문 p.58
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5. 명제

01 ③	 02 ④	 03 ①	 04 ③	 05 ③	

06 ②	 07 2	 08 ③ 	 09 7	 10 ④	

11 4 	 12 ④	 13 ③	 14 ③	 15 12	

16 60	 17 720	 18 ②	 19 ⑤	 20 ① 

pp.61~63출제율 100%  우수 기출 대표 문제STEP1

ㄱ.	'3+'7+'¶10이므로 거짓인 명제이다.

ㄴ.		‌�x>2인 실수는 성립하지만 xÉ2인 실수는 성립하지 

않으므로 참, 거짓을 판별할 수 없다. 		

즉, 명제가 아니다.

ㄷ, ㄹ. 참인 명제이다.

ㅁ.		‌�‘재미있다’는 참, 거짓을 판별할 수 없으므로 명제가 

아니다.

따라서 명제인 것은 ㄱ, ㄷ, ㄹ의 3개이다.� 답 ③

조건 ‘xÛ̀ +yÛ`+zÛ̀ =0’의 부정은 ‘xÛ̀ +yÛ`+zÛ̀+0’이므로

‘x+0 또는 y+0 또는 z+0’이다.� 답 ④

xÛ̀ -3x-18<0에서 (x+3)(x-6)<0

∴ -3<x<6

∴ P={-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}

4x-7>0에서 x>7
4이므로

Q={2, 3, 4, 5, 6, y}

따라서 P;Q={2, 3, 4, 5}이므로

n(P;Q)=4� 답 ①

① (반례) x=-1이면 xÛ̀ =1이지만 x+1이다. (거짓)

②	(반례) x=0이면 x는 실수이지만 xÛ̀ =0이다. (거짓)

③	xy>1에서 0<yÉ1이므로 양변을 y로 나누면

	 x>1
y

	 이때 
1
y¾1이므로 x>1이다. (참)

④	(반례) x='2+1이면 x는 무리수이지만

	 xÛ̀ =('2+1) Û`=3+2'2이므로 xÛ̀ 도 무리수이다.

� (거짓)

⑤	(반례) x=1, y=-2이면 x>y이지만 xÛ̀ <yÛ`이다.

�  (거짓)

따라서 참인 명제는 ③이다.� 답 ③

01

02
x=0이고 y=0이고 z=0

03

04

조건 q의 진리집합이 Q이므로 조건 ~q의 진리집합은

QC이다.

이때 명제 ‘p`1Ú ~q’가 참이므로 P,QC이다.

즉, 두 진리집합 P, Q의 포함 관

계를 벤 다이어그램으로 나타내

면 오른쪽 그림과 같다.

①	P;Q=á (거짓)

②	P'Q+U (거짓)

③	P;QC=P-(P;Q)=P-á=P (∵ ①) (참)

④	PC'Q=PC`(∵ Q,PC) (거짓)

⑤	PC;Q=Q-(P;Q)=Q-á=Q (∵ ①) (거짓)

따라서 옳은 것은 ③이다.� 답 ③

q`:`xÛ̀ -x-20É0에서 (x+4)(x-5)É0

∴ -4ÉxÉ5

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 하면

PC={x|1-kÉxÉ1+k}, Q={x|-4ÉxÉ5}

명제 ~p`1Ú q가 참이려

-4 51-k 1+k

P�
Q

x

면 PC,Q이어야 하므로 

두 집합 PC, Q를 수직선 

위에 나타내면 오른쪽 그

림과 같아야 한다. 

즉, -4É1-k, 1+kÉ5이므로

kÉ5, kÉ4

∴ kÉ4

따라서 명제 ~p`1Ú q가 참이 되도록 하는 자연수 k는 

1, 2, 3, 4의 4개이다. � 답 ②

주어진 명제가 참이 되려면

f(x)=x Û`+4kx+3kÛ`-2k+3이라 할 때, 모든 실수 x

에 대하여 f(x)¾0이 항상 성립해야 한다.

즉, 함수 y= f(x)의 그래프가 다음 그림과 같이 x축에 

접하거나 만나지 않아야 한다.

이차방정식 f(x)=0이 중근 또는 서로 다른 두 허근을 

가져야 하므로 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D
4 ‌�=(2k)Û`-(3kÛ`-2k+3)É0에서

kÛ`+2k-3É0, (k+3)(k-1)É0

∴ -3ÉkÉ1

따라서 주어진 명제가 거짓이 되려면 k<-3 또는 k>1

이어야 하므로 구하는 자연수 k의 최솟값은 2이다.� 답 2

05

06

07
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다른 풀이

명제가 거짓이면 명제의 부정은 참이다.

주어진 명제의 부정은

‘어떤 실수 x에 대하여 xÛ`+4kx+3kÛ`-2k+3<0이다.’

이고, 이 명제가 참이 되어야 하므로 이차방정식 

xÛ`+4kx+3kÛ`-2k+3=0이 서로 다른 두 실근을 가져

야 한다.

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D
4 ‌�=(2k)Û`-(3kÛ`-2k+3)>0에서

kÛ`+2k-3>0, (k+3)(k-1)>0

∴ k<-3 또는 k>1

따라서 구하는 자연수 k의 최솟값은 2이다.

명제와 그 대우의 참, 거짓은 항상 일치하므로 명제와 대

우 중에서 하나의 참, 거짓을 판별하고, 역의 참, 거짓을 

판별하면 된다.

ㄱ.	대우：‌�x+y이면 xÛ̀ -yÛ`+0이다.	  

(반례) x=1, y=-1이면 x+y이지만 	  

xÛ̀ -yÛ`=0이다. (거짓)

	 역：x=y이면 xÛ̀ -yÛ`=0이다. (참)

ㄴ.	명제：x-2=0이면 xÛ̀ -4=0이다. (참)

	 역：‌�xÛ̀ -4=0이면 x-2=0이다. 	  

(반례) x=-2이면 xÛ`-4=0이지만 x-2+0

이다. (거짓)

ㄷ.	‌�대우：x=0 또는 y=0이면 xy=0이다. (참)	  

역：x+0이고 y+0이면 xy+0이다. (참)

따라서 명제와 그 역, 대우가 모두 참인 것은 ㄷ뿐이다.

� 답 ③

주어진 명제가 참이므로 그 대우 

‘a¾k이고 b¾-1이면 a+b¾6이다.’

도 참이다.

a¾k, b¾-1에서 a+b¾k-1이므로 

k-1¾6    ∴ k¾7

따라서 실수 k의 최솟값은 7이다. � 답 7

주어진 명제의 대우 는 	  

‘자연수 n에 대하여 n이 홀수이면 nÛ̀ 도 홀수 이다.’이다.

n이 홀수이면 n= 2k+1  (k는 0  또는 자연수)로 나타

낼 수 있다.

이때 nÛ̀ 의 값을 구하면

nÛ̀ =( 2k+1 )Û`=4kÛ̀ +4k+1=2( 2kÛ`+2k )+1이고, 	

2( 2kÛ`+2k )는 0  또는 짝수이므로 nÛ̀ 은 홀수 이다.

08

09

10

따라서 주어진 명제의 대우 가 참이므로 주어진 명제도 

참이다.

즉, ① 대우, ② 홀수, ③ 2k+1, ④ 0, ⑤ 2kÛ̀ +2k이므로

바르게 짝지어지지 않은 것은 ④이다.� 답 ④

세 조건 p, q, r의 진리집합을 각각 P, Q, R이라 하면

P={x|-1ÉxÉ3 또는 x¾5},

Q={x|x¾a}, R={x|x¾b}

이때 q는 p이기 위한 필요조건, r은 p이기 위한 충분조건

이므로 P,Q, R,P

즉, R,P,Q이므로 오�

른쪽 그림과 같아야 한다.

∴ aÉ-1, b¾5

따라서 a의 최댓값은 -1, b의 최솟값은 5이므로 구하는 

합은 -1+5=4� 답 4

①	‌� p`jjK`~q이고, r`jjK`q에서 ~q`jjK`~r이므로	 

p`jjK`~q`jjK`~r    ∴ p`jjK`~r (거짓)

②	‌�p`jjK`q이고, ~r`jjK`~q에서 q`jjK`r이므로	  

p`jjK`q`jjK`r    ∴ p`jjK`r (거짓)

③	‌�p`jjK`~q이고, ~r`jjK`q에서 ~q`jjK`r이므로	  

p`jjK`~q`jjK`r    ∴ p`jjK`r (거짓)

④	‌�q`jjK`~p에서 p`jjK`~q이고, ~q`jjK`r이므로	  

p`jjK`~q`jjK`r    ∴ p`jjK`r (참)

⑤	‌�q`jjK`p에서 ~p`jjK`~q이고, ~q`jjK`~r이므로	

~p`jjK`~q`jjK`~r    ∴ ~p`jjK`~r (거짓)

따라서 항상 옳은 것은 ④이다.� 답 ④

투표 결과를 명제라 하고, 명제에 나타나는 각 조건 p, q, 

r, s를 각각 A, B, C, D가 대표에 선출되는 것으로 하자.

㈏, ㈐, ㈑를 p, q, r, s로 나타내면

㈏：p`jjK`r, ㈐：~q`jjK`~r, ㈑：~p`jjK`~s

이때 명제가 참이면 그 대우가 참이므로 ㈐, ㈑에서

㈒：r`jjK`q, ㈓：s`jjK`p
㈏, ㈒, ㈓에서 s`jjK`p`jjK`r`jjK`q
즉, A 또는 D가 대표에 선출되면 ㈎를 만족시키지 않는다.

따라서 대표로 선출된 두 사람은 B, C이다.� 답 ③

다른 풀이

Ú	‌�㈏에서 A가 대표가 되었다고 가정하면 ㈎에 의하여 

A, B, C, D의 선출 여부는 다음과 같다.

A B C D
 ×  ×

	 그런데 이것은 ㈐를 만족시키지 않는다.

11

12

13

본문 pp.61~62
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Û	‌�㈏의 대우는 ‘C가 대표가 되지 않았다면 A도 대표가 

되지 않았다.’이므로 C가 대표가 되지 않았다고 가정

하면 ㈎에 의하여 A, B, C, D의 선출 여부는 다음과 

같다.

A B C D
×  × 

	 그런데 이것은 ㈑를 만족시키지 않는다.

Ü	‌�㈐에서 B가 대표가 되지 않았다고 가정하면 ㈎에 의

하여 A, B, C, D의 선출 여부는 다음과 같다.

A B C D
 × × 

	 그런데 이것은 ㈏를 만족시키지 않는다.

Ý	‌�㈐의 대우는 ‘C가 대표가 되었다면 B도 대표가 되었

다.’이므로 C가 대표가 되었다고 가정하면 ㈎에 의하

여 A, B, C, D의 선출 여부는 다음과 같다.

A B C D
×   ×

	 따라서 이것은 ㈏, ㈑를 모두 만족시킨다.

Ú~Ý에서 대표로 선출된 두 사람은 B, C이다.

ㄱ.	aÛ̀ - ab
2 + bÛ`

2 ‌�={a- b
4}2`-

bÛ`
16+

bÛ`
2 	  

={a- b
4} 2`+

7
16bÛ̀ >0 (∵ a+b) (참)

ㄴ.	(반례) a=2, b=1이면 

	 |a-b|=|2-1|=1, ||a|-|b||=|2-1|=1

	 ∴ |a-b|=||a|-|b|| (거짓)

ㄷ.	aÛ̀ +bÛ̀ +cÛ`-ab-bc-ca

	 =1
2(2aÛ̀ +2bÛ̀ +2cÛ`-2ab-2bc-2ca)

	 =1
2{(a-b)Û`+(b-c)Û`+(c-a)Û`}>0

� (∵ a+b, b+c, c+a)

	 ∴ aÛ`+bÛ̀ +cÛ`>ab+bc+ca (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

다른 풀이

ㄴ.	|a-b|>0, ||a|-|b||>0 (∵ a+b)이므로

	 |a-b|Û`-||a|-|b||Û`

	 =(a-b)Û`-(|a|-|b|)Û`

	 =aÛ`-2ab+bÛ̀ -(aÛ̀ -2|a||b|+bÛ̀ )

	 =-2ab+2|a||b|

	 =2(|ab|-ab)

	 이때 ab¾0이면 |ab|=ab에서 |ab|-ab=0

	 ab<0이면 |ab|=-ab이므로

	 |ab|-ab=-2ab>0

	 즉, |a-b|Û`-||a|-|b||Û`=2(|ab|-ab)¾0

	 이므로

	 |a-b|¾||a|-|b||이다. (거짓)

14

점 (a, b)가 곡선 y= 6
x  위에 있으므로

b=6
a     ∴ ab=6

이때 점 (a, b)가 제1사분면 위에 있으므로

a>0, b>0

즉, 2a>0, 3b>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 

의하여

2a+3b‌�¾2'Ä2a_3b (단, 등호는 2a=3b일 때 성립)	

=2'¶6ab=2'Ä6_6=12

따라서 구하는 최솟값은 12이다.� 답 12

a>0, b>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

a+b¾2'¶ab (단, 등호는 a=b일 때 성립)

이때 a+b=6이므로

6¾2'¶ab에서 '¶abÉ3

∴ abÉ9  

∴ 
1
ab ¾

1
9  (단, 등호는 a=b=3일 때 성립) �  yy㉠

∴ 
aÛ`+1 

a 
+ bÛ`+1 

b ‌�=a+1
a 
+b+1

b 		

=a+b+ a+b 
ab 	  

=6+ 6  
ab  (∵ a+b=6)		  

¾6+2
3 =

20 
3  (∵ ㉠)

즉, 
aÛ`+1 

a 
+ bÛ`+1 

b ‌ 은 a=3, b=3일 때 최솟값 
20 
3 을 가

지므로 

p=20 
3 , q=3, r=3

∴ pqr=20 
3 _3_3=60 � 답 60

상자의 밑면의 가로, 세로의 길이를 각각 x cm, y cm라 

하면 상자를 묶은 끈의 전체 길이는

2x+2y+5_4=2x+2y+20 (cm)

끈의 길이가 68 cm이므로

2x+2y+20=68    ∴ x+y=24

x>0, y>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

x+y¾2'¶xy (단, 등호는 x=y일 때 성립)

이때 x+y=24이므로

24¾2'¶xy에서 '¶xyÉ12

∴ xyÉ144 (단, 등호는 x=y=12일 때 성립)

이때 상자의 부피는 5xy이므로 

5xyÉ720

따라서 상자의 최대 부피는 720 cmÜ`이므로

A=720� 답 720

15

16

17

(해001-150)공수2.indb   96 2025. 3. 12.   오후 5:15



Ⅱ. 집합과 명제     097

원에 내접하는 직사각형의 가로의 길 a

b 615

이와 세로의 길이를 각각 a, b라 하면

aÛ̀ +bÛ̀ =180	

이때 사각기둥의 밑면은 한 변의 길

이가 
a 
4인 정사각형이고, 높이는 b이

므로 사각기둥의 모든 모서리의 길이의 합은

a 
4_8+b_4=2a+4b

a, b는 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여 

(2 Û`+4Û`)(aÛ̀ +bÛ̀ )¾(2a+4b)Û` 

� {단, 등호는 
a 
2=

b 
4 , 즉 b=2a일 때 성립}

20(aÛ̀ +bÛ̀ )¾(2a+4b)Û` 

이때 aÛ̀ +bÛ̀ =180이므로 

(2a+4b)Û`É3600 

a>0, b>0이므로

0<2a+4bÉ60 (단, 등호는 a=6, b=12일 때 성립)

따라서 사각기둥의 모든 모서리의 길이의 합의 최댓값은 

60이다.	 � 답 ①

01 ③	 02 6	 03 ③	 04 ③	 05 8	

06 ②	 07 12	 08 5 	 09 7	 10 ④	

11 20 	 12 -1	 13 ①	 14 풀이 참조	 15 11	

16 15	 17 ③	 18 11	 19 ④	 20 ③	

21 12	 22 ⑤	 23 ③	 24 B, C	 25 ④	

26 ③	 27 12	 28 ⑤	 29 ④	 30 2, x=z	

31 4	 32 5	 33 150	 34 ⑤	 35 ②	

36 ④	 37 ①	 38 3

pp.64~701등급을 위한 최고의 변별력 문제STEP2

ㄱ.	a>0, b>0, 2ab>1이므로 

	 aÛ`+bÛ̀ =(a-b)Û`+2ab¾2ab>1 (참)

ㄴ.	(반례) a=1, b=1
2이면

	 a>0, b>0, aÛ̀ +bÛ̀ =1 Û`+{ 12}2`=
5
4>1이지만 

	 2ab=2_1_1
2=1이다. (거짓)

ㄷ.	a+b=0	 yy㉠

	 b+c=0	 yy㉡

	 c+a=0	 yy㉢

	 ㉠, ㉡, ㉢을 변끼리 더하면 2(a+b+c)=0  

	 ∴ a+b+c=0 	  yy㉣

	 ㉠, ㉡, ㉢을 ㉣에 각각 대입하면

	 c=0, a=0, b=0 (참)

따라서 참인 명제는 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

20

01

x, y는 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여

(3 Û`+4Û`)(xÛ̀ +yÛ`)¾(3x+4y)Û``

� {단, 등호는 
x
3=

y
4일 때 성립}

이때 xÛ̀ +yÛ`=1이므로 (3x+4y)Û`É25

∴ -5É3x+4yÉ5

따라서 3x+4y의 최댓값 M=5, 최솟값 m=-5이므로

M-m=10� 답 ②

다른 풀이

3x+4y=k라 하면 3x+4y-k=0

즉, 구하는 3x+4y의 값은 직선 3x+4y-k=0이 원

xÛ`+yÛ`=1과 만나도록 하는 k의 값과 같다.

원의 중심 (0, 0)과 직선 3x+4y-k=0 사이의 거리는 

|-k|
"Ã3Û`+4Û`

=
|k|
5

이때 원의 반지름의 길이가 1이므로

|k|
5 É1, |k|É5    ∴ -5ÉkÉ5

따라서 M=5, m=-5이므로 M-m=10

원과 직선의 위치 관계

원 xÛ`+yÛ`=rÛ` (r>0)의 중심과 직선 y=mx+n 사이의 거리를 d
라 할 때, 원과 직선이 

Ú	서로 다른 두 점에서 만난다.�

	 ⇨`d<r
Û	한 점에서 만난다. (접한다.)
	 ⇨`d=r
Ü	만나지 않는다.

	 ⇨`d>r

BLACKLABEL 특강 필수 개념

x, y는 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여

[{ 14 }
Û`+{- 1

4 }
Û`]{xÛ̀ +(2y)Û`}¾[ 14x+{-2y

4 }]
Û`

�  (단, 등호는 x=-2y일 때 성립)

1
8 (xÛ̀ +4yÛ`)¾{x 

4-
y
2 }

Û`

이때 
x 
4 -

y
2=3이므로 

1
8 (xÛ`+4yÛ̀ )¾9 

∴ xÛ̀ +4yÛ`¾72 (단, 등호는 x=6, y=-3일 때 성립)

즉, xÛ̀ +4yÛ`은 x=6, y=-3일 때 최솟값 72를 가지므로

p=72, q=6, r=-3

∴ p-q+r=72-6+(-3)=63 � 답 ⑤

다른 풀이

x 
4 -

y
2=3에서 x=2y+12이므로

xÛ̀ +4yÛ`‌�=(2y+12) Û`+4yÛ`	  

=8yÛ`+48y+144	  

=8(y+3)Û`+72

다음은 와 같다.

18

19



본문 pp.62~64
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다른 풀이

ㄱ.	‌�a>0, b>0에서 aÛ̀ >0, bÛ̀ >0이므로 산술평균과 기

하평균의 관계에 의하여

	 aÛ̀ +bÛ̀¾2"ÃaÛ̀ bÛ̀ =2ab>1 

� (단, 등호는 a=b일 때 성립) (참)

명제 p가 참이므로 A,C이고, 명제 r이 참이므로 	

CC,BC, 즉 B,C이다.

또한, 명제 q가 참이므로 B,AC에서 A;B=á이다.

즉, 세 집합 A, B, C의 포함 관

계를 벤 다이어그램으로 나타내면 

오른쪽 그림과 같다.

이때 n(A)=14, n(B)=10, 	

n(C)=30이므로

n(C-(A'B))‌�=n(C)-n(A'B)	  

=30-(14+10)=6� 답 6

ACÓ=¿¹('2)Û`+('2)Û`=2이므로

q=p+'2, r=p+2=q+2-'2
이때 (유리수)+(유리수)=(유리수), 	  

(유리수)+(무리수)=(무리수)임을 이용하면 명제의 

참, 거짓을 판별할 수 있다.	  

ㄱ.	‌�q=p+'2, r=p+2에서 '2는 무리수, 2는 유리수이

므로 p가 유리수이면 q는 무리수, r은 유리수이다.	 

�  (참)

ㄴ.	‌�(반례) p=-'2(무리수)이면 q=-'2+'2=0, 	

r=2-'2이므로 q는 유리수, r은 무리수이다.	  

� (거짓)

ㄷ.	‌�r=q+2-'2에서 2-'2가 무리수이므로 q가 유리

수이면 r은 무리수이다. (참)

따라서 참인 명제는 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

(X'PC);(XC;Q)

={X;(XC;Q)}'{PC;(XC;Q)}

={(X;XC);Q}'{PC;(XC;Q)}

=(á;Q)'{PC;(XC;Q)}

=á'{PC;(XC;Q)}

=(Q;XC);PC

=Q;XC;PC

=(Q;PC);XC

=(Q-P)-X=á    yy㉠

02

03

04

이때 임의의 부분집합 X에 대하여 ㉠이 항상 성립하려면 

Q-P=á이어야 하므로 Q,P이다.

따라서 항상 참인 명제는 ③ q`1Ú p이다.� 답 ③

다른 풀이

(X'PC);(XC;Q)=á이므로

(X'PC)-(XC;Q)‌�=X'PC이고,

(X'PC)-(XC;Q)‌�=(X'PC);(XC;Q)C	  

=(X'PC);(X'QC)	  

=X'(PC;QC)

이므로 X'(PC;QC)=X'PC

X는 임의의 부분집합이므로 PC;QC=PC에서 

PC,QC    ∴ Q,P

명제 ‘~q이면 p이다.’가 참이려면 두 조건 p, q의 진리집

합을 P, Q라 할 때, QC,P이어야 하므로 명제 ‘~q이면 

p이다.’가 거짓이려면 QCøP이어야 한다.

따라서 집합 QC의 원소이면서 집합 P에 속하지 않아야 

하므로 x<QC;PC인 x, 즉 '¶3x가 자연수가 되도록 하

는 200 이하의 자연수 x의 개수를 구해야 한다.

'¶3x가 자연수이려면 x=3kÛ̀ `(k는 자연수) 꼴이어야 하

므로

3kÛ̀É200, kÛ̀É 200
3 =66.6___

이때 8Û`=64, 9Û`=81이므로 k=1, 2, 3, y, 8

그러므로 주어진 명제가 거짓이 되도록 하는 x의 개수는 

k의 개수와 같으므로 8이다.� 답 8

명제 p`1Ú ~q가 참이 되려면 P,QC이어야 한다.

ㄱ.	(P;R)'(R-Q)=á이므로

	 P;R=á, R-Q=á�
	 ∴ P;R=á, R,Q

	‌� 그런데 P;Q+á이면 오른쪽 

그림에서 PøQC

ㄴ.	(P;R)'(Q-R)=á이므로

	 P;R=á, Q-R=á�

Q

R
P

U

	 ∴ P;R=á, Q,R

	‌� 즉, P;Q=á이므로 P,QC

이다.

ㄷ.	P;RC=P-R=á이므로 P,R

	 QC'R=U에서 (QC'R)C=UC

	 Q;RC=Q-R=á�

	 ∴ Q,R

	‌� 그런데 P;Q+á이면 오른쪽 

그림에서 PøQC

따라서 명제 p`1Ú ~q가 참이 되도록 하는 것은 ㄴ뿐이다.	

� 답 ②

05

06
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두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 할 때, 명제 	

p`1Ú q가 참이 되려면 P,Q이어야 한다.

|x-1|+|x-3|<k에서

Ú	x<1일 때,

	 -x+1-x+3<k    ∴ x>4-k
2 	 yy㉠

Û	1Éx<3일 때,

	 x-1-x+3<k    ∴ 0_x<k-2	 yy㉡

Ü	x¾3일 때,

	 x-1+x-3<k    ∴ x<4+k
2 	 yy㉢

즉, 집합 P는 k의 값에 따라 달라지므로 다음과 같이 경

우를 나눌 수 있다.

①	kÉ2일 때,

	‌� ㉠에서 
4-k
2 ¾1이므로 x<1과 x>4-k

2 의 공통부

분은 존재하지 않는다. 즉, x<1에서 해는 없다.

	 ㉡에서 k-2É0이므로 해는 없다.

	‌� ㉢에서 
4+k
2 É3이므로 x¾3과 x<4+k

2 의 공통부

분은 존재하지 않는다. 즉, x¾3에서 해는 없다.

	 따라서 kÉ2이면 P=á이므로 P,Q를 만족시킨다.

②	k>2일 때,

	‌� ㉠에서 
4-k
2 <1이므로 x<1과 x>4-k

2 의 공통부

분은 
4-k
2 <x<1

	 ㉡에서 k-2>0이므로 해는 모든 실수이다.

	 ∴ 1Éx<3

	‌� ㉢에서 
4+k
2 >3이므로 x¾3과 x<4+k

2 의 공통부

분은 3Éx<4+k
2

	‌� 따라서 k>2이면 P=[x| 4-k
2 <x<4+k

2 ]이다.	

이때 P,Q이려면 오른쪽 그

림과 같아야 하므로

	 -6É 4-k
2 , 

4+k
2 É8

	 4-k¾-12, 4+kÉ16

	 kÉ16, kÉ12    ∴ kÉ12

	 그런데 k>2이므로 2<kÉ12

①, ②에서 kÉ12이므로 조건을 만족시키는 실수 k의 최

댓값은 12이다.� 답 12

f(x)=|x-1|+|x-3|이라 하면 함수 y

y=f(x)

y=k
xO 1 3

2
4

 

y= f(x)의 그래프는 오른쪽 그림과 같으

므로 kÉ2일 때, f(x)<k를 만족시키는 

x는 없다.

∴ P=á

BLACKLABEL 특강 참고

07 xÛ̀ -x-6<0에서 (x+2)(x-3)<0

∴ -2<x<3

즉, 조건 p의 진리집합을 P라 하면

P={x|-2<x<3}

또한, xÛ̀ +(6-3a)x+2aÛ̀ -10a+8¾0에서

xÛ̀ +(6-3a)x+2(a-1)(a-4)¾0

{x-(2a-2)}{x-(a-4)}¾0

조건 q의 진리집합을 Q라 하면 a의 값의 범위에 따라 집

합 Q는 다음과 같다.

Ú	2a-2<a-4, 즉 a<-2일 때,

	 Q={x|xÉ2a-2 또는 x¾a-4}

Û	2a-2=a-4, 즉 a=-2일 때,

	 (x+6)Û`¾0이므로 Q={x|x는 모든 실수}

Ü	2a-2>a-4, 즉 a>-2일 때,

	 Q={x|xÉa-4 또는 x¾2a-2}

Ú, Û에서 aÉ-2일 때 P;Q={x|-2<x<3}이므

로 두 조건 p, q가 모두 참이 되도록 하는 정수 x는 -1, 

0, 1, 2의 4개로 조건을 만족시키지 않는다.

Ü에서 a>-2일 때 2a-2>-6, a-4>-6이므로 두 

조건 p, q가 모두 참이 되도록 하는 정수 x가 오직 하나 

존재하려면 다음 [그림 1] 또는 [그림 2]와 같아야 한다.

[그림`1]

[그림`2]

[그림`1]에서 -1Éa-4<0, 2a-2>2이므로

3Éa<4, a>2    ∴ 3Éa<4

[그림`2]에서 a-4<-1, 1<2a-2É2이므로

a<3, 32<aÉ2    ∴ 
3
2<aÉ2

따라서 조건을 만족시키는 a의 값의 범위는 
3
2<aÉ2 또

는 3Éa<4이므로 정수 a는 2, 3이고, 그 합은

2+3=5� 답 5

다른 풀이

xÛ̀ -x-6<0에서 (x+2)(x-3)<0

∴ -2<x<3

위의 식을 만족시키는 정수 x는 -1, 0, 1, 2

xÛ̀ +(6-3a)x+2aÛ̀ -10a+8¾0에서

xÛ̀ +(6-3a)x+2(a-1)(a-4)¾0

{x-2(a-1)}{x-(a-4)}¾0	 yy㉠

이때 두 조건 p, q가 모두 참이 되도록 하는 정수 x가 오

직 하나이어야 하므로 -1, 0, 1, 2 중에서 부등식 ㉠을 

만족시키는 정수 x는 -1 또는 2이어야 한다.

08
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100      블랙라벨 공통수학 2

Ú	x=-1만 부등식 ㉠을 만족시킬 경우

	 {-1-2(a-1)}{-1-(a-4)}¾0

	 (2a-1)(a-3)¾0

	 ∴ aÉ 1
2  또는 a¾3	 yy㉡

	‌� 그런데 x=0, x=2는 부등식 ㉠을 만족시키지 않으

므로

	 {0-2(a-1)}{0-(a-4)}<0

	 2(a-1)(a-4)<0    ∴ 1<a<4	 yy㉢

	 {2-2(a-1)}{2-(a-4)}<0

	 2(a-2)(a-6)<0    ∴ 2<a<6	 yy㉣

	 ㉡, ㉢, ㉣에서 3Éa<4이므로 정수 a는 3이다.

Û	x=2만 부등식 ㉠을 만족시킬 경우

	 {2-2(a-1)}{2-(a-4)}¾0

	 2(a-2)(a-6)¾0

	 ∴ aÉ2 또는 a¾6	 yy㉤

	‌� 그런데 x=-1, x=1은 부등식 ㉠을 만족시키지 않

으므로

	 {-1-2(a-1)}{-1-(a-4)}<0

	 (2a-1)(a-3)<0    ∴ 
1
2<a<3	 yy㉥

	 {1-2(a-1)}{1-(a-4)}<0

	 (2a-3)(a-5)<0    ∴ 
3
2<a<5 	  yy㉦

	 ㉤, ㉥, ㉦에서 
3
2<aÉ2이므로 정수 a는 2이다.

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 정수 a는 2, 3이므로 그 

합은 2+3=5

명제 ‘집합 C에 속하는 어떤 점 P에 대하여

∠APB=90ù이다.’가 참이려면 두 점 A(-1, 3),

B(1, -3)을 지름의 양 끝 점으로 하는 원을 S라 할 때, 

원 S와 집합 C가 나타내는 도형의 교점이 존재해야 한다.

원 S의 중심은 ABÓ의 중점이므로�

{-1+1
2 , 

3+(-3)
2 }, 즉 (0, 0)

이고 반지름의 길이는

1
2ABÓ‌�=1

2 "Ã(1+1) Û`+(-3-3)Û`	  

='1 �0
이므로 원 S의 방정식은

xÛ̀ +yÛ`=10

이때 집합 C가 나타내는 도형은 

오른쪽 그림의 도형 Ú 또는 도형 

Û이거나 두 도형 Ú, Û 사이에 

있어야 한다.

Ú	‌�3|x|+|y|=k의 그래프가 점 (0, '1�0)을 지날 때,	

k='1�0
Û	‌�3|x|+|y|=k의 그래프가 원 S`:`xÛ̀ +yÛ`=10과 접

할 때,

09

	‌� x>0, y>0일 때 3x+y=k이므로 직선 y=-3x+k

가 원 xÛ̀ +yÛ̀ =10과 접해야 한다.

	 xÛ̀ +(-3x+k)Û`=10에서 10xÛ̀ -6kx+kÛ̀ -10=0

	 위의 이차방정식이 중근을 가지므로 판별식을 D라 하면

	
D
4 =(-3k)Û`-10(kÛ̀ -10)=0에서 -kÛ̀ +100=0

	 kÛ̀ =100    ∴ k=10`(∵ k는 자연수)

Ú, Û에서 '1�0ÉkÉ10

따라서 자연수 k는 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10의 7개이다.� 답 7

Û에서 3|x|+|y|=k의 그래프가 원 S : xÛ`+yÛ`=10과 접할 때, 	

x>0, y>0에서 직선 3x+y=k, 즉 3x+y-k=0이 원 	

xÛ`+yÛ`=10과 접해야 하므로 원의 중심 (0, 0)과 직선 3x+y-k=0 
사이의 거리가 반지름의 길이 '¶10과 같아야 한다.

즉, 
|3_0+1_0-k|

"Ã3Û`+1Û`
='¶10에서 |-k|=10

∴ k=10 (∵ k>0) 

BLACKLABEL 특강 참고

대우가 거짓이면 그 명제도 거짓이므로 명제는 거짓이고, 

역은 참인 명제를 찾으면 된다.

ㄱ.	‌�명제：aÛ̀ +bÛ̀ =0이면 a=b=0이므로 |a|+|b|=0

이다. (참)	 

역：|a|+|b|=0이면 a=b=0이므로 aÛ̀ +bÛ̀ =0이

다. (참)

ㄴ.	‌�명제：�aÛ̀ =bÛ̀ 이면 aǛ =bǛ 이다.	  

(반례) a=1, b=-1이면 aÛ̀ =bÛ̀ =1이지만 	

aÜ`=1, bǛ =-1이므로 aǛ+bǛ 이다. (거짓)

	 역：aǛ =bǛ 이면 a=b이므로 aÛ̀ =bÛ̀ 이다. (참)

ㄷ.	명제：‌�a+b가 짝수이면 a, b는 모두 짝수이다.	  

(반례) a=1, b=3이면 a+b=4는 짝수이지

만 a, b는 모두 홀수이다. (거짓)

	 역：a, b가 모두 짝수이면 a+b는 짝수이다. (참)

따라서 역은 참이고 대우는 거짓인 명제는 ㄴ, ㄷ이다.

� 답 ④

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 하면

명제 p`1Ú q의 역, 즉 명제 q`1Ú p가 참이므로 

Q,P

명제 p`1Ú q의 대우가 참이면 명제 p`1Ú q도 참이므

로 P,Q

∴ P=Q

즉, a-1=b+1, a+4=ab이므로

a-1=b+1에서 b=a-2 

이것을 a+4=ab에 대입하면

a+4=a(a-2)

10
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Ⅱ. 집합과 명제     101

aÛ̀ -3a-4=0, (a+1)(a-4)=0

∴ a=4 (∵ a>0), b=4-2=2

∴ aÛ̀ +bÛ̀ =16+4=20 � 답 20

해결단계

➊ 단계
f(p, q) f(q, r)=-1을 만족시키는 f(p, q), f(q, r)의 

값을 각각 구한다.

➋ 단계 ➊ 단계 에서 구한 값에 따라 f(p, r)의 값을 구한다.

f(p, q) f(q, r)=-1에서

f(p, q)=1, f(q, r)=-1 또는

f(p, q)=-1, f(q, r)=1

Ú	 f(p, q)=1, f(q, r)=-1일 때,

	‌� f(p, q)=1에서 명제 p`1Ú q의 대우와 역이 모두 	

참이고, 대우가 참이면 명제도 참이므로

	 p jjK q, q`jjK p
	‌� 이때 f(q, r)=-1에서 명제 q`1Ú r의 대우와 역 

중에서 하나만 참이어야 한다.

	 ① ‌�명제 q`1Ú r의 대우가 참인 경우	  

~r`jjK ~q이면 q`jjK r이므로 p`jjK q`jjK r	 
즉, 명제 p`1Ú r이 참이므로 대우도 참이다.

	 ② ‌�명제 q`1Ú r의 역이 참인 경우	  

‌�r`jjK q이면 r`jjK q`jjK p이므로 명제 r`1Ú p

가 참이다.

	‌� ①, ②에서 명제 p`1Ú r의 대우 또는 역 중에서 하나

만 참이므로 f(p, r)=-1

Û	 f(p, q)=-1, f(q, r)=1일 때,

	‌� f(q, r)=1에서 명제 q`1Ú r의 대우와 역이 모두 	

참이고, 대우가 참이면 명제도 참이므로

	 q`jjK r, r`jjK q
	‌� 이때 f(p, q)=-1에서 명제 p`1Ú q의 대우와 역 

중에서 하나만 참이어야 한다.

	 ③ ‌�명제 p`1Ú q의 대우가 참인 경우	  

~q`jjK ~p이면 p`jjK q이므로 p`jjK q`jjK r	 
즉, 명제 p`1Ú r이 참이므로 대우도 참이다.

	 ④ ‌�명제 p`1Ú q의 역이 참인 경우	  

‌�q`jjK p이면 r`jjK`q`jjK`p이므로 명제 r`1Ú p가 

참이다.

	‌� ③, ④에서 명제 p`1Ú r의 대우 또는 역 중에서 하나

만 참이므로 f(p, r)=-1

Ú, Û에서 가능한 f(p, r)의 값은 -1이다.� 답 -1

f(a, b)=1에서 명제 a`1Ú b의 역과 대우가 모두 참이므로 a는 b
이기 위한 필요충분조건이다.

Ú에서 f(p, q)=1이면 p는 q이기 위한 필요충분조건이므로 

f(q, r)=-1에서 f(p, r)=-1이다.

같은 방법으로 Û에서 f(q, r)=1이면 q는 r이기 위한 필요충분조건

이므로 f(p, q)=-1에서 f(p, r)=-1이다.

따라서 가능한 f(p, r)의 값은 -1이다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭

1212

"ÃnÛ`+n+1이 유리수라고 가정하면

"ÃnÛ̀ +n+1=
q
p  (p, q는 서로소인 자연수)라 할 수 있다.

이 식의 양변을 제곱하여 정리하면 pÛ`(nÛ`+n+1)=qÛ`이

다. 이때 qÛ`은 p의 배수이고, p, q는 서로소인 자연수이므

로 p=1이다.

pÛ`(nÛ`+n+1)=qÛ`에서 nÛ`+n+1=qÛ`

∴ n(n+1)= qÛ`-1

자연수 k에 대하여

Ú	q=2k일 때,

	 n(n+1)=4kÛ`-1에서

	‌� 4k Û`-1=(2k+1)_( 2k-1 )이므로 연속한 두 자

연수의 곱이 될 수 없다.

	 즉, 조건을 만족시키는 자연수 n은 존재하지 않는다.

Û	q=2k+1일 때,

	 n(n+1)=4kÛ`+4k에서

	‌� 4kÛ`+4k=2k_( 2k+2 )이므로 연속한 두 자연수의 

곱이 될 수 없다.

	 즉, 조건을 만족시키는 자연수 n은 존재하지 않는다.

Ú, Û에서 "ÃnÛ̀ +n+1=
q
p  (p, q는 서로소인 자연수)를 

만족시키는 자연수 n은 존재하지 않는다.

따라서 "ÃnÛ`+n+1은 유리수가 아니다.

∴ f(q)=qÛ`-1, g(k)=2k-1, h(k)=2k+2

∴ 
g(5)h(6)

f(10)
‌�=

(2_5-1)_(2_6+2)
10Û`-1

	  

=9_14
99 =14

11 � 답 ①

주어진 명제의 대우는 ‘자연수 n에 대하여 n이 3의 배수

가 아니면 nÛ`+2는 3의 배수이다.’이다.

n이 3의 배수가 아니므로

n=3k+1 또는 n=3k+2 (단, k는 음이 아닌 정수)

로 나타낼 수 있다.

Ú	n=3k+1 (k는 음이 아닌 정수)일 때,

	 nÛ`+2‌�=(3k+1)Û`+2	  

=9kÛ`+6k+3	 

=3(3kÛ`+2k+1)

	 이므로 nÛ`+2는 3의 배수이다.

Û	n=3k+2 (k는 음이 아닌 정수)일 때,   

	 nÛ`+2‌�=(3k+2)Û`+2	  

=9kÛ`+12k+6	  

=3(3kÛ`+4k+2) 

	 이므로 nÛ`+2는 3의 배수이다.

Ú, Û에서 자연수 n에 대하여 n이 3의 배수가 아니면 

nÛ`+2는 3의 배수이다.

따라서 주어진 명제의 대우가 참이므로 주어진 명제도 참

이다.� 답 풀이 참조

1313
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Ú	 f(1)+1임을 증명하기 위해 f(1)=1이라 가정하자.

	 조건 ㈏의 식의 양변에 n=1, m=1을 대입하면

	 f(1+ f(1))= f(1)+1+1    ∴ f(2)=3

	 n=2, m=1을 대입하면

	 f(2+ f(1))= f(2)+1+1    ∴ f(3)= 5 
		 n=1, m=2를 대입하면

	 f(1+ f(2))= f(1)+2+1    ∴ f(4)=4

	‌� n=3, m=1을 대입하면

	 f(3+ f(1))= f(3)+1+1    ∴ f(4)= 7
	 따라서 f(4)의 값이 정의되지 않으므로 모순이다.

	 즉, f(1)+1이다.

Û	‌�f(k)Ék를 만족시키는 어떤 자연수 k`(k¾2)가 존

재한다고 가정하자.

	 자연수 k에 대하여 k-1<k이고 조건 ㈎에 의하여

	 f(k-1)< f(k)Ék이므로

	 f(k-1)É k-1  

	 마찬가지로

	 f(k-2)Ék-2

	      ⋮

	   (중략)

	‌� 따라서 f(1)É1이고 f(1)은 자연수이므로 f(1)=1

이다.

	 이것은 Ú에 의하여 모순이다.

Ú, Û에서 모든 자연수 n에 대하여 f(n)>n이 성립한다.

∴ p=5, q=7, g(k)=k-1

∴ g(p+q)=g(12)=12-1=11� 답 11

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 하면

p가 q이기 위한 필요조건이므로 q`jjK`p에서

~p`jjK`~q

∴ PC,QC  	   yy㉠

~p`:`xÛ̀ -x-2=0에서 (x+1)(x-2)=0

∴ x=-1 또는 x=2

즉, PC={-1, 2}

이때 ~q`:`ax-aÉ2x+1이므로 ㉠을 만족시키려면 부

등식 ax-aÉ2x+1에 x=-1, x=2를 대입하였을 때 

성립해야 한다.  

Ú	x=-1일 때, -a-aÉ-2+1

	 -2aÉ-1    ∴ a¾ 1
2

Û	x=2일 때, 2a-aÉ4+1    ∴ aÉ5

Ú, Û에서 
1
2ÉaÉ5이므로 정수 a는 1, 2, 3, 4, 5이고 

그 합은 

1+2+3+4+5=15� 답 15

15

16

다른 풀이

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 하면 p가 q이기 

위한 필요조건이므로

q`jjK`p에서 Q,P

이때 xÛ̀ -x-2+0에서 (x+1)(x-2)+0

∴ x+-1이고 x+2

즉, P={x|x는 x+-1이고 x+2인 모든 실수}

ax-a>2x+1에서 (a-2)x>a+1 	  yy㉡

Ú	a<2일 때, ㉡에서 x< a+1
a-2 �

	‌� Q,P이려면 오른쪽 그림과�  

같아야 하므로

	
a+1
a-2É-1

	 a+1¾-a+2 (∵ a<2)

	 ∴ a¾ 1
2

	 그런데 a<2이므로 
1
2Éa<2

Û	a=2일 때, ㉡에서 0_x>3

	‌� 즉, 부등식을 만족시키는 x의 값은 존재하지 않으므

로 Q=á
	 따라서 Q,P를 만족시킨다.

Ü	a>2일 때, ㉡에서 x> a+1
a-2 �

	‌� Q,P이려면 오른쪽 그림과�  

같아야 하므로

	
a+1
a-2¾2

	 a+1¾2a-4 (∵ a>2)

	 ∴ aÉ5

	 그런데 a>2이므로 2<aÉ5

Ú, Û, Ü에서 
1
2ÉaÉ5이므로 정수 a는 1, 2, 3, 4, 5

이고 그 합은

1+2+3+4+5=15

ㄱ.	�xy>0이면 x>0, y>0 또는 x<0, y<0	  

즉, p`Hjj`q이므로 p는 q이기 위한 필요조건이다.

ㄴ.	�x<y`HjK`x-y<0`HjK`x-y<|x-y|	  

즉, p`HjK`q이므로 p는 q이기 위한 필요충분조건이다.

ㄷ.	A;B;C=A;B`HjK`(A;B),C

	 A'B'C=C`HjK`(A'B),C

	 이때 (A;B),(A'B)이므로

	 (A'B),C이면 (A;B),C

	 즉, p`Hjj`q이므로 p는 q이기 위한 필요조건이다.

따라서 p가 q이기 위한 필요조건이지만 충분조건이 아닌 

것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

17
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Ⅱ. 집합과 명제     103

p가 q이기 위한 필요조건이지만 충분조건이 아니므로 명제 p`1Ú q
는 거짓이다.

즉, 다음과 같이 조건 p를 만족하지만 조건 q는 만족하지 않는 반례가 

존재한다.

ㄱ. ‌�x=-1, y=-2이면 xy=2>0이지만 x<0, y<0이다.

ㄷ. ‌�세 집합 A, B, C의 포함 관계가 오른쪽 벤

BA

C  

다이어그램과 같으면 A;B;C=A;B
이지만 A'B'C+C이다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭

p가 q이기 위한 필요충분조건이려면 두 조건 p, q의 진리

집합이 같아야 한다.

p`:`xÛ̀ +x+0에서 

x(x+1)+0이므로

x+-1, x+0	 yy㉠

q`:`xÝ̀ +xǛ +axÛ̀ +ax+0에서

xÛ̀ (xÛ̀ +x)+a(xÛ`+x)+0

(xÛ̀ +x)(xÛ̀ +a)+0

x(x+1)(xÛ̀ +a)+0

∴ x+-1, x+0, xÛ̀ +a+0	 yy㉡

㉠=㉡이려면 이차방정식 xÛ̀ +a=0의 근이 x=-1이거

나 x=0이거나 존재하지 않아야 한다.

Ú ‌�x=-1일 때, 1+a=0에서 a=-1	  

그런데 a=-1이면 xÛ`-1=(x+1)(x-1)=0에서 

x=1도 근이므로 조건을 만족시키지 않는다.

Û ‌�x=0일 때, a=0	  

‌�두 조건 p, q의 진리집합이 같으므로 p는 q이기 위한 

필요충분조건이다.

Ü ‌�이차방정식 xÛ̀ +a=0의 근이 존재하지 않으려면 	

a>0

Ú, Û, Ü에서 a¾0

따라서 조건을 만족시키는 10 이하의 정수 a는 0, 1, 2, 

y, 10의 11개이다.� 답 11

다른 풀이

p가 q이기 위한 필요충분조건이므로

p HjK q에서 ~p HjK ~q

~p`:`xÛ̀ +x=0에서 

x(x+1)=0

∴ x=-1 또는 x=0	 yy㉢

~q`:`xÝ̀ +xǛ +axÛ̀ +ax=0에서

xÛ̀ (xÛ̀ +x)+a(xÛ̀ +x)=0

(xÛ̀ +x)(xÛ̀ +a)=0

x(x+1)(xÛ̀ +a)=0

∴ x=-1 또는 x=0 또는 xÛ̀ +a=0 	  yy㉣

㉢=㉣이므로 이차방정식 xÛ̀ +a=0의 근이 x=-1이거

나 x=0이거나 존재하지 않아야 한다.

다음은 와 같다.

18



x가 정수이면 xÛ̀ , xǛ , xÝ̀ 은 모두 정수이므로 네 조건 p, 

q, r, s의 진리집합을 각각 P, Q, R, S라 하면

P,Q, P,R, P,S

또한, xÛ̀ 이 정수이면 xÝ̀ 이 정수이므로

Q,S

즉, 네 집합 P, Q, R, S의 포함 

관계를 벤 다이어그램으로 나타내

면 오른쪽 그림과 같다.

ㄱ.	‌�r이 s이기 위한 충분조건이려면 R,S이어야 한다. 

그런데 위의 그림에서 RøS이므로 r은 s이기 위한 

충분조건이 아니다. (거짓)

ㄴ.	P;R=P이고 P,Q이므로

	 (P;R),Q

	 즉, (p이고 r)은 q이기 위한 충분조건이다. (참)

ㄷ.	P'S=S이고 Q,S이므로

	 Q,(P'S)

	 즉, (p 또는 s)는 q이기 위한 필요조건이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

p는 q이기 위한 필요조건이므로

q jjK p    ∴ Q,P

또한, ~q는 ~r이기 위한 충분조건이므로

~q jjK ~r

명제가 참이면 그 대우도 참이므로

r jjK q    ∴ R,Q

즉, 세 집합 P, Q, R의 포함 관계는

R,Q,P, PC,QC,RC


∴ ‌�{(P-Q);R}C;(P;RC)	

={(P;QC);R}C;(P;RC)	

={(P;R);QC}C;(P;RC)	

=(R;QC)C;(P;RC)	  

� (∵ R,P에서 P;R=R)	

=(R-Q)C;(P-R)	  

=á C;(P-R) (∵ R,Q에서 R-Q=á)	  

=U;(P-R)=P-R� 답 ③

다른 풀이

에서 R,Q,P이므로 세 집합 P, Q, P
Q

R

 

R의 포함 관계를 벤 다이어그램으로 나

타내면 오른쪽 그림에서

(P-Q);R=á이므로

{(P-Q);R}C;(P;RC)

=áC;(P;RC)

=U;(P;RC)

=P;RC=P-R

1919
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p는 q이기 위한 충분조건이므로 

p jjK q    ∴ P,Q

즉, 2<{a, aÛ̀ -7, ab+b}이므로

a=2 또는 aÛ̀ -7=2 또는 ab+b=2

한편, r은 p이기 위한 필요조건이므로 

p jjK r    ∴ P,R

∴ 2<{abÛ̀ , b}    yy㉠

Ú	a=2일 때,

	 ㉠에서 2<{2bÛ̀ , b}이므로

	 2bÛ̀ =2 또는 b=2에서 bÛ̀ =1 또는 b=2

	 그런데 b는 자연수이므로 b=1 또는 b=2

	‌� 즉, a=2, b=1일 때 a+b=3이고, a=2, b=2일 때 

a+b=4이다.

Û	aÛ`-7=2일 때, aÛ`=9에서 a는 자연수이므로 a=3

	 ㉠에서 2<{3bÛ̀ , b}이므로

	 3bÛ̀ =2 또는 b=2

	‌� 그런데 3bÛ̀ =2를 만족시키는 자연수 b는 존재하지 않

으므로 b=2

	 ∴ a+b=3+2=5

Ü	ab+b=2일 때, b(a+1)=2이고 a, b는 자연수이므로

	 a+1=2, b=1    ∴ a=1, b=1

	 이때 R={1}이므로 PøR

	‌� 즉, a=1, b=1일 때는 주어진 조건을 만족시키지 않

는다.

Ú, Û, Ü에서 a+b의 값은 3 또는 4 또는 5이므로 그 

합은 3+4+5=12� 답 12

두 명제 p`1Ú q, q`1Ú ~r이 모두 참이므로

p`jjK`q, q`jjK`~r

명제가 참이면 그 대우도 참이므로

~q`jjK`~p(①), r`jjK`~q

또한, p`jjK`q`jjK`~r에서 p`jjK`~r(②)이므로 

r`jjK`~p

명제 ~s`1Ú r과 그 역이 모두 참이므로

~s`jjK`r, r`jjK`~s

명제가 참이면 그 대우도 참이므로

~r`jjK`s, s`jjK`~r

q`jjK`~r`jjK`s에서 q`jjK`s(③)이므로 ~s`jjK`~q

p`jjK`q`jjK`s에서 p`jjK`s이므로 ~s`jjK`~p(④)

따라서 반드시 참이라고 할 수 없는 명제는 ⑤이다.�답 ⑤

두 명제 p`1Ú q, q`1Ú ~r이 모두 참이므로

p`jjK`q, q`jjK`~r  	   yy㉠

명제 ~s`1Ú r과 그 역이 모두 참이므로

~s`HjK`r, 즉 ~r`HjK`s 	  yy㉡

㉠, ㉡에 의해 p`jjK`q`jjK`~r`HjK`s 	  yy㉢

㉢을 이용하여 ①~⑤의 참, 거짓을 판별한다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭  

21

22

조사에서 얻은 결과를 참인 명제라 하고, 명제에 나타나

는 각 조건 p, q, r, s를 각각 국어, 영어, 일본어, 중국어

에 흥미가 있는 것으로 하자.

㈎, ㈏, ㈐를 p, q, r, s로 나타내면

㈎`:`p`jjK`q, ㈏`:`q`jjK`~r, ㈐`:`~s`jjK`r
이때 명제가 참이면 그 대우도 참이므로

㈑`:`~q`jjK`~p, ㈒`:`r`jjK`~q, ㈓`:`~r`jjK`s
또한, ㈎, ㈏에서 p`jjK`~r, ㈑, ㈒에서 r`jjK`~p

㈏, ㈓에서 q jjK s, ㈐, ㈒에서 ~s`jjK`~q

보기의 내용을 네 조건 p, q, r, s를 이용하여 나타낸 후, 

참, 거짓을 판별하면 다음과 같다.

ㄱ.	‌�명제 ~q`1Ú ~s는 명제 ~s`1Ú ~q의 역이므로 

참인지는 알 수 없다.

ㄴ.	p`jjK`~r이므로 명제 p`1Ú ~r은 참이다.

ㄷ.	‌�p`jjK`~r`jjK`s에서 p jjK s이지만 명제 p`1Ú s의 

역인 명제 s`1Ú p가 참인지는 알 수 없다.

ㄹ.	‌�r`jjK`~p에서 명제 r`1Ú ~p가 참이지만 명제 	

r`1Ú p가 참인지는 알 수 없다.

ㅁ.	~q`jjK`~p이므로 명제 ~q`1Ú ~p는 참이다.

따라서 항상 참인 것은 ㄴ, ㅁ이다.� 답 ③

㈎, ㈏, ㈓에서 p`jjK`q`jjK`~r`jjK`s임을 이용하여 ㄱ~ㅁ의 참, 거

짓을 판별한다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭  

A, B, C, D 각각이 범인인 경우, 네 명의 진술의 참, 거

짓은 다음과 같다.

범인 A 진술 B 진술 C 진술 D 진술

A 거짓 참 거짓 참

B 거짓 거짓 거짓 참

C 참 참 거짓 참

D 거짓 참 참 거짓

따라서 한 명의 진술만이 참인 경우의 범인은 B이고, 한 

명의 진술만이 거짓인 경우의 범인은 C이다.� 답 B, C

Q-P=á에서 Q,P이므로 q`jjK`p
P'RC=RC에서 P,RC이므로 p`jjK`~r

∴ q`jjK`p`jjK`~r

또한, (S'QC)C'(S'RC)C=á에서

(S'QC)C=á이고 (S'RC)C=á
SC;Q=á이고 SC;R=á
Q-S=á이고 R-S=á
즉, Q,S, R,S이므로 q`jjK`s, r`jjK`s
ㄱ.	q`jjK`s이므로 명제 q`1Ú s는 참이다.

ㄴ.	명제 s`1Ú p가 참인지는 알 수 없다.

23

24

25
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ㄷ.	q`jjK`p`jjK`~r에서 q`jjK`~r

	 즉, r`jjK`~q이므로 명제 r`1Ú ~q는 참이다.

따라서 참인 명제는 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ④

다른 풀이

Q-P=á에서 Q,P

P'RC=RC에서 P,RC이므로

Q,P,RC	 yy㉠

(S'QC)C'(S'RC)C=á에서

(SC;Q)'(SC;R)=á
SC;(Q'R)=á, (Q'R)-S=á
(Q'R),S 	  yy㉡

㉠, ㉡에 의하여 네 집합 P,  

Q, R, S의 포함 관계를 벤 다

이어그램으로 나타내면 오른

쪽 그림과 같다.

ㄱ. Q,S이므로 q`jjK s
ㄴ. ‌�P와 S의 포함관계는 S,P일 수도 있고 SøP일 수

도 있으므로 명제 s`1Ú p가 참인지는 알 수 없다.

ㄷ. R,QC이므로 r`jjK ~q

따라서 참인 명제는 ㄱ, ㄷ이다.

ㄱ.	x+y=2에서 y=2-x이고, 0<x<2이므로

	 xy‌�=x(2-x)‌=-xÛ̀ +2x	  

=-(xÛ̀ -2x+1)+1		

=-(x-1)Û`+1É1�(단, 등호는 x=1일 때 성립)

	 ∴ xyÉ1 (참)

ㄴ.	xÛ̀ +yÛ`=(x+y) Û`-2xy=4-2xy`(∵ x+y=2)

	 ㄱ에서 xyÉ1이므로 4-2xy¾2

	 ∴ xÛ̀ +yÛ`¾2 (참)

ㄷ.	
1
x+1

y=
x+y
xy = 2

xy `(∵ x+y=2)

	 ㄱ에서 xyÉ1이고, xy>0이므로 
2
xy¾2

	 ∴ 
1
x+1

y¾2 (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

다른 풀이

ㄱ.	‌�x>0, y>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의

하여 
x+y
2 ¾'¶xy`(단, 등호는 x=y일 때 성립) 	  

1¾'¶xy    ∴ xyÉ1 (참)

ㄴ.	x+y=2에서 y=2-x이고, 0<x<2이므로

	 xÛ̀ +yÛ`‌�=xÛ̀ +(2-x) Û`	  

=2xÛ̀ -4x+4	 

=2(xÛ̀ -2x+1)+2	  

=2(x-1) Û`+2¾2 

� (단, 등호는 x=1일 때 성립)

	 ∴ xÛ`+yÛ`¾2 (참)

26

ㄷ. ‌�x>0, y>0에서 
1
x>0, 1y>0이므로 산술평균과 기

하평균의 관계에 의하여

1
x+1

y¾2¾Ð 1xy  (단, 등호는 x=y일 때 성립)

ㄱ에서 xyÉ1이므로 
1
xy¾1	  

∴ 
1
x+1

y¾2 (거짓)

(a+b+c) Û`=aÛ̀ +bÛ̀ +cÛ̀ +2(ab+bc+ca)에서

36=aÛ`+bÛ̀ +cÛ̀ +2(ab+bc+ca)`(∵ a+b+c=6)

이때 aÛ̀ +bÛ̀ +cÛ`¾ab+bc+ca이므로

36‌�=aÛ̀ +bÛ̀ +cÛ`+2(ab+bc+ca)	  

¾ab+bc+ca+2(ab+bc+ca)	  

=3(ab+bc+ca) (단, 등호는 a=b=c일 때 성립)

∴ ab+bc+caÉ12

따라서 구하는 최댓값은 12이다.� 답 12

단계 채점 기준 배점

㈎

곱셈 공식	  

(a+b+c)Û`=aÛ`+bÛ`+cÛ`+2(ab+bc+ca)에 	

a+b+c=6을 대입한 경우

30%

㈏
부등식 aÛ`+bÛ`+cÛ`¾ab+bc+ca를 이용하여 식을 

정리한 경우
40%

㈐ ab+bc+ca의 최댓값을 구한 경우 30%

�

aÛ`+bÛ`+cÛ`-ab-bc-ca

= 1
2 (2aÛ`+2bÛ`+2cÛ`-2ab-2bc-2ca)

= 1
2 {(a-b)Û`+(b-c)Û`+(c-a)Û`}¾0

이므로 등호가 성립할 조건은

a-b=0, b-c=0, c-a=0, 즉 a=b=c

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

xy>0에서 x>0, y>0 또는 x<0, y<0이므로

P={(x, y)|x>0, y>0 또는 x<0, y<0}

|x|+|y|¾0, |x+y|¾0이므로

(|x|+|y|)Û`-|x+y|Û`

=xÛ̀ +2|x||y|+yÛ`-(xÛ`+2xy+yÛ̀ )

=2|xy|-2xy>0

2|xy|>2xy에서 |xy|>xy

즉, xy<0이므로 x>0, y<0 또는 x<0, y>0

∴ Q={(x, y)|x>0, y<0 또는 x<0, y>0}

따라서 P;Q=á이므로 옳은 것은 ⑤이다.� 답 ⑤

다른 풀이

모든 실수 x, y에 대하여 부등식 |x+y|É|x|+|y|가 

성립하고, 등호는 xy¾0일 때 성립한다.

27



28
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집합 Q는 조건 q`:`|x+y|<|x|+|y|를 만족시키는 순

서쌍 (x, y)의 집합이므로 모든 실수 x, y에서 xy¾0을 

만족시키는 경우를 제외하면 된다.

즉, Q={(x, y)|xy<0}이다.

그런데 P={(x, y)|xy>0}이므로 두 부등식 xy>0, 

xy<0을 동시에 만족시키는 두 실수 x, y의 순서쌍

(x, y)는 존재하지 않는다.

∴ P;Q=á

ㄱ.	(반례) a=1
4이면 -1<2a<1을 만족시키지만

	
1

a+1=
1

1
4+1

=4
5 , 1-a=1-1

4=
3
4이므로

	
1

a+1>1-a (거짓)

ㄴ.	부등식 a<b의 양변에 b를 곱하면

	 b<0이므로 ab>bÛ̀ 	 yy㉠

	 또한, a<b의 양변에 a를 곱하면

	 a<0이므로 aÛ̀ >ab	 yy㉡

	 ㉠, ㉡에서 aÛ`>ab>bÛ̀ 	  

	 ∴ aÛ̀ >bÛ̀  (참)

ㄷ.	‌�a, b, c가 삼각형의 세 변의 길이이고, c가 가장 긴 변

의 길이이므로 a+b>c

	
a

1+a+
b

1+b-
c

1+c

	 =
a(1+b)(1+c)+b(1+a)(1+c)-c(1+a)(1+b)

(1+a)(1+b)(1+c) 

	 =
a(1+b+c+bc)+b(1+a+c+ac)-c(1+a+b+ab)

(1+a)(1+b)(1+c)

	 =
a+b-c+ab(2+c)
(1+a)(1+b)(1+c)

>0

� (∵ a+b>c, a>0, b>0, c>0)

	 ∴ 
a

1+a+
b

1+b>
c

1+c  (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

다른 풀이 1

ㄱ.	
1

a+1-1+a‌�= 1
a+1+

(a+1)(a-1)
a+1 	  

=1+aÛ`-1
a+1 = aÛ`

1+a

	 이때 aÛ̀¾0이고, -1<2a<1에서 

	
1
2<a+1<3

2이므로

	
1

a+1-1+a= aÛ`
1+a¾0

	 ∴ 
1

a+1¾1-a (거짓)

ㄴ.	aÛ̀ -bÛ̀ =(a+b)(a-b)

	 a<b<0에서 

	 a+b<0, a-b<0이므로

	 aÛ̀ -bÛ̀ >0    ∴ aÛ`>bÛ̀  (참)

29

다른 풀이 2

ㄱ.	
1

a+1-1+a= 1
a+1+a+1-2

	‌� -1<2a<1에서 
1
2<a+1<3

2 	  

즉, a+1>0, 1
a+1>0이므로 산술평균과 기하평균

의 관계에 의하여

	
1

a+1+a+1-2¾2®É 1a+1_(a+1)-2=0

� {단, 등호는 
1

a+1=a+1, 즉 a=0일 때 성립}

	 ∴ 
1

a+1¾1-a (거짓)

(x+y+z){ 1
2x+y+

1
y+2z}

=1
2(2x+2y+2z){ 1

2x+y+
1

y+2z}

=1
2{(2x+y)+(y+2z)}{ 1

2x+y+
1

y+2z}

=1
2 {2+

2x+y
y+2z+

y+2z
2x+y }

x>0, y>0, z>0에서 
2x+y
y+2z >0, 

y+2z
2x+y>0이므로 

산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

2x+y
y+2z+

y+2z
2x+y¾2®É 2x+y

y+2z_
y+2z
2x+y=2

이때 등호가 성립할 조건은

2x+y
y+2z=

y+2z
2x+y에서 (2x+y)Û`=(y+2z)Û`

2x+y=y+2z    ∴ x=z

∴ (x+y+z){ 1
2x+y+

1
y+2z}¾

1
2_(2+2)=2

따라서 구하는 최솟값은 2이고, x=z일 때 최솟값을 갖

는다.� 답 2, x=z

다른 풀이

A>0, B>0일 때, 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여

{('§A) Û`+('§B)Û`}[{ 1
'§A}2`+{

1
'§B} 2`]

¾{'§A_ 1
'§A+'§B_ 1

'§B} 2`=4

� (단, 등호는 A=B일 때 성립)

∴ 
1
A+ 1

B¾
4

A+B

이때 A=2x+y, B=y+2z를 대입하면

1
2x+y+

1
y+2z¾

4
2x+2y+2z이므로

‌�(x+y+z){ 1
2x+y+

1
y+2z}	 

¾(x+y+z)_ 4
2x+2y+2z=

4
2=2

� (단, 등호는 2x+y=y+2z, 즉 x=z일 때 성립)

30
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코시 엥겔폼(Titu’s lemma)

⑴ a, b는 양수, x, y는 실수일 때, 

xÛ` 
a +

yÛ` 
b ¾

(x+y)Û`  
a+b  {단, 등호는 x

a =
y 
b 일 때 성립}

⑵ a, b, c는 양수, x, y, z는 실수일 때, 

xÛ` 
a +

yÛ` 
b + zÛ` 

c ¾
(x+y+z)Û`  
a+b+c 

	�  {단, 등호는 x
a =

y 
b = z

c 일 때 성립}

BLACKLABEL 특강 참고

좌표평면 위의 점 (2, 1)을 지나고 기울기가 m (m<0)

인 직선의 방정식은 

y=m(x-2)+1

이 직선을 y축에 대하여 대칭이동한 직선이 x축과 만나

는 점을 C라 하면 y축과 만나는 점은 B이고 삼각형

OAB의 넓이와 삼각형 OCB의 넓이는 같다.

이 직선의 방정식을 구하면

y‌�=m(-x-2)+1, 즉 y=-m(x+2)+1

이때 m'=-m으로 놓으면 m'>0이고

y=m'(x+2)+1

이 직선의 x절편은 -2m'+1
m'

, y절편은 2m'+1이므로 

그래프는 다음 그림과 같다.

∴ △OCB‌�=1
2_[-{-

2m'+1
m'

}]_(2m'+1)	  

=4m'Û`+4m'+1
2m'

=2m'+ 1
2m'

+2

이때 2m'>0, 1
2m'

>0이므로 산술평균과 기하평균의 관

계에 의하여

2m'+ 1
2m'

+2¾2®É2m'_ 1
2m'

+2=4

� {단, 등호는 2m'= 1
2m'

, 즉 m'=1
2일 때 성립}

따라서 삼각형 OCB의 넓이의 최솟값이 4이므로 삼각형 

OAB의 넓이의 최솟값도 4이다.� 답 4

다른 풀이

점 (2, 1)을 지나고 기울기가 음수인 

직선의 x절편, y절편을 각각 a, b라 

하면 직선의 방정식은 

x
a+

y
b=1 (a>0, b>0)

이 직선이 점 (2, 1)을 지나므로

2
a+

1
b=1

31

이때 
2
a>0, 1b>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 

의하여

1=2
a+

1
b¾2¾± 2ab  

� {단, 등호는 
2
a=

1
b , 즉 a=2b일 때 성립}

¾± 2abÉ
1
2 , 

2
abÉ

1
4     ∴ ab¾8

이때 삼각형 OAB의 넓이는 
1
2 ab이므로

1
2ab¾ 1

2_8=4

따라서 삼각형 OAB의 넓이의 최솟값은 4이다.

2xÛ̀ +2yÛ`-4x+ 25
xÛ`+2yÛ`+1

=xÛ̀ +2yÛ`+1+ 25
xÛ`+2yÛ`+1

+xÛ̀ -4x-1

=xÛ̀ +2yÛ`+1+ 25
xÛ`+2yÛ`+1

+(x-2)Û`-5

이때 모든 실수 x, y에 대하여 

xÛ`+2yÛ`+1>0, 25
xÛ`+2yÛ`+1

>0

이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

xÛ`+2yÛ`+1+ 25
xÛ`+2yÛ`+1

¾2¾±(xÛ̀ +2yÛ̀ +1)±_ 25
xÛ`+2yÛ`+1

 =10

이때 등호는 xÛ̀ +2yÛ̀ +1= 25
xÛ`+2yÛ`+1

, 즉 xÛ̀ +2yÛ̀ =4

일 때 성립한다.

또한, x는 실수이므로

(x-2)Û`¾0 (단, 등호는 x=2일 때 성립)

따라서 주어진 식의 최솟값은 x=2, y=0일 때

10+0-5=5이다.� 답 5

C

P
y

x

6

4

N

MB
A

PMÓ=x, PNÓ=y라 하면 

△ABC=△ABP+△APC에서

1
2_4_6_sin 30ù=1

2_4_x+1
2_6_y

∴ 2x+3y=6

ABÓ 
PMÓ

+ACÓ 
PNÓ

= 4
x+6

y에서

(2x+3y){ 4x+6
y }=26+12y

x +12x 
y     yy㉠

32

33

본문 p.69
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x>0, y>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

12y
x +12x 

y ¾2®É 12yx _12x 
y =24

	�   {단, 등호는 
12y
x =12x 

y , 즉 x=y일 때 성립}

이때 2x+3y=6이므로 ㉠에서

6{ 4x+6
y }¾26+24=50

∴ 
4
x+6

y¾
25 
3  {단, 등호는 x=y=6

5일 때 성립}

따라서 m=25 
3 이므로

18m=18_25 
3 =150 � 답 150

삼각형의 넓이

삼각형 ABC에서 두 변의 길이가 각각 b, c이고 그 끼인각이 ∠A일 

때, 이 삼각형의 넓이 S는

⑴ ∠A가 예각일 때, S=1
2 bc sin A

⑵ ∠A가 둔각일 때, S=1
2 bc sin (180ù-A)

C

b b

c c

b`sin`A

b`sin`(180¿`-A)

C

A
A

B B

BLACKLABEL 특강 필수 개념

점 P(a, b)가 원 (x+1)Û`+(y-2) Û`=1 위에 있으므로

(a+1) Û`+(b-2)Û`=1    yy㉠

Ú	a=-1일 때,

	 ab-2a+b=-b+2+b= 2

Û	b=2일 때,

	 ab-2a+b=2a-2a+2= 2

Ü	a+-1, b+2일 때,

	‌� (a+1)Û̀ >0, (b-2)Û̀ >0이므로 산술평균과 기하평균

의 관계에 의하여

	 (a+1)Û`+(b-2)Û`‌�¾2"Ã(a+1)Û`(b-2)Û`	  

=2|(a+1)(b-2)|

� {단, 등호는 |a+1|=|b-2|= 1
'2

일 때 성립}

	 ∴ |(a+1)(b-2)|É ;2!;  (∵ ㉠)

	 따라서

	 ab-2a+b‌�=a(b-2)+(b-2)+2	  

=(a+1)(b-2)+2	  

É|(a+1)(b-2)|+2	  

É ;2!; +2= ;2%; 

	 이므로 ab-2a+b의 최댓값은 ;2%;  이다.

34

Ú, Û, Ü에서 ab-2a+b의 최댓값은 ;2%;  이다.

∴ p=2, q=1
2 , r=5

2

∴ 
pr
q =

2_;2%;

;2!;
=10� 답 ⑤

x, y는 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여

[{ 1
'2
}Û`+{ 1

'3
}Û` ]{('2 x)Û`+(3y)Û`}¾(x+'3 y)Û`

(단, 등호는 2x=3'3 y일 때 성립)

이때 2xÛ`+9yÛ`=18이므로

5
6_18¾(x+'3 y)Û`, (x+'3 y)Û`É15

∴ -'¶15Éx+'3 yÉ'¶15
따라서 x+'3 y의 최댓값은 '¶15이다.� 답 ②

다른 풀이

x+'3 y=k라 하면 

x=k-'3 y
x=k-'3 y를 2xÛ`+9yÛ`=18에 대입하면

2(k-'3 y)Û`+9yÛ`=18

2(kÛ̀ -2'3 ky+3yÛ`)+9yÛ`=18

15yÛ`-4'3 ky+2kÛ̀ -18=0    yy㉠

이때 y는 실수이므로 이차방정식 ㉠의 판별식을 D라 하면

D
4 ‌�=(2'3 k)Û`-15(2kÛ̀ -18)	  

=-18kÛ̀ +270	  

¾0

kÛ̀É15

즉, -'¶15ÉkÉ'¶15이므로 

-'¶15Éx+'3 yÉ'¶15
따라서 x+'3 y의 최댓값은 '¶15이다.�

길이가 10인 선분 AB 위를 점 P가 움직이므로

APÓ+BPÓ=10이고,

4SÁ+Sª‌�=4pAPÓ Û`+pBPÓ Û`	  

=p(4APÓ Û`+BPÓ Û`)

이때 APÓ, BPÓ는 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 

의하여

[{ 12 }2`+1Û`](4APÓ Û`+BPÓ Û`)¾{ 12_2APÓ+BPÓ} 2`

�(단, 등호는 4APÓ=BPÓ, 즉 APÓ=2, BPÓ=8일 때 성립)

5
4 (4APÓ Û`+BPÓ Û`)¾(APÓ+BPÓ)Û`

35

36
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4APÓ Û`+BPÓ Û`¾ 4
5_10Û`=80`(∵ APÓ+BPÓ=10)

∴ 4SÁ+Sª=p(4APÓ Û`+BPÓ Û`)¾80p
따라서 4SÁ+Sª의 최솟값은 80p이다.� 답 ④

다른 풀이

두 원 CÁ, Cª의 반지름의 길이를 각각

rÁ, rª (0<rÁ<10, 0<rª<10)라 하면

rÁ+rª=10    ∴ rª=10-rÁ

따라서

4SÁ+Sª‌�=4prÁÛ̀ +prªÛ`	  

=p{4rÁÛ`+(10-rÁ)Û`}	  

=p(5rÁÛ`-20rÁ+100)	  

=5p(rÁ-2)Û`+80p (0<rÁ<10)

이므로 rÁ=2일 때 4SÁ+Sª는 최솟값 80p를 갖는다.

a, b, c는 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여

(2Û`+3 Û`+6Û`)(aÛ̀ +bÛ̀ +cÛ̀ )¾(2a+3b+6c)Û`

49¾(2a+3b+6c)Û` (∵ aÛ̀ +bÛ̀ +cÛ̀ =1)

-7É2a+3b+6cÉ7  

∴ a=7

이때 등호는 
a
2=

b
3=

c
6일 때 성립하므로 

a
2=

b
3=

c
6=k`(k+0)라 하면 

a=2k, b=3k, c=6k

∴ 
cÛ`
ab �=

(6k)Û`
2k_3k=

36kÛ`
6kÛ`

	  

=6=b
∴ a-b=7-6=1� 답 ①

a, b가 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여

{1Û`+('2)Û`}(aÛ̀ +bÛ̀ )¾(a+'2b)Û`

� {단, 등호는 a= b
'2

일 때 성립}

3(aÛ̀ +bÛ̀ )¾(a+'2b) Û`
이때 a+'2b=3-x, aÛ̀ +bÛ̀ =9-xÛ̀ 이므로

3(9-xÛ̀ )¾(3-x) Û`

27-3xÛ̀¾9-6x+xÛ̀

2xÛ̀ -3x-9É0

(2x+3)(x-3)É0

∴ -3
2ÉxÉ3

따라서 x의 최댓값은 3이다.� 답 3

37

38

01 32	 02 7	 03 4'3	 04 5	 05 풀이 참조	

06 B	 07 ③	 08 ⑤ 	 09 15	 10 ②	

11 5  

pp.71~721등급을 넘어서는 종합 사고력 문제STEP3

해결단계

➊ 단계 세 집합 P, Q, R의 포함 관계를 구한다.

➋ 단계 조건을 만족시키는 두 집합 Q, R의 개수를 각각 구한다.

➌ 단계 순서쌍 (Q, R)의 개수를 구한다. 

U={x|x는 10 이하의 홀수인 자연수}에서

U={1, 3, 5, 7, 9}

p`:`xÛ̀ -8x+12É0에서 

(x-2)(x-6)É0    ∴ 2ÉxÉ6

∴ P={3, 5}

p는 q이기 위한 충분조건이므로 p`jjK`q 

∴ P,Q  	 

r은 ~p이기 위한 필요조건이므로 ~p`jjK`r 
∴ PC,R  

집합 Q는 집합 U의 부분집합 중에서 집합 P의 두 원소 

3, 5를 반드시 포함하는 집합이므로 조건을 만족시키는 

집합 Q의 개수는

25-2=2 Ü`=8

또한, 집합 R은 집합 U의 부분집합 중에서 집합

PC={1, 7, 9}의 세 원소 1, 7, 9를 반드시 포함하는 집합

이므로 집합 R의 개수는

25-3=2Û̀=4

따라서 두 집합 Q, R의 순서쌍 (Q, R)의 개수는

8_4=32 � 답 32

다른 풀이

p는 q이기 위한 충분조건이므로 

P,Q 

r은 ~p이기 위한 필요조건이므로 

PC,R

세 집합 P, Q, R을 오른쪽 그림과 U
P

Q R

A H

B C
G
F

D E

 

같이 벤 다이어그램으로 나타내었을 

때, 각 영역에 해당하는 집합을 A, 

B, C, D, E, F, G, H라 하자.

P,Q이므로 집합 P의 두 원소 3, 5가 속할 수 있는 집

합은 각각 D, G의 2가지이다. 

PC,R이므로 집합 PC의 세 원소 1, 7, 9가 속할 수 있

는 집합은 각각 C, F의 2가지이다.

따라서 두 집합 Q, R의 순서쌍 (Q, R)의 개수는 

(2_2)_(2_2_2)=32

01

본문 pp.69~71
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해결단계

➊ 단계
방정식 xÛ`-2kxy+16yÛ`=0의 해가 x=0, y=0뿐임을 파

악한다.

➋ 단계 조건 p를 제곱을 포함한 식의 합으로 변형한다.

➌ 단계 k의 값의 범위에 따라 ➋ 단계 에서 세운 방정식의 해를 구한다.

➍ 단계 정수 k의 개수를 구한다.  

명제 p`1Ú q가 참이려면 방정식 xÛ`-2kxy+16yÛ`=0을 

만족시키는 두 실수 x, y의 순서쌍 (x, y)가 오직 (0, 0)

뿐이어야 한다.

xÛ`-2kxy+16yÛ`=0에서 

xÛ`-2kxy+kÛ`yÛ`+16yÛ`-kÛ`yÛ`=0

∴ (x-ky)Û`+(16-kÛ`)yÛ`=0    yy㉠

이때 ㉠을 만족시키는 두 실수 x, y의 순서쌍이 오직 (0, 0) 

뿐이므로 다음과 같이 경우를 나누어 생각할 수 있다.

Ú 16-kÛ`<0, 즉 k<-4 또는 k>4일 때,

㉠에서 (x-ky)Û`=(kÛ`-16)yÛ`

x-ky=Ñ"ÃkÛ`-16|y|

∴ x=kyÑ"ÃkÛ`-16|y|

즉, ㉠을 만족시키는 순서쌍 (x, y)는 무수히 많으므

로 조건을 만족시키지 않는다.

Û 16-kÛ`=0, 즉 k=-4 또는 k=4인 경우

(x-ky)Û`=0이어야 하므로

k=-4일 때, x=-4y

k=4일 때, x=4y

즉, ㉠을 만족시키는 순서쌍 (x, y)는 무수히 많으므

로 조건을 만족시키지 않는다.

Ü 16-kÛ`>0, 즉 -4<k<4일 때,

(x-ky)Û`=0, yÛ`=0이어야 하므로

x=0, y=0

따라서 ㉠을 만족시키는 순서쌍 (x, y)는 오직 (0, 0)

뿐이다.

Ú, Û, Ü에서 -4<k<4이므로 조건을 만족시키는 정

수 k는 -3, -2, -1, y, 3의 7개이다.� 답 7

해결단계

➊ 단계 x, y가 양수임을 이용하여 x, y의 값의 범위를 각각 구한다.

➋ 단계 주어진 식을 X로 놓고, XÛ`을 구한다.

➌ 단계
산술평균과 기하평균의 관계를 이용하여 XÛ`의 값의 범위를 

구한 후, X의 최댓값을 구한다.

x+y=10에서 y=10-x� yy㉠

x, y가 양수이므로 x>0, y>0에서

x>0, 10-x>0    ∴ 0<x<10, 0<y<10 (∵ ㉠)

X='Ä21-2x+'Ä23-2y라 하면

XÛ`‌�=21-2x+2"Ã(21-2x)(23-2y)+23-2y	

=44-2(x+y)+2"Ã(21-2x)(23-2y)	

=24+2"Ã(21-2x)(23-2y) (∵ x+y=10)

� yy㉡

02

03



한편, 0<x<10, 0<y<10에서 

21-2x>0, 23-2y>0

이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

(21-2x)+(23-2y)¾2"Ã(21-2x)(23-2y)

�{단, 등호는 21-2x=23-2y, 즉 x=9
2 , y=11

2 일 때 성립}

∴ 2"Ã(21-2x)(23-2y)‌�É44-2(x+y)	  

=24 (∵ x+y=10)

㉡에서

XÛ̀ ‌�=24+2"Ã(21-2x)(23-2y)É24+24=48

이므로 0<XÉ4'3
따라서 X의 최댓값은 4'3이다.� 답 4'3

다른 풀이 1

코시-슈바르츠의 부등식에 의하여

(1Û`+1Û`){('Ä21-2x)Û`+('Ä23-2y) Û`}

¾('Ä21-2x+'Ä23-2y)Û`

{단, 등호는 'Ä21-2x='Ä23-2y, 즉 x=9
2 , y=11

2 일 

때 성립}

2{44-2(x+y)}¾('Ä21-2x+'Ä23-2y)Û`

48¾('Ä21-2x+'Ä23-2y)Û` (∵ x+y=10)

∴ 0<'Ä21-2x+'Ä23-2yÉ4'3
� (∵ 'Ä21-2x>0, 'Ä23-2y>0)

따라서 주어진 식의 최댓값은 4'3이다.

다른 풀이 2

에서

XÛ̀ ‌�=24+2"Ã(21-2x)(2x+3) (∵ y=10-x)	

=24+2"Ã-4xÛ̀ +36x+63	  

=24+2®É-4{x-9
2}2`+144 (0<x<10)

따라서 XÛ̀ 은 x=9
2일 때 최댓값 24+2'¶144=48을 가지

므로 X, 즉 'Ä21-2x+'Ä23-2y의 최댓값은 

'4�8=4'3

해결단계

➊ 단계 코시-슈바르츠의 부등식을 이용하여 a의 최댓값 M을 구한다.

➋ 단계
산술평균과 기하평균의 관계를 이용하여 b의 최솟값 m을 

구한 후, MÛ`+mÛ`의 값을 구한다.

x, y가 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여

(1Û`+1Û`)(xÛ̀ +yÛ`)¾(x+y)Û`

(단, 등호는 x=y일 때 성립)

이때 x+y=a이므로

aÛ̀ ‌�É2(xÛ̀ +yÛ`)É2_2=4 (∵ xÛ̀ +yÛ`É2)

∴ -2ÉaÉ2

즉, a의 최댓값은 2이므로 

M=2

04
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Ⅱ. 집합과 명제     111

한편, x=0 또는 y=0일 때 b=xy=0이고,

x+0, y+0일 때, xÛ̀ >0, yÛ`>0이므로 산술평균과 기하

평균의 관계에 의하여

xÛ̀ +yÛ`¾2"�xÛ̀ yÛ`=2|xy| (단, 등호는 xÛ̀ =yÛ`일 때 성립)

이때 xy=b이므로

2|b|ÉxÛ̀ +yÛ`É2, |b|É1    ∴ -1ÉbÉ1

즉, b의 최솟값은 -1이므로 

m=-1

∴ MÛ̀ +mÛ`=2Û`+(-1)Û`=5� 답 5

해결단계

➊ 단계 두 정수 a, b를 모두 2의 배수가 아니라고 가정한다.

➋ 단계
이차방정식 xÛ̀ +ax+b=0의 정수인 근을 a라 할 때, a가 2
의 배수가 아닌 경우와 2의 배수인 경우로 나누어 생각한다.

➌ 단계 결론이 가정에 모순임을 유도하여 주어진 명제를 증명한다. 

두 정수 a, b가 모두 2의 배수가 아니라고 가정하자.

이차방정식 xÛ`+ax+b=0의 정수인 근을 a라 하면 a는 

2의 배수가 아니거나 2의 배수이다.

Ú	‌�a가 2의 배수가 아닐 때, a와 a, b가 모두 2의 배수가 

아니므로 aÛ`, aa, b는 모두 2의 배수가 아니다.

	‌� 즉, aÛ`+aa+b는 2의 배수가 아니므로	  	

aÛ`+aa+b+0이다.

Û	‌�a가 2의 배수일 때, aÛ`, aa는 모두 2의 배수이고, b는 

2의 배수가 아니다.	  

즉, aÛ`+aa+b는 2의 배수가 아니므로 	  

aÛ`+aa+b+0이다. 

Ú, Û에서 이차방정식 xÛ̀ +ax+b=0은 정수인 근을 갖

지 않으므로 모순이다.

따라서 주어진 이차방정식이 적어도 하나의 정수인 근을 

가지면 두 정수 a, b 중에서 적어도 하나는 2의 배수이다.

� 답 풀이 참조

해결단계

➊ 단계 ㈏에서 미적분Ⅰ을 선택한 학생은 B 또는 C임을 파악한다.

➋ 단계
미적분Ⅰ을 선택한 학생이 B인 경우 나머지 학생들이 선택

한 과목을 구한다.

➌ 단계
미적분Ⅰ을 선택한 학생이 C인 경우 나머지 학생들이 선택

한 과목을 구한다. 

㈎ ~ ㈑의 각 문장의 내용 중에서 하나는 참, 하나는 거짓

이므로 ㈏에서 미적분Ⅰ을 선택한 학생은 B 또는 C이다.

Ú B가 미적분Ⅰ을 선택한 경우

㈎에서 B가 선택한 과목이 미적분Ⅰ이므로 A가 선택

한 과목은 대수가 아니다.

㈑에서 A가 선택한 과목은 미적분Ⅰ이 아니므로 D가 

선택한 과목은 확률과 통계이다.

㈐에서 D가 선택한 과목이 확률과 통계이므로 C가 선

택한 과목은 대수가 아니다.

05

06

위의 조건을 표로 나타내면 다음과 같다.

대수 미적분Ⅰ 확률과 통계 기하

A × × ×

B × ○ × ×

C × × ×

D × × ○ ×

이때 A, C가 모두 기하를 선택해야 하므로 4명이 선택

한 과목이 서로 다르다는 조건을 만족시키지 않는다.

Û C가 미적분Ⅰ을 선택한 경우

㈎에서 B가 선택한 과목은 미적분Ⅰ이 아니므로 A가 

선택한 과목은 대수이다.

㈑에서 A가 선택한 과목은 미적분Ⅰ이 아니므로 D가 

선택한 과목은 확률과 통계이다.

위의 조건을 표로 나타내면 다음과 같다.

대수 미적분Ⅰ 확률과 통계 기하

A ○ × × ×

B × × ×

C × ○ × ×

D × × ○ ×

이때 4명이 선택한 과목이 모두 다르므로 기하를 선택

한 학생은 B이다.

Ú, Û에서 기하를 선택한 학생은 B이다.� 답 B

해결단계

➊ 단계
두 방정식 axÛ`-bx+c=0, a

xÛ`
- b

x+c=0의 근 사이의 

관계를 파악한 후, 세 집합 P, Q, R을 각각 구한다.

➋ 단계
방정식 axÛ`-bx+c=0의 두 근과 1의 대소 관계를 이용하

여 ㄱ의 참, 거짓을 판단한다.

➌ 단계
P;Q= 이 되도록 하는 두 근과 1의 대소 관계를 파악하

여 ㄴ의 참, 거짓을 판단한다.

➍ 단계
P;Q+ 이 되도록 하는 두 근과 1의 대소 관계를 파악하

여 ㄷ의 참, 거짓을 판단한다.

방정식 axÛ̀ -bx+c=0이 실근을 가질 때, a, b, c가 모

두 양의 실수이므로 실근은 모두 0보다 크다.

x=t`(t>0)를 방정식 axÛ̀ -bx+c=0의 근이라 하면

atÛ̀ -bt+c=0에서 
a

{ 1t }2`
- b

1
t

+c=0이므로 
1
t 은 방정

식 
a
xÛ`

- b
x+c=0의 근이다.

즉, P={x|a<x<b} (0<a<b)라 하면

Q=[x| 1b<x<1
a ]이다.

또한, (x-1)Û`É0에서 x=1이므로 

R={1}

ㄱ.	‌�R,P이면 a<1<b이므로 	 

1
b<1<1

a
	 ∴ R,Q (참)

07



본문 pp.71~72
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ㄴ.	‌�P;Q=á이려면 P=Q=á이거나 a<b<1 또는 

1<a<b이어야 한다.

	‌� 이때 어느 경우도 R,P 또는 R,Q를 만족시키지 

않는다. (거짓)

ㄷ.	P;Q+á이려면 a<1<b이어야 한다.

	‌� a<1<b일 때, 
1
b<1<1

a이므로 두 집합 P, Q는 모

두 1을 원소로 갖는다.

	 즉, R,P, R,Q이므로 	  

	 R,(P;Q) (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

이차방정식 axÛ`-bx+c=0이 실근을 가질 때, 두 근을 a, b라 하면 

근과 계수의 관계에 의하여

a+b= b
a , ab= c

a  

이때 a, b, c가 모두 양수이므로 a+b>0, ab>0
∴ a>0, b>0

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

해결단계

➊ 단계
∠FGH=90ù임을 이용하여 세 점 F, G, H가 중심이 M인 

한 원 위에 있음을 증명하고, ㄱ의 참, 거짓을 판단한다.

➋ 단계
△EFM과 △FGM의 넓이를 구한 후, 산술평균과 기하평

균의 관계를 이용하여 ㄴ의 참, 거짓을 판단한다.

➌ 단계
FHÓ=6'2임을 이용하여 a, b에 관한 식을 세운 후, 산술평

균과 기하평균의 관계를 이용하여 ㄷ의 참, 거짓을 판단한다.

ㄱ.	‌�△GDH와 △FCG는 직각이등변삼각형이므로	  

∠FGH=90ù	  

점 M은 선분 FH의 중점이므로 세 점 F, G, H는 중

심이 M인 한 원 위에 있다.

	 즉, FÕMÓ=GÕMÓ이다. (참)

ㄴ.	‌�∠HAE=∠EBF=90ù이고, AHÓ=BEÓ, AEÓ=BFÓ

에서 	  

△AEHª△BFE (SAS 합동)이므로

	 ∠AEH+∠BEF=90ù, EHÓ=FEÓ

	‌� 즉, △EFH는 EHÓ=EFÓ="ÃaÛ`+bÛ̀ 인 직각이등변삼각

형이므로 넓이는 
1
2 (aÛ̀ +bÛ̀ )이다.

	‌� 이때 선분 EM은 삼각형 EFH의 넓이를 이등분하므로 

△EFM=1
4(aÛ`+bÛ̀ )

	‌� 한편, △FGH는 ∠FGH=90ù, HGÓ='2a, FGÓ='2b
인 직각삼각형이므로 	 

△FGH=1
2_'2a_'2b=ab

	‌� 이때 선분 GM은 삼각형 FGH의 넓이를 이등분하므로 

△FGM=1
2ab

08

	‌� a>0, b>0에서 aÛ`>0, bÛ̀ >0이므로 산술평균과 기

하평균의 관계에 의하여

	 aÛ`+bÛ̀ ‌�¾2"�aÛ̀ bÛ̀ 	  

=2ab (단, 등호는 aÛ̀ =bÛ̀ , 즉 a=b일 때 성립)

	 ∴ 
1
4 (aÛ̀ +bÛ̀ )¾ 1

2 ab

	 ∴ △EFM¾△FGM (참)

ㄷ.	ㄴ에서 △FGM=1
2 ab이고, △EFH는 

	 EFÓ=EHÓ="ÃaÛ̀ +bÛ̀ 인 직각이등변삼각형이므로

	 FHÓ='2_"ÃaÛ̀ +bÛ̀

	 이때 FHÓ=6'2이면 '2_"ÃaÛ`+bÛ̀ =6'2에서

	 aÛ̀ +bÛ̀ =36      yy㉠

	‌� a>0, b>0에서 aÛ̀ >0, bÛ̀ >0이므로 산술평균과 기

하평균의 관계에 의하여

	 aÛ̀ +bÛ̀ ‌�¾2"�aÛ̀ bÛ̀ 	  

=2ab (단, 등호는 aÛ̀ =bÛ̀ , 즉 a=b일 때 성립)

	 36¾2ab (∵ ㉠)

	 ∴ 
1
2 abÉ9

	 따라서 삼각형 FGM의 넓이의 최댓값은 9이다. (참)

그러므로 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

다른 풀이

ㄴ. ‌�∠FGH=90ù이고 △EFH는 ∠HEF=90ù인 직각

이등변삼각형이므로 네 점 E, F, G, H는 한 원 위에 

있고 반지름의 길이는 EMÓ과 같다.

점 G에서 선분 FH에 내린 수선의 발을 I라 하면	

GIÓÉEMÓ

이때 두 삼각형 EFM, FGM은 밑변이 FMÓ이고 높

이가 각각 EMÓ, GIÓ인 삼각형이므로

△EFM¾△FGM 

직각삼각형 ABC의 외심 O는 빗변의 중점� A

O
B C

	

이므로�

OAÓ=OBÓ=OCÓ 

BLACKLABEL 특강 필수 개념 

해결단계

➊ 단계
삼각형 ABC의 넓이를 이용하여 a, b, c 사이의 관계식을 

구한다.

➋ 단계
산술평균과 기하평균의 관계를 이용하여 

5
a +12

b +13 
c 의 

최솟값을 구한다. 

직각삼각형 ABC에서 ABÓ=5, BCÓ=12이므로 피타고라

스 정리에 의하여

ACÓ="Ã5Û`+12Û`=13

△ABC=△PAB+△PBC+△PCA에서

09
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1
2_5_12=1

2_5_a+1
2_12_b+1

2_13_c 

∴ 5a+12b+13c=60    yy㉠ 

(5a+12b+13c){ 5a+12
b +13

c }

=25+60a 
b +65a 

c +60b 
a +144+156b  

c

� +65c  
a +156c  

b +169

=338+60{a 
b+

b
a }+65{ a 

c +
c
a }+156{ b c+

c
b }

이때 a>0, b>0, c>0이므로 산술평균과 기하평균의 관

계에 의하여

338+60{a 
b+

b
a }+65{ a 

c +
c
a }+156{ b c+

c
b }

¾338+120®É a 
b_

b
a+130®É a 

c _
c
a+312®É b c_

c
b

=900 {단, 등호는 
b
a= a 

b , 
a 
c =

c
a , 

b 
c=

c
b , 

� 즉 a=b=c일 때 성립}

즉, (5a+12b+13c){ 5a+
12
b +13

c }¾900이므로

60{ 5a+12
b +13

c }¾900 (∵ ㉠)

5
a+12

b +13
c ¾15 

따라서 
5
a+12

b +13
c 의 최솟값은 15이다.� 답 15

다른 풀이

에서 a, b, c가 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 

의하여

{('¶5a)Û`+('¶12b)Û`+('¶13c)Û`}

 � _[{® 5
a   }Û`+{®É 12b   }Û`+{®É 13c   }Û`]

¾{'¶5a_® 5
a+'¶12b_®É

12
b +'¶13c_®É 13c   } Û`

� (단, 등호는 a=b=c일 때 성립)

(5a+12b+13c){ 5a+
12
b +13

c }¾(5+12+13)Û`

60{ 5a+12
b +13

c }¾900 (∵ ㉠)

∴ 
5
a+12

b +13
c ¾15 

따라서 
5
a+12

b +13
c 의 최솟값은 15이다.

이 문제는 도형의 성질과 절대부등식을 활용하여 식의 최솟값을 구하

는 문제이다. 도형에 주어진 조건을 이용하여 X+ 1
X

`(X>0) 꼴을 

포함하도록 식을 변형한다.

서울대 선배들의 추천 PICK 1등급 비법 노하우

 



해결단계

➊ 단계
Q=á일 때 a, b의 조건을 파악하여 ㄱ의 참, 거짓을 판단

한다.

➋ 단계
a=0, b=4일 때, 두 진리집합 P, Q의 포함 관계를 이용하

여 ㄴ의 참, 거짓을 판단한다.

➌ 단계
명제 q`1Ú p가 참이 되도록 하는 a, b의 조건을 구한 후, 

ㄷ의 참, 거짓을 판단한다.

ㄱ.		‌�Q=á이면 a-b¾b-a이어야 하므로 a¾b이다. 

� (참)

ㄴ.		‌�a=0, b=4일 때,

		 P=R (단, 집합 R은 실수 전체의 집합이다.)

		 Q={x|-4<x<4}

		 ∴ Q,P (참)

ㄷ.		‌�명제 p`1Ú q의 역은 q`1Ú p이므로 Q,P이려면

		‌� Q=á이거나 P=R이거나 Q,{x|xÉb-4} 또는 	

Q,{x|x¾a}이어야 한다.

		 Ú Q=á일 때, ㄱ에서 a¾b

		 Û P=R일 때, aÉb-4

		 Ü ‌�Q,{x|xÉb-4} 또는 Q,{x|x¾a}일 때,	

ㄱ에서 a<b이면 Q+á이므로	  

Q={x|a-b<x<b-a}	  

① ‌�Q,{x|xÉb-4}일 때,	  

위의 그림과 같아야 하므로 	

b-aÉb-4			 

∴ a¾4	

② ‌�‌�Q,{x|x¾a}일 때,		  

위의 그림과 같아야 하므로 	

aÉa-b	

∴ bÉ0

	‌�	 Ú, Û, Ü에서 명제 q`1Ú p가 참이 되려면 a¾b

		‌� 또는 aÉb-4 또는 a¾4 또는 bÉ0이어야 하므로 

명제 q`1Ú p가 거짓이 되려면 b-4<a<b, a<4, 

b>0이어야 한다.

		‌� 1ÉbÉ4일 때, b-4<a<b, a<4를 만족시키는 정

수 a는 각각 b-3, b-2, b-1의 3개

		‌� b=5일 때, 1<a<5, a<4를 만족시키는 정수 a는 

2, 3의 2개

		‌� b=6일 때, 2<a<6, a<4를 만족시키는 정수 a는 3

의 1개

		‌� b¾7일 때, b-4<a<b, a<4를 만족시키는 정수 a

는 없다.

		 즉, 구하는 순서쌍 (a, b)의 개수는

		 4_3+2+1=15 (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

10

본문 p.72
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함수와 그래프

6. 함수

01 ①	 02 7	 03 ②	 04 5	 05 ④	

06 ④	 07 42	 08 ①	 09 2	 10 ⑤ 	

11 ③	 12 8	 13 ③	 14 ②	 15 ②	

16 ⑤	 17 ①	 18 -5	 19 ④	 20 '7	

21 ⑤ 

pp.76~78출제율 100%  우수 기출 대표 문제STEP1

각 대응을 그림으로 나타내면 다음과 같다.

ㄱ. X

-1

1

0

Y
0

3
4

2
1

 	 ㄴ. X

-1

1

0

Y
0

3
4

2
1

ㄷ. X

-1

1

0

Y
0

3
4

2
1

	 ㄹ. X

-1

1

0

Y
0

3
4

2
1

ㄴ. ‌�집합 X의 원소 -1에 대응하는 집합 Y의 원소가 없

으므로 함수가 아니다.

ㄹ. ‌�집합 X의 원소 1에 대응하는 집합 Y의 원소가 없으

므로 함수가 아니다.

따라서 함수인 것은 ㄱ, ㄷ이다. � 답 ①

집합 X는 f(x)=g(x)인 x의 값을 원소로 갖는다.	

xÜ`+2x+1=-2xÛ`+3x+3에서

xÜ`+2xÛ̀ -x-2=0

h(x)=xǛ +2xÛ̀ -x-2라� 1 1 2 -1 -2
1 3 2

-1 1 3 2 0
-1 -2

1 2 0

 

하면 h(1)=0, h(-1)=0

이므로 오른쪽 그림과 같이 

조립제법을 이용하여 인수분

해하면

h(x)=(x+2)(x+1)(x-1)

h(x)=0에서 x=-2 또는 x=-1 또는 x=1

따라서 구하는 집합 X는 공집합이 아닌 집합

{-2, -1, 1}의 부분집합이므로 집합 X의 개수는

2Ü`-1=7� 답 7

01

02

해결단계

➊ 단계
xÝ`+2xÜ`+6xÛ`+5x+13 

xÛ`+x+1
을 다항식의 나눗셈을 이용하여

(분자의 차수)<(분모의 차수)인 분수꼴로 나타낸다.  

➋ 단계
주어진 식의 최댓값은 

xÝ`+2xÜ`+6xÛ`+5x+13 
xÛ`+x+1

의 최솟값

의 역수임을 파악한다.

➌ 단계
산술평균과 기하평균의 관계를 이용하여 ➋ 단계에서 구한 식

의 최솟값을 구하고, 주어진 식의 최댓값 M을 구한다.

모든 실수 x에 대하여 xÛ̀ +x+1>0이므로

xÛ`+x+1
xÝ`+2xÜ`+6xÛ`+5x+13

= 1
xÝ`+2xÜ`+6xÛ`+5x+13

xÛ`+x+1

다항식 xÝ`+2xÜ`+6xÛ̀ +5x+13을 다항식 xÛ`+x+1로 	

나누어 몫과 나머지를 구하면 다음과 같다.

xÛ`+ x +4
xÛ`+x+1``‌xÝ`+2xÜ`+6xÛ`+5x+13

xÝ`+ xÜ`+ xÛ`
 xÜ`+5xÛ`+5x+13
 xÜ`+ xÛ`+ x

4xÛ`+4x+13
4xÛ`+4x+ 4 

9

xÝ̀ +2xǛ +6xÛ̀ +5x+13=(xÛ̀ +x+1)(xÛ̀ +x+4)+9

이므로

xÝ`+2xÜ`+6xÛ`+5x+13
xÛ`+x+1

=
(xÛ`+x+1)(xÛ`+x+4)+9

xÛ`+x+1

=xÛ̀ +x+4+ 9
xÛ`+x+1

=xÛ̀ +x+1+ 9
xÛ`+x+1

+3

모든 실수 x에 대하여 xÛ̀ +x+1>0, 9
xÛ`+x+1

>0이므

로 주어진 식의 최댓값은 
xÝ`+2xÜ`+6xÛ`+5x+13

xÛ`+x+1
의 최

솟값의 역수와 같다.

산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

xÛ̀ +x+1+ 9
xÛ`+x+1

+3

¾2®É(xÛ`+x+1)_ 9
xÛ`+x+1

 +3

=2_3+3=9 

이때 등호는 xÛ̀ +x+1= 9
xÛ`+x+1

, 즉 x=-2 또는 	

x=1일 때 성립한다.

∴ 
xÛ`+x+1

xÝ`+2xÜ`+6xÛ`+5x+13
É 1

9

따라서 주어진 식의 최댓값 M=1
9이므로

45M=45_1
9=5� 답 5

11
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f(x)�=[`
-xÛ`+2x+1 (x<1)

xÛ`-2x+3� (x¾1)
	  

=[`
-(x-1)Û`+2 (x<1)

(x-1)Û`+2� (x¾1)

이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 	

오른쪽 그림과 같다.

ㄱ.		‌�함수 f(x)의 정의역이 실수 전체의 집합이므로 치역

은 실수 전체의 집합이다. (참)

ㄴ.		�f(a)=-2라 하면 a<1이므로

		 -aÛ`+2a+1=-2

		 aÛ`-2a-3=0, (a+1)(a-3)=0

		 ∴ a=-1 (∵ a<1)

		‌� 또한, f(1)=2이므로 부등식 -2É f(x)É2를 만

족시키는 실수 x의 값의 범위는 -1ÉxÉ1이다. 		

� (참)

ㄷ.		‌�위의 그림에서 함수 y= f(x)의 그래프는 점 (1, 2)

에 대하여 대칭이다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

함수 f는 정의역이 X={x|1ÉxÉa}이고 일대일대응

이므로 치역도 X={x|1ÉxÉa}이어야 한다.

이때 함수 f(x)= 1
3 (x-1) Û`+b

의 그래프가 오른쪽 그림과 같으

므로

f(1)=1, f(a)=a

즉, b=1이고 
1
3 (a-1)Û`+1=a

aÛ̀ -2a+1+3=3a, aÛ`-5a+4=0

(a-1)(a-4)=0

∴ a=4 (∵ a>1)

∴ a+b=4+1=5� 답 5

함수 f(x)=xÛ̀ -6x가 항등함수가 되려면 집합 X의 각 

원소 x에 대하여 f(x)=x가 성립해야 하므로

xÛ̀ -6x=x에서 xÛ̀ -7x=0

x(x-7)=0    ∴ x=0 또는 x=7

따라서 구하는 집합 X는 집합 {0, 7}의 공집합이 아닌 

부분집합이므로 집합 X의 개수는 

2Û`-1=3� 답 ④

집합 X={0, 1, 2}에 대하여 함수 h는 X에서 X로의 

항등함수이므로 h(0)=0, h(1)=1, h(2)=2

∴ f(0)=g(1)=h(2)=2

03

04

05

06

이때 함수 g는 X에서 X로의 상수함수이므로 

g(0)=g(1)=g(2)=2

또한, f(0)-g(0)= f(1)이므로 f(1)=2-2=0이고, 

함수 f는 X에서 X로의 일대일대응이므로

f(0)=2, f(1)=0, f(2)=1

∴ f(2)+g(0)+h(1)=1+2+1=4� 답 ④

Ú	‌�n=3일 때,	  

두 집합 X={xÁ, xª, x£}, Y={yÁ, yª, y£}에 대하여 

집합 X의 세 원소 xÁ, xª, x£에 대응될 수 있는 집합 

Y의 원소가 각각 3개씩 존재하므로 X에서 Y로의 함

수의 개수는 3Ü`=27

	‌� 이때 집합 Y의 원소의 개수가 3이므로 X에서 Y로의 

상수함수의 개수는 3이다.

	‌� 따라서 X에서 Y로의 함수 중에서 상수함수가 아닌 

함수의 개수는 f(3)=27-3=24

Û	‌�n=4일 때,	  

두 집합 X={xÁ, xª, x£, x¢}, Y={yÁ, yª, y£, y¢}에 

대하여 

	‌� xÁ에 대응될 수 있는 것은 집합 Y의 원소 중에서 yÁ을 

제외한 yª, y£, y¢ 중에서 하나이므로 3개, 

	‌� xª에 대응될 수 있는 것은 xÁ에 대응되는 것을 제외한 

3개, 

	‌� x£에 대응될 수 있는 것은 xÁ, xª에 대응되는 것을 제

외한 2개, 

	‌� x¢에 대응될 수 있는 것은 xÁ, xª, x£에 대응되는 것을 

제외한 1개

	‌� 따라서 X에서 Y로의 함수 중에서 xÁ이 yÁ에 대응되

지 않는 일대일대응의 개수는

	 g(4)=3_3_2_1=18

Ú, Û에서 f(3)+g(4)=24+18=42� 답 42

다른 풀이 1

에서 f(3)=24

g(4)=(전체 일대일대응의 개수)	  

� -(xÁ`1Ú`yÁ인 일대일대응의 개수) 

=4_3_2_1-3_2_1=18

∴ f(3)+ f(4)=24+18=42

다른 풀이 2

X에서 Y로의 함수의 개수는

n_n_n_y_n=nÇ̀

이때 상수함수는 n개이므로

f(n)=nÇ̀ -n    ∴ f(3)=3 Ü`-3=27-3=24

또한, X에서 Y로의 일대일대응의 개수는

n_(n-1)_(n-2)_y_1=n!

이때 xÁ이 yÁ에 대응되는 일대일대응의 개수는

(n-1)_(n-2)_y_1=(n-1)!

이므로

07



본문 pp.72~76
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g(n)‌�=n!-(n-1)!	  

=n_(n-1)!-(n-1)!=(n-1)(n-1)!

∴ g(4)‌�=(4-1)(4-1)!	  

=3_(3_2_1)=18

∴ f(3)+g(4)=24+18=42�

g(-2)=(-2)Û`-9=-5이므로 

( f½g)(-2)‌�= f(g(-2))= f(-5)	  

=-4_(-5)+1=21

또한, f(3)=6이므로 

(g½ f)(3)=g( f(3))=g(6)=6Û`-9=27

∴ ( f½g)(-2)-(g½ f)(3)=21-27=-6 � 답 ①

f(x)=ax+m, g(x)=bx+n이므로

f½g=g½ f에서 f(g(x))=g( f(x))

f(bx+n)=g(ax+m)

a(bx+n)+m=b(ax+m)+n

abx+an+m=abx+bm+n

(1-b)m+(a-1)n=0

위의 식이 두 실수 m, n의 값에 관계없이 항상 성립하므로

1-b=0, a-1=0    ∴ a=1, b=1

∴ a+b=2� 답 2

f  Ú`(x)=2x-1이므로

f  Û`(x)‌�=( f½ f)(x)= f( f(x))	  

=2 f(x)-1=2(2x-1)-1	  

=4x-3

f  Ü`(x)‌�=( f½ f  Û`)(x)= f( f  Û`(x))	  

=2 f  Û`(x)-1=2(4x-3)-1	  

=8x-7

f  Ý`(x)‌�=( f½ f  Ü`)(x)= f( f  Ü`(x))	  

=2 f  Ü`(x)-1=2(8x-7)-1	  

=16x-15

	 ⋮

∴ f  Ç` (x)=2 Ç`x-(2Ç`-1) (단, n은 자연수)

∴ f   á`(3)‌�=2 á`_3-(2á`-1)	  

=1536-511=1025� 답 ⑤

f(x)=x+a, (h½g)(x)=5x-2이고

h½(g½ f)=(h½g)½ f이므로

(h½(g½ f))(x)‌�=((h½g)½ f)(x)		

=(h½g)( f(x))	  

=(h½g)(x+a)	  

=5(x+a)-2	 

=5x+5a-2

08

09

10

11

(h½(g½ f))(x)=bx-7에서

5x+5a-2=bx-7

즉, 5=b, 5a-2=-7이므로 

a=-1, b=5

∴ 2a+b=2_(-1)+5=3 � 답 ③

f(x)=[`
2x (0ÉxÉ2)

4 � (2<xÉ4)
, g(x)=-x+4`(0ÉxÉ4)	

이므로

( f½g)(x)‌�= f(g(x))‌=[`
2g(x) (0Ég(x)É2)

4 � (2<g(x)É4)
	

=[`
4 � (0Éx<2)

2(-x+4) (2ÉxÉ4)
	

=[`
4 � (0Éx<2)

-2x+8 (2ÉxÉ4)

(g½ f)(x)‌�=g( f(x))=[`
g(2x) (0ÉxÉ2)

g(4)� (2<xÉ4)
	

=[`
-2x+4 (0ÉxÉ2)

0 � (2<xÉ4)

두 함수 y=( f½g)(x), y=(g½ f)(x)의 그래프는 다

음 그림과 같다.

2 4

4
y=(f½g)(x)

y=(g½f)(x)

y

xO

따라서 두 함수의 그래프로 둘러싸인 도형은 밑변의 길이

가 2, 높이가 4인 평행사변형 모양이므로 구하는 넓이는

2_4=8 			   � 답 8

( f½ f)(x)= f(x)에서 f( f(x))= f(x)

f(x)=t로 놓으면 f(t)=t

이때 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x는 원점과 원

점이 아닌 서로 다른 두 점에서 만나므로 원점이 아닌 서

로 다른 두 점의 x좌표를 각각 a, b`(a<0<b)라 하면

t=a, t=0, t=b
Ú	‌�t=a, 즉 f(x)=a일 때,�

	‌� 함수 y= f(x)의 그래프와 

직선 y=a는 한 점 	

(a, a)에서 만나므로 조건

을 만족시키는 실수 x는 a
의 1개이다. 

Û	t=0, 즉 f(x)=0일 때,

	‌� 함수 y=f(x)의 그래프는 x축과 서로 다른 세 점에서 

만나므로 조건을 만족시키는 실수 x의 개수는 3이다.

12

13
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Ü	‌�t=b, 즉 f(x)=b일 때,�

	‌� 함수 y= f(x)의 그래프

와 직선 y=b는 한 점 	

(b, b)에서 만나므로 조

건을 만족시키는 실수 x

는 b의 1개이다. 

Ú, Û, Ü에서 조건을 만족시키는 실수 x의 개수는

1+3+1=5� 답 ③

f-1(8)=m이라 하면 f(m)=8 	 yy㉠

f-1(12)=n이라 하면 f(n)=12 	 yy㉡

f(x)=[`
x+5� (x<4)

3x-3 (x¾4) 
이므로

x<4일 때, f(x)=x+5<9

x¾4일 때, f(x)=3x-3¾9

㉠에서 f(m)<9이므로 m<4이고 f(m)=m+5

즉, m+5=8이므로 m=3

㉡에서 f(n)>9이므로 n¾4이고 f(n)=3n-3

즉, 3n-3=12이므로 n=5

∴ f-1(8)+ f-1(12)=3+5=8 � 답 ②

x<1일 때,

f(x)=-xÛ`+2x+2b=-(x-1)Û`+2b+1

함수 f(x)의 역함수가 존재하려면 함수 

f(x)는 실수 전체의 집합에서 일대일대

응이어야 하므로 함수 y= f(x)의 그래

프는 오른쪽 그림과 같아야 한다.

즉, x¾1일 때 직선	  

y=(3a-1)x-b+5의 기울기는 양수이어야 하므로

3a-1>0    ∴ a>1
3     yy㉠

또한, x=1에서 두 함수 y=(3a-1)x-b+5와 

y=-xÛ`+2x+2b의 함숫값이 같아야 하므로

3a-b+4=1+2b

3b=3a+3    ∴ b=a+1

㉠에서 b=a+1>1
3+1=4

3

따라서 정수 b의 최솟값은 2이다.� 답 ②

f(3x+1)=6x-5에서

3x+1=t로 놓으면 x= t-1 
3 이므로

f(t)=6_ t-1 
3 -5=2t-7 

∴ f(x)=2x-7

14

15

1

y=f(x)y

xO

16

y=2x-7을 x에 대하여 풀면

2x=y+7    ∴ x=1
2 y+7

2

x와 y를 서로 바꾸면 

y=1
2x+7

2     ∴ f-1(x)=1
2x+7

2

즉, ax+b=1
2x+7

2이므로

a=1
2 , b=7

2

∴ ab=1
2_

7
2=

7
4  	 � 답 ⑤

다른 풀이

f(3x+1)=6x-5에서 

( f-1½ f)(3x+1)= f-1(6x-5)

∴ f-1(6x-5)=3x+1

6x-5=k로 놓으면 x=k+5 
6  이므로

f-1(k)=3_ k+5 
6  +1=1

2k+7
2

∴ f-1(x)=1
2x+7

2

따라서 a=1
2 , b=7

2이므로

ab=1
2_

7
2=

7
4  

( f½g-1)(xÛ`)=x에서

( f-1½ f½g-1)(xÛ`)= f-1(x)

g-1(xÛ`)= f-1(x)=2xÛ`

xÛ`=t로 놓으면

g-1(t)=2t    ∴ g-1(x)=2x

y=2x라 하면 x=1
2 y

x와 y를 서로 바꾸면

y=1
2x    ∴ g(x)=1

2x

∴ (g-1½ f)-1(2)‌�=( f-1½g)(2)	  

= f-1(g(2))	  

= f-1(1)	  

=2_1Û`=2� 답 ①

g(2)의 값은 다음과 같이 구할 수도 있다.

g-1(x)=2x에서 

g(2x)=(g½g-1)(x)=x
양변에 x=1을 대입하면 g(2)=1

BLACKLABEL 특강 참고

�

f(x)=x+a에서 y=x+a라 하면 

x=y-a

17

18
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x와 y를 서로 바꾸면 

y=x-a    ∴ fÑÚ̀ (x)=x-a

이때 ( fÑÚ`½g)(x)=2x+5이므로

( fÑÚ̀½g)(x)‌�= fÑÚ̀ (g(x))=g(x)-a	  

=bx+c-a=2x+5

위의 등식은 x에 대한 항등식이므로

b=2, c-a=5	 yy㉠

또한, gÑÚ`(3)=2에서 g(2)=3이므로

2b+c=3	 yy㉡

㉠, ㉡에서

a=-6, b=2, c=-1

∴ a+b+c=-6+2+(-1)=-5� 답 -5

다른 풀이  1

gÑÚ`(3)=2이므로 g(2)=3

( fÑÚ`½g)(x)= fÑÚ`(g(x))=2x+5	 yy㉢

㉢에 x=2를 대입하면

fÑÚ`(g(2))=9, fÑÚ̀ (3)=9

∴ f(9)=3

f(x)=x+a이므로

9+a=3    ∴ a=-6

㉢에 x=1을 대입하면

fÑÚ`(g(1))=7, g(1)= f(7)=7-6=1

g(x)=bx+c이므로 b+c=1

∴ a+b+c=-6+1=-5

다른 풀이  2

( f-1½g)(x)=2x+5의 양변에 함수 f를 합성하면

g(x)‌�= f(2x+5)	  

=2x+5+a (∵ f(x)=x+a)

g-1(3)=2에서 g(2)=3이므로 위의 식에 x=2를 대입

하면

4+5+a=3    ∴ a=-6

∴ g(x)=2x-1

이때 g(x)=bx+c이므로 2x-1=bx+c

∴ b=2, c=-1

∴ a+b+c=-6+2+(-1)=-5

함수 f(x)의 역함수가 g(x)
이므로 g(k)=p라 하면

f(p)=k    ∴ p=c

또한, g(c)=q라 하면 

f(q)=c    ∴ q=d

∴ �(g½g)(k)‌�=g(g(k))	
=g(c)=d� 답 ④

함수 y= f(x)의 그래프와 그 역함수 y=g(x)의 그래프

는 직선 y=x에 대하여 대칭이므로 두 함수 y= f(x), 	

19

20

y=g(x)의 그래프로 둘러싸인 도형의 넓이는 함수 

y= f(x)의 그래프와 직선 y=x로 둘러싸인 도형의 넓

이의 2배이다.

이때 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x의 교점의 좌

표를 구하면

x<0일 때 
3
2x+a=x에서 x=-2a이므로 (-2a, -2a)

x¾0일 때 
1
2x+a=x에서 x=2a이므로 (2a, 2a)

따라서 함수 y= f(x)의 그래프와�  

직선 y=x는 오른쪽 그림과 같고, 

두 함수 y= f(x), y=g(x)의 그

래프로 둘러싸인 도형의 넓이가 28

이므로

2{ 12_a_2a+1
2_a_2a}=28

4aÛ̀ =28, aÛ`=7

∴ a='7`(∵ a>0)� 답 '7

다른 풀이

함수 y= f(x)의 그래프와 그 역함수 y=g(x)의 그래프

로 둘러싸인 도형의 넓이가 28이고, 두 함수 y= f(x), 

y=g(x)의 그래프는 직선 y=x에 대하여 대칭이므로 

함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x로 둘러싸인 도형

의 넓이는 
1
2_28=14이다.

함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x의 교점의 좌표는

(-2a, -2a), (2a, 2a)

이므로 두 교점 사이의 거리는

"Ã{2a-(-2a)} Û`+{2a-(-2a)}Û`‌�="Ã32aÛ`	

=4a'2`(∵ a>0)

또한, 점 (0, a)와 직선 y=x, 즉 x-y=0 사이의 거리는

|-a|

"Ã1Û`+(-1)Û`
= a
'2

`(∵ a>0)

따라서 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x로 둘러싸

인 도형은 밑변의 길이가 4a'2이고 높이가 
a
'2

인 삼각형

이고 넓이가 14이므로

1
2_4a'2_ a

'2
=14

2aÛ̀ =14, aÛ`=7

∴ a='7 (∵ a>0)

f(x)=|x+1|+|x-a|+|x-1|에서

Ú	-1Éx<a`(∵ -1<a<1)일 때,

	 f(x)‌�=(x+1)+(-x+a)+(-x+1)	  

=-x+2+a

Û	aÉxÉ1`(∵ -1<a<1)일 때, 

	 f(x)‌�=(x+1)+(x-a)+(-x+1)	  

=x+2-a

21
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0ÉkÉ8인 정수 k에 대하여

f(k)‌�= f(9_0+k)	  

= f(0)+k=0+k=k

∴ f(k)=k (단, 0ÉkÉ8)

ㄱ.		f(31)‌�= f(9_3+4)= f(3)+4	  

=3+4=7 (참)

ㄴ.		0ÉpÉ4이므로 0É2pÉ8이다.

		 즉, f(2p)=2p이므로

		 f(181p)‌�= f(9_20p+p)= f(20p)+p	  

= f(9_2p+2p)+p= f(2p)+2p+p	 

=2p+2p+p	  

=5p (참)

ㄷ.		f(81a+9b+c)‌�= f(9(9a+b)+c)	 

= f(9a+b)+c= f(a)+b+c	  

=a+b+c

		 f(81c+9b+a)‌�= f(9(9c+b)+a)	 

= f(9c+b)+a= f(c)+b+a	  

=c+b+a

		 ∴ f(81a+9b+c)= f(81c+9b+a) (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

f(xy)= f(x)+ f(y)    yy㉠

ㄱ.	㉠의 양변에 x=1, y=1을 대입하면

	 ` f(1)= f(1)+ f(1)

	 ∴ f(1)=0 (거짓)

ㄴ.	̀ f(8)‌�= f(4_2)	  

= f(4)+ f(2)	  

= f(2_2)+ f(2)	

= f(2)+ f(2)+ f(2)=3 f(2) (참)

ㄷ.	㉠의 양변에 y=1
x  을 대입하면

	 ` f{x_1
x }= f(x)+ f{ 1x }, f(1)= f(x)+ f{ 1x }

	 0= f(x)+ f{ 1x }`(∵ ㄱ)

	 ∴ f{ 1x }=- f(x) (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ⑤

Ú	m=0, 즉 g(x)=1인 경우

	 x가 유리수일 때, xÛ̀ +1=1에서 x=0

	 x가 무리수일 때, -xÛ̀ +1=1에서 x=0

	‌� 그런데 x=0은 유리수이므로 방정식 -xÛ`+1=1을 

만족시키는 무리수 x는 존재하지 않는다.

	‌� 즉, 두 함수의 그래프의 교점은 x=0일 때의 1개뿐이

므로

	 h(0)=1

0101

02

03

Ú, Û에서

f(x)=[`
-x+2+a	(-1Éx<a)

x+2-a	 (aÉxÉ1)

이때 f(-1)=1+2+a=3+a, f(a)=a+2-a=2, 

f(1)=3-a이므로 -1ÉxÉ1, -1<a<1일 때, 함수 

y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

따라서 구하는 최솟값은 x=a일 때 2이다.� 답 ⑤

다른 풀이

-1ÉxÉ1이므로

f(x)‌�=x+1+|x-a|+(-x+1)	  

=|x-a|+2

이때 -1<a<1에서 x=a가 -1ÉxÉ1에 포함되고, 

|x-a|¾0이므로 함수 f(x)의 최솟값은 x=a일 때 2

이다.

두 함수 y=|x-a|+|x-b|, y=|x-a|+|x-b|+|x-c|의 

그래프는 각각 다음 그림과 같다. (단, a<b<c)

  

따라서 y=|x-a|+|x-b|`(a<b) 꼴의 함수는 aÉxÉb일 때 

최솟값 b-a를 갖고, y=|x-a|+|x-b|+|x-c|`(a<b<c) 
꼴의 함수는 x=b일 때 최솟값 c-a를 갖는다.

BLACKLABEL 특강 참고

01 ⑤	 02 ⑤	 03 5	 04 ①	 05 2

06 ②	 07 ③	 08 ①	 09 ⑤	 10 ③

11 26	 12 48	 13 18	 14 24	 15 ⑤

16 ④	 17 99	 18 ①	 19 ②	 20 ③

21 4	 22 6	 23 ③	 24 16	 25 26

26 4	 27 2	 28 4	 29 ①	 30 ④	

31 ②	 32 4	 33 4 	 34 ⑤	 35 2'5

36 ④	 37 -;2#;	 38 ②	 39 ④	 40 ③

41 5	 42 32	 43 ③	 44 1	

45 -:Á7Á:<m<-;2!;	 46 122	 47 ② 	 48 21
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Û	m=1, 즉 g(x)=x+1인 경우

	 x가 유리수일 때,

	 xÛ̀ +1=x+1에서 xÛ̀ -x=0

	 x(x-1)=0    ∴ x=0 또는 x=1

	 x가 무리수일 때,

	 -xÛ̀ +1=x+1에서 xÛ̀ +x=0

	 x(x+1)=0    ∴ x=-1 또는 x=0

	 그런데 x는 무리수이어야 하므로 방정식

	‌� -xÛ̀ +1=x+1을 만족시키는 무리수 x는 존재하지 

않는다.

	‌� 즉, 두 함수의 그래프의 교점은 x=0 또는 x=1일 때

의 2개이므로

	 h(1)=2

Ü	m='2, 즉 g(x)='2x+1인 경우

	 x가 유리수일 때,

	 xÛ̀ +1='2x+1에서 xÛ̀ -'2x=0

	 x(x-'2)=0    ∴ x=0 또는 x='2
	 그런데 x는 유리수이어야 하므로 x=0

	 x가 무리수일 때,

	 -xÛ̀ +1='2x+1에서 xÛ̀ +'2x=0

	 x(x+'2)=0    ∴ x=-'2 또는 x=0

	 그런데 x는 무리수이어야 하므로 x=-'2
	‌� 즉, 두 함수의 그래프의 교점은 x=0 또는 x=-'2

일 때의 2개이므로

	 h('2)=2

Ú, Û, Ü에서

h(0)+h(1)+h('2)=1+2+2=5� 답 5

f(x)=g(x), 즉 xÝ̀ +19xÛ̀ =8xǛ +12x에서

xÝ̀ -8xǛ +19xÛ̀ -12x=0

x(x-1)(x-3)(x-4)=0

∴ x=0 또는 x=1 또는 x=3 또는 x=4

전체집합 U의 두 부분집합 A, B를 

A={x|f(x)=g(x)}, B={x|f(x)+g(x)}라 하면 

A={1, 3, 4}, B={2, 5, 6, 7}

A'B=U, A;B=á
조건 ㈎, ㈏를 모두 만족시키는 집합 X는

X;A+á, X;B+á (단, X+á)

이어야 하므로 집합 X의 개수는 전체집합 U의 공집합이 

아닌 부분집합의 개수에서 X;A=á 또는 X;B=á
을 만족시키는 집합 X의 개수를 빼면 된다. 

전체집합 U의 공집합이 아닌 부분집합의 개수는 

2à`-1=127

Ú ‌�X;A=á인 집합 X의 개수는 집합 B의 부분집합

의 개수와 같으므로 

2Ý`-1=15 (∵ X+á)

04

Û ‌�X;B=á인 집합 X의 개수는 집합 A의 부분집합

의 개수와 같으므로 

2Ü`-1=7 (∵ X+á)

Ú, Û에서 구하는 집합 X의 개수는

127-15-7=105 		  � 답 ①

다른 풀이

에서 집합 X는 두 집합 A, B의 원소를 각각 적어도 하

나 이상 원소로 가져야 하므로 

P,A, Q,B (P+á, Q+á)인 두 집합 P, Q에 대

하여 X=P'Q로 나타낼 수 있다.

이때 A;B=á이므로 P;Q=á
따라서 집합 X의 개수는 두 집합 P, Q의 순서쌍 		

(P, Q)의 개수와 같으므로 구하는 집합 X의 개수는

(2Ü`-1)_(2Ý`-1)=7_15=105

f(x)+2 f  { 1x }=3x의 양변에 x=a를 대입하면

f(a)+2 f  { 1a }=3a 	  yy㉠

또한, f(x)+2 f  { 1x }=3x의 양변에 x=1
a을 대입하면

f  { 1a }+2 f(a)= 3
a 	 yy㉡

2_㉡-㉠을 하면 

3 f(a)=2_3
a-3a

∴ f(a)=-a+2
a

∴ f(x)=-x+ 2
x

f(-x)=x- 2
x 이므로 f(x)= f(-x)에서

-x+ 2
x=x- 2

x , 2x= 4
x

xÛ̀ =2    ∴ x=Ñ'2
따라서 구하는 실수 x는 -'2, '2의 2개이다.� 답 2

단계 채점 기준 배점

㈎
주어진 식의 양변에 x=a, x= 1

a 을 각각 대입하여 

관계식을 세운 경우  
30%

㈏
㈎에서 세운 관계식을 연립하여 함수 f(x)를 구한 

경우
40%

㈐
f(x)= f(-x)를 만족시키는 실수 x의 개수를 구

한 경우  
30%

조건 ㈐에서 모든 실수 x에 대하여 f(x+2)=f(x)이므로

f  { 1212 }= f  { 1212 -2}= f  { 1212 -2-2}=y

∴ f  { 1212 }= f  { 1172 }= f  { 1132 }=y= f  { 12 }

05

06
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조건 ㈏에서 모든 실수 x에 대하여 f(x)=f(-x)이므로

f  { 12 }= f  {-1
2 }

조건 ㈎에서 -1ÉxÉ0일 때, f(x)=(x+1)Û`이므로

f  { 12 }= f  {-1
2 }={-

1
2+1}2`=1

4

∴ f  { 1212 }= f  { 12 }=
1
4 � 답 ②

함수 f가 항등함수이므로 정의역의 모든 원소 x에 대하여

f(x)=x가 성립해야 한다.

Ú	x<-3일 때,

	 f(x)=-5이므로 f(x)=x를 만족시키는 x의 값은

	 x=-5

Û	-3ÉxÉ2일 때,

	 f(x)=3x-4이므로 f(x)=x에서

	 3x-4=x    ∴ x=2

Ü	x>2일 때,

	 f(x)=2xÛ`-2x-9이므로 f(x)=x에서

	 2xÛ`-2x-9=x

	 2xÛ`-3x-9=0, (2x+3)(x-3)=0

	 ∴ x=3 (∵ x>2)

Ú, Û, Ü에서 X={-5, 2, 3}이므로

a+b+c=-5+2+3=0� 답 ③

f는 항등함수이므로 f(x)=x 

g는 상수함수이므로 g(x)=k (k=1, 2, 3, y, 6)

f(x)+g(x)+h(x)=10에서

x+k+h(x)=10

∴ h(x)=-x+10-k

1ÉxÉ6에서

4-kÉ-x+10-kÉ9-k

이때 1Éh(x)É6이어야 하므로

4-k¾1, 9-kÉ6

∴ k=3

따라서 g(x)=3, h(x)=-x+7이므로

g(2)+h(4)=3+3=6 			   �답 ①

다른 풀이

f는 항등함수이므로 f(4)=4 	 yy㉠

g는 상수함수이므로 g(2)=g(4) 	 yy㉡

이때 f(4)+g(4)+h(4)=10이므로

g(4)+h(4)=10- f(4)=10-4=6 (∵ ㉠)

한편, ㉡에서 g(4)+h(4)=g(2)+h(4)이므로

g(2)+h(4)=g(4)+h(4)=6

07

08

f(x)‌�=xÛ`-6x+8	�

a
3

-1

y=f(x)y

x
O
b

 

=(x-3)Û`-1

x¾a에서 함수 f(x)가 일대

일대응이려면 함수 y= f(x)

의 그래프는 오른쪽 그림과 

같아야 하므로

a¾3		

또한, 치역은 {y|y¾b}이어야 하므로

f(a)=b 

∴ a-b‌�=a- f(a)	  

=a-(aÛ`-6a+8)		   

=-aÛ̀ +7a-8	 

=-{a-7
2 }

Û`+ 17 
4

따라서 a-b의 최댓값은 a=7
2 일 때 

17 
4 이다.� 답 ⑤

ㄱ.	‌�두 함수 y= f(x), y=g(x)의 그래프의 교점의 좌표

를 (a, b)라 하면 f(a)=g(a)=b이므로 	  

h(a)=1
4 f(a)+3

4 g(a)=1
4 b+3

4 b=b

	� 따라서 함수 y=h(x)의 그래프는 두 함수 y= f(x), 

y=g(x)의 그래프의 교점 (a, b)를 지난다. (참)

ㄴ.	�두 함수 y= f(x), y=g(x)의 그래프가 모두 원점에 

대하여 대칭이면	  

f(-x)=- f(x), g(-x)=-g(x)	  

∴ h(-x)‌�=1
4 f(-x)+3

4 g(-x)	  

=-1
4 f(x)-3

4 g(x)	  

=-[ 14 f(x)+3
4 g(x)]	 	

=-h(x)

	‌� 따라서 함수 y=h(x)의 그래프도 원점에 대하여 대

칭이다. (참) 

ㄷ.	‌�(반례) f(x)=3x, g(x)=-x라 하면 두 함수 f(x), 

g(x)는 모두 일대일대응이지만 	 

h(x)‌�=1
4 f(x)+3

4 g(x)	  

=1
4_3x+3

4_(-x)=0

	 따라서 함수 h(x)는 일대일대응이 아니다. (거짓)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

함수 f(x)의 정의역의 임의의 원소 x에 대하여

⑴ ‌�f(-x)=- f(x)이면 함수 y= f(x)의 그래프는 원점에 대하여 

대칭이다.

⑵ ‌�f(-x)= f(x)이면 함수 y= f(x)의 그래프는 y축에 대하여 대

칭이다.

BLACKLABEL 특강 필수 개념
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조건 ㈎에서 { f(x)+xÛ̀ -5}_{ f(x)+4x}=0이므로

g(x)=-xÛ̀ +5, h(x)=-4x라 하면

{ f(x)-g(x)}_{ f(x)-h(x)}=0

∴ f(x)=g(x) 또는 f(x)=h(x) 

g(x)=h(x)이면 -xÛ̀ +5=-4x에서

xÛ̀ -4x-5=0, (x+1)(x-5)=0 

∴ x=-1 (∵ 5²X)

이때 g(-1)=h(-1)=4이므로 f(-1)=4

x=1일 때, 

f(1)=g(1)=4 또는 f(1)=h(1)=-4

그런데 함수 f가 일대일함수이므로 

f(1)+4    ∴ f(1)=-4

x=0일 때, 

f(0)=g(0)=5 또는 f(0)=h(0)=0

그런데 조건 ㈏에서 f(0)_ f(1)_ f(2)<0이므로 

f(0)+0    ∴ f(0)=5

x=2일 때, 

f(2)=g(2)=1 또는 f(2)=h(2)=-8

그런데 조건 ㈏에서 f(0)_ f(1)_ f(2)<0이므로 

f(2)>0    ∴ f(2)=1

x=-3일 때, 

f(-3)=g(-3)=-4 또는 f(-3)=h(-3)=12

그런데 함수 f가 일대일함수이므로 

f(-3)+-4    ∴ f(-3)=12

x=-2일 때, 

f(-2)=g(-2)=1 또는 f(-2)=h(-2)=8

그런데 함수 f가 일대일함수이므로 

f(-2)+1    ∴ f(-2)=8

∴ f(-3)+ f(-2)+ f(-1)+ f(0)+ f(1)+ f(2)

=12+8+4+5+(-4)+1=26 � 답 26

|f(n+1)- f(n)|=4에서 f(n+1)- f(n)=Ñ4

두 함숫값의 차가 4가 되려면 함숫값은 각각 1, 5이어야 

하므로

f(n+1)=5, f(n)=1 또는 f(n+1)=1, f(n)=5

이다.

이때 위의 식을 만족시키는 n의 값은 1, 2, 3, 4이고, 함

수 f가 일대일대응이므로 각 n에 대하여 n과 n+1을 제

외한 정의역의 원소는 1과 5를 제외한 나머지 수에 겹치

지 않게 대응된다.

따라서 조건을 만족시키는 함수 f의 개수는

4_2_3!=48� 답 48

조건 ㈎에 의하여 함수 f는 일대일함수이다.		

조건 ㈐에서 9- f(a)<{ f(1), f(2), f(3), f(4)}이

고, 조건 ㈏에서 f(1)=1이므로

11

>0 <0

12

13

9- f(a)<{1, f(2), f(3), f(4)}

이때 a=1이면 8<{1, f(2), f(3), f(4)}이어야 하므

로 f(2)=8 또는 f(3)=8 또는 f(4)=8이다.

Ú	 f(2)=8일 때,

	 f(3)+ f(4)=9이어야 하므로

	 순서쌍 ( f(3), f(4))는

	‌� (2, 7), (7, 2), (3, 6), (6, 3), (4, 5), (5, 4)의 	

6가지

Û	 f(3)=8일 때,

	 f(2)+ f(4)=9이어야 하므로

	 순서쌍 ( f(2), f(4))는

	‌� (2, 7), (7, 2), (3, 6), (6, 3), (4, 5), (5, 4)의 	

6가지

Ü	 f(4)=8일 때,

	 f(2)+ f(3)=9이어야 하므로

	 순서쌍 ( f(2), f(3))은

	‌� (2, 7), (7, 2), (3, 6), (6, 3), (4, 5), (5, 4)의 	

6가지

Ú, Û, Ü에서 조건을 만족시키는 함수 f의 개수는

6+6+6=18� 답 18

다른 풀이

조건 ㈎에 의하여 함수 f는 일대일함수이어야 하고, 조건 

㈏와 ㈐에서 9-1=8<{ f(x)|x<X}이어야 한다. 즉, 

함수 f의 치역은 항상 1, 8을 원소로 갖는다.

1, 8을 제외한 함수 f의 치역의 원소는 조건 ㈐에 의하여

2, 7 또는 3, 6 또는 4, 5

이때 함수 f의 치역을 {1, 2, 7, 8}이라 하면 f(1)=1을 

만족시키는 일대일함수 f의 개수는

3_2_1=6

함수 f의 치역이 {1, 3, 6, 8} 또는 {1, 4, 5, 8}일 때도 

함수 f는 6가지씩 존재하므로 주어진 조건을 만족시키는 

함수 f의 개수는

3_6=18

조건 ㈎에서 f(1)+ f(2)이고 f(1)+ f(3)이므로 다음 

두 가지 경우로 나눌 수 있다.

Ú	 f(2)+ f(3)인 경우

	‌� f(1), f(2), f(3)이 모두 다른 수이므로 집합 X의 

원소 1, 2, 3을 집합 Y의 서로 다른 원소에 각각 대응

시키는 방법의 수는 3!=6

	‌� 이 각각에 대하여 f(4)의 값은 집합 Y의 어느 원소이

어도 조건을 만족시키므로 함수 f의 개수는

	 6_3=18

Û	 f(2)= f(3)인 경우

	‌� 집합 X의 원소 1, 2를 집합 Y의 서로 다른 원소에 각

각 대응시킨 후, 3을 f(2)에 대응시키면 된다.	  

14
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즉, f(1), f(2)의 값을 정하는 방법의 수는

	 £Pª=6

	‌� 이 각각에 대하여 f(4)의 값은 f(1), f(2)의 두 값을 

제외한 값이어야 하므로 함수 f의 개수는

	 6_1=6

Ú, Û에서 구하는 함수 f의 개수는

18+6=24� 답 24

조건 ㈏에서 f(1)=7이고, 조건 ㈎에서 함수 f는 일대일

대응이므로 두 집합 X={2, 3, 4, 5, 6, 7},

Y={1, 2, 3, 4, 5, 6}에 대하여 X에서 Y로의 일대일대

응인 함수 f의 개수를 구하면 된다.

이때 조건 ㈐에서 k¾2이면 f(k)Ék이므로

f(2)의 값은 1, 2 중에서 하나의 값을 가지므로 2가지,

f(3)의 값은 1, 2, 3 중에서 f(2)의 값을 제외한 나머지 

수 중에서 하나의 값을 가지므로 2가지

같은 방법으로 f(4), f(5), f(6)의 값을 정하는 방법의 

수는 각각 2가지이고, 7에 대응되는 수는 1부터 6까지의 

수 중에서 2부터 6까지의 수가 대응되는 수를 제외한 수

이므로 1가지이다.

따라서 구하는 함수 f의 개수는

2_2_2_2_2_1=2Þ`=32� 답 ⑤

치역과 공역이 일치하기 위해서는 정의역 X를 3개조로 

나누어 함숫값으로 각각 1, 2, 3을 갖도록 배정하면 된다.

Ú	‌�정의역 X를 1개, 1개, 4개의 3개조로 나누어 공역 Y

의 원소에 하나씩 대응시키면 되므로 함수 f의 개수는

	 {¤CÁ_°CÁ_¢C¢_ 1
2! }_3!

	 =6_5_1_1
2_6=90

Û	‌�정의역 X를 1개, 2개, 3개의 3개조로 나누어 공역 Y

의 원소에 하나씩 대응시키면 되므로 함수 f의 개수는

	 (¤CÁ_°Cª_£C£)_3!=6_5_4
2_1_1_6=360

Ü	‌�정의역 X를 2개, 2개, 2개의 3개조로 나누어 공역 Y

의 원소에 하나씩 대응시키면 되므로 함수 f의 개수는

	 {¤Cª_¢Cª_ªCª_ 1
3! }_3!

	 =6_5
2_1_

4_3
2_1_1_1

6_6=90

Ú, Û, Ü에서 구하는 함수 f의 개수는

90+360+90=540� 답 ④

다른 풀이

치역과 공역이 일치하는 함수 f의 개수는 X에서 Y로의 

함수의 개수에서 X에서 Y로의 함수 중 치역의 원소의 

개수가 1이거나 2인 함수의 개수를 빼면 된다.

15

16

X에서 Y로의 함수의 개수는 3 ß`=729

X에서 Y로의 함수 중에서 치역의 원소의 개수가 1 또는 

2인 경우는 다음과 같다.

Ú 치역의 원소의 개수가 1인 경우

집합 Y의 원소 중 치역에 속할 원소 1개를 선택하는 

경우의 수는 £CÁ=3

Û 치역의 원소의 개수가 2인 경우

집합 Y의 원소 중 치역에 속할 원소 2개를 선택하는 

경우의 수는

£Cª=£CÁ=3

이때 집합 X의 원소를 치역의 원소 2개에 대응시키는 

경우의 수는

2ß`-2=62

따라서 구하는 함수의 개수는 3_62=186

Ú, Û에서 구하는 함수 f의 개수는

729-(3+186)=729-189=540

조건 ㈎에서 ( f½g)(x)=4{g(x)}Û`-g(x)-1이므로

f(x)=4xÛ̀ -x-1

함수 g(x)는 일차함수이므로 g(x)=ax+b`(a+0)라 하

면 조건 ㈏에서 (g½f)(x)=(f½g)(x)이므로

a(4xÛ̀ -x-1)+b=4(ax+b)Û`-(ax+b)-1

4axÛ̀ -ax-a+b=4aÛ̀ xÛ̀ +8abx+4bÛ̀ -ax-b-1

4axÛ̀ -ax-a+b=4aÛ̀ xÛ̀ +(8ab-a)x+4bÛ̀ -b-1

위의 식이 x에 대한 항등식이므로

4a=4aÛ̀ , -a=8ab-a, -a+b=4bÛ̀ -b-1

4a=4aÛ̀ 에서 a=1 (∵ a+0)

a=1을 -a=8ab-a에 대입하면 b=0이므로

g(x)=x

∴ f(5)+g(5)=(4_5Û`-5-1)+5=99� 답 99

(f½g)(x)=4{ g(x)}Û`-g(x)-1에서 g(x)=t로 놓으면

f(t)=4tÛ`-t-1
이때 함수 t=g(x)는 일차함수이므로 일대일대응이다. 즉, 실수 전체

의 집합에서 정의된 함수 t=g(x)에서 치역이 실수 전체의 집합이므

로 모든 실수 t에 대하여 f(t)=4tÛ`-t-1이 성립한다.

따라서 f(x)=4xÛ`-x-1이다. 

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

g(1)=5이고 f½g=g½ f  이므로

( f½g)(1)=(g½ f)(1)에서 	

f(g(1))=g( f(1))
∴ f(5)=g(2)=3

( f½g)(2)=(g½ f)(2)에서 	

f(g(2))=g( f(2))
∴ f(3)=g(5)=1

( f½g)(5)=(g½ f)(5)에서 	

17
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f(g(5))=g( f(5))
∴ f(1)=g(3)=2  

따라서 g(3)+g(5)=2+1=3이므로

f(g(3)+g(5))= f(3)=1 	 � 답 ①

f  Ú`(140)= f(140)=140+2
2 =71

f  Û`(140)‌�=( f½ f  Ú`)(140)= f( f  Ú`(140))	

= f(71)=71+1 
2 =36

f  Ü`(140)‌�=( f½ f  Û`)(140)= f( f  Û`(140))	

= f(36)=36+2 
2 =19

f  Ý`(140)‌�=( f½ f  Ü`)(140)= f( f  Ü`(140))	

= f(19)=19+1  
2 =10

f  Þ`(140)‌�=( f½ f  Ý`)(140)= f( f  Ý`(140))	

= f(10)=10+2  
2 =6

f  ß`(140)‌�=( f½ f  Þ`)(140)= f( f  Þ`(140))	

= f(6)=6+2  
2 =4

f  à ̀(140)‌�=( f½ f  ß`)(140)= f( f  ß`(140))	

= f(4)=4+2  
2 =3

f  ¡ ̀(140)‌�=( f½ f  à`)(140)= f( f  à`(140))	

= f(3)=3+1  
2 =2

f  á ̀(140)‌�=( f½ f  ¡`)(140)= f( f  ¡`(140))	

= f(2)=2+2  
2 =2

          ⋮

즉, 8 이상의 자연수 n에 대하여 f  n(140)=2이다.

따라서 f  n(140)=2를 만족시키는 10 이하의 자연수 n

은 8, 9, 10이므로 구하는 합은

8+9+10=27 � 답 ②

ㄱ.	x가 유리수이면 f(x)='2이고, '2 는 무리수이므로

	 f('2)=1

	 즉, x가 유리수이면

	 ( f½ f)(x)= f( f(x))= f('2)=1 (참)

ㄴ.	(반례) x=0이면 0은 유리수이므로 f(0)='2
	 ∴ f(0_ f(0))= f(0_'2)= f(0)='2 (거짓)

ㄷ.	‌�f(xÁ)+ f(xª)이면 xÁ은 유리수, xª는 무리수 또는 

xÁ은 무리수, xª는 유리수이다.

	‌� 이때 (유리수)+(무리수)=(무리수)이므로 xÁ+xª

는 무리수이다.

	 ∴ f(xÁ+xª)=1 (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

19

20

ㄴ에서 

Ú x가 무리수일 때, 

xf(x)=x_1=x이므로 xf(x)는 무리수이다.

즉, f(xf(x))=1
Û x가 유리수일 때, 

xf(x)=x_'2='2x
x=0이면 xf(x)=0이므로

f(xf(x))= f(0)='2
x+0이면 xf(x)='2x에서 '2x는 무리수이므로

f(xf(x))= f('2x)=1
Ú, Û에서 x=0일 때 f(xf(x))= f(0)='2이므로

f(xf(x))+1인 실수 x가 존재한다.

따라서 ㄴ은 거짓이다. 

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭  

함수 g½ f  가 항등함수이므로 정의역 X의 모든 원소 x

에 대하여 (g½ f  )(x)=x

(g½ f  )(3)=3, 즉 g( f(3))=3에서

g( f(3))=g(-a)=aÛ`-a+b

∴ aÛ̀ -a+b=3 	  yy㉠

(g½ f  )(5)=5, 즉 g( f(5))=5에서

g( f(5))=g(a)=aÛ`+a+b	

∴ aÛ̀ +a+b=5	 yy㉡

㉡-㉠을 하면

2a=2    ∴ a=1

이것을 ㉠에 대입하여 정리하면 

b=3

∴ a+b=1+3=4 		  � 답 4

(g½ f  )(4)‌�=g( f(4))=g(-4+a)	  

=(a-4)Û` (∵ -4+a<a)

( f½g)(1)= f(g(1))=a-g(1) 
(g½ f  )(4)+( f½g)(1)=45이므로

(a-4) Û`+a-g(1)=45    yy㉠

Ú aÉ1일 때, 

g(1)=15이므로 ㉠에서 

(a-4) Û`+a-15=45

aÛ̀ -7a-44=0, (a+4)(a-11)=0

∴ a=-4 또는 a=11

이때 aÉ1이므로 a=-4

Û a>1일 때, 

g(1)=1이므로 ㉠에서 		

(a-4) Û`+a-1=45

aÛ̀ -7a-30=0, (a+3)(a-10)=0

∴ a=-3 또는 a=10

이때 a>1이므로 a=10

Ú, Û에서 a=-4 또는 a=10이므로 모든 실수 a의 값

의 합은

-4+10=6 		  � 답 6

21
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①	‌� a<A라 하면 f(a)=a이므로	  

f( f(a))= f(a)=a    ∴ a<B	  

∴ A,B

②	‌� a<A라 하면 f(a)=a이므로

	 f( f(a))= f(a)    ∴ a<C

	 ∴ A,C

③	 b<B라 하면 f( f(b))=b

	 이때 f(b)+b이면 f( f(b))+ f(b)

	 즉, b는 집합 C의 원소가 아닐 수도 있다.

	 ∴ BøC

④	 b<B;C라 하면

	 f( f(b))=b, f( f(b))= f(b)이므로 f(b)=b

	 ∴ b<A

	 ∴ (B;C),A

⑤	①에서 A,B이므로 A'B=B

	‌� 이때 C,B이면 B;C=C이고, ④에서	  

(B;C),A이므로 C,A

	 그런데 ②에서 A,C이므로 A=C

	 즉, C,(A'B)이면 A=C이다.

따라서 세 집합 A, B, C 사이의 관계로 옳지 않은 것은 

③이다.� 답 ③

( f½ f  )(n)= f( f(n))=3이므로 f(n)은 양의 약수

의 개수가 3인 자연수이다. 이때 약수의 개수가 3인 자연

수는 소수의 제곱수이므로 f(n)의 값이 될 수 있는 것은 

소수의 제곱수이다.

f(n)=pÛ̀  (p는 소수)이라 하자.

Ú p=2, 즉 f(n)=4일 때, 

n의 양의 약수의 개수가 4이므로 서로 다른 두 소수 

q, r에 대하여 n=qr 또는 n=qÜ` 꼴이어야 한다.

① n=qr 꼴인 경우

조건을 만족시키는 50 이하의 자연수 n은 6, 10, 

14, 15, 21, 22, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46의 13

개이다.

② n=qǛ  꼴인 경우

조건을 만족시키는 50 이하의 자연수 n은 8, 27의 

2개이다.

Û p=3, 즉 f(n)=9일 때, 

n의 양의 약수의 개수가 9이므로 서로 다른 두 소수 

q, r에 대하여 n=qÛ`rÛ̀  또는 n=q¡` 꼴이어야 한다.

이때 조건을 만족시키는 50 이하의 자연수 n은 36의 

1개이다.

Ü p¾5, 즉 f(n)¾25일 때, 

조건을 만족시키는 50 이하의 자연수 n은 존재하지 

않는다.

Ú, Û, Ü에서 조건을 만족시키는 50 이하의 자연수 n

의 개수는

(13+2)+1=16 	 � 답 16

23

24

자연수의 양의 약수의 개수

⑴ ‌�자연수 N=apbqcr(a, b, c는 서로 다른 소수, p, q, r은 양의 정수)
의 양의 약수의 개수는 (p+1)(q+1)(r+1) 

⑵ 자연수 N의 약수의 개수가 홀수이면 N은 제곱수이다. 

⑶ 자연수 N의 약수의 개수가 3이면 N은 소수의 제곱수이다. 

BLACKLABEL 특강 필수 개념

(f½f)(x)=f(f(x))=x를 만족시키는 함수 f에 대하여 

f½f는 항등함수이고 f는 일대일대응이다.

이때 정의역의 한 원소 a에 대하여 ( f½ f)(a)=a를 만

족시키려면 f(a)=a 또는 f(a)=b, f(b)=a (a+b)

이어야 한다.

Ú	f(x)=x를 만족시키는 x가 5개인 경우

	

	‌� 정의역의 모든 원소에 대하여 f(x)=x 꼴인 함수 f는 

위의 그림과 같으므로 1개이다.

Û	f(x)=x를 만족시키는 x가 3개인 경우

	

	 f(a)=a, f(b)=b, f(c)=c, f(d)=e, f(e)=d

	‌� 꼴인 함수 f의 개수는 위의 그림과 같이 5개의 원소 

1, 2, 3, 4, 5 중에서 f(d)=e, f(e)=d를 만족시키

는 d와 e를 선택하는 경우의 수와 같으므로

	 °Cª=5_4
2_1=10

Ü	f(x)=x를 만족시키는 x가 1개인 경우

	

	‌� f(a)=a, f(b)=c, f(c)=b, f(d)=e, f(e)=d	

꼴인 함수 f의 개수는 위의 그림과 같이 5개의 원소 

1, 2, 3, 4, 5 중에서 f(b)=c, f(c)=b를 만족시키

는 b와 c를 선택하고, f(d)=e, f(e)=d를 만족시

키는 d와 e를 선택하는 경우의 수와 같으므로

	 °Cª_£Cª_ 1
2!=

5_4
2_1_3_1

2=15

Ú, Û, Ü에서 구하는 함수 f의 개수는

1+10+15=26� 답 26

25
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조건 ㈐에서 모든 실수 x에 대하여 이차함수 f(x)가 	

f(2-x)= f(2+x)를 만족시키므로 함수 y= f(x)의 

그래프는 직선 x=2에 대하여 대칭이고, 조건 ㈏에서 함

수 	y= f(x)의 그래프의 꼭짓점의 y좌표가 3이므로 꼭짓

점의 좌표는 (2, 3)이다.

즉, f(2)=3이므로 방정식 ( f½ f)(x)=3에서

f( f(x))=3    ∴ f(x)=2

이때 조건 ㈎에서 이차함수 f(x)의  

이차항의 계수가 음수이므로 함수 	

y= f(x)의 그래프는 오른쪽 그림과 

같다.

따라서 함수 y= f(x)의 그래프와 직

선 y=2는 서로 다른 두 점에서 만난다.

즉, 방정식 f(x)=2는 서로 다른 두 실근을 갖고 두 실

근을 a, b (a<b)라 하면 함수 y= f(x)의 그래프의 대

칭축이 x=2이므로

a+b
2 =2    ∴ a+b=4� 답 4

다른 풀이

이차함수 f(x)의 이차항의 계수를 a`(a<0)라 하자.

조건 ㈏에서 그래프의 꼭짓점의 y좌표가 3이고, 조건 ㈐

에서 이차함수 y= f(x)의 그래프가 직선 x=2에 대하

여 대칭이므로 꼭짓점의 좌표는 (2, 3)이다.

∴ f(x)=a(x-2)Û`+3    yy㉠

f( f(x))=3에서 a{ f(x)-2}Û`+3=3

a{ f(x)-2} Û`=0, f(x)-2=0

a(x-2)Û`+3-2=0 (∵ ㉠)

∴ axÛ̀ -4ax+4a+1=0

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D
4 =(-2a)Û`-a(4a+1)=-a>0

이므로 서로 다른 두 실근을 갖는다.

따라서 방정식 ( f½ f)(x)=3, 즉

axÛ̀ -4ax+4a+1=0의 모든 실근의 합은 근과 계수의 

관계에 의하여

--4a
a =4

이차함수 y=g(x)의 그래프가 x축과 만나는 점의 x좌표

를 각각 a, b`(a<b)라 하면 그래프의 개형으로부터 

a<-2, b>0

이때 방정식 g( f(x))=0의 실근이 존재하기 위해서는 

f(x)=a 또는 f(x)=b이어야 한다. 

Ú	 f(x)=a`(a<-2)일 때,

	‌� 함수 y= f(x)의 그래프는 직선 y=a`(a<-2)와 	

만나지 않으므로 실근 x가 존재하지 않는다.

Û	 f(x)=b`(b>0)일 때, 

	‌� 함수 y= f(x)의 그래프는 직선 y=b`(b>0)와 서

26

27

로 다른 두 점에서 만나므로 실근의 개수는 2이다.

Ú, Û에서 방정식 g( f(x))=0의 실근의 개수는 2이다.

� 답 2

(g½ f)(x)‌�= f(x)+10	  

=[`
xÛ`+2ax+16 (x<0)

x+16� (x¾0)
	  

=[`
(x+a)Û`+16-aÛ` (x<0)

x+16� (x¾0)

이때 aÉ0이면 함수 y=(g½ f)(x)

의 그래프가 오른쪽 그림과 같으므로 

치역은 {y|y¾16}이다. 		

즉, 주어진 조건을 만족시키지 않는다.

a>0이면 x<0에서 함수�

y=(g½ f)(x)의 그래프의 꼭짓점

의 좌표는 (-a, 16-aÛ̀ )이고 합성

함수 (g½ f)(x)의 치역이 	

{y|y¾0}이려면 오른쪽 그림과 같

이 꼭짓점의 y좌표가 0이어야 한다.

즉, 16-aÛ`=0이므로 a=Ñ4

그런데 a>0이므로 a=4� 답 4

다른 풀이

함수 (g½ f)(x)의 치역이 {y|y¾0}이므로 모든 실수 

x에 대하여 g( f(x))¾0이어야 한다.

f(x)=t로 놓으면 

g(t)¾0에서 t+10¾0    ∴ t¾-10

∴ f(x)¾-10

이때 

f(x)‌�=[`
xÛ`+2ax+6 (x<0)

x+6� (x¾0)
	 

=[`
(x+a)Û`+6-aÛ` (x<0)

x+6� (x¾0)

이고, 함수 f(x)의 치역이 � 	

{y|y¾-10}이려면 함수 y= f(x)의 

그래프가 오른쪽 그림과 같아야 한다.

즉, f(-a)=-10이어야 하므로 

6-aÛ`=-10

aÛ`=16    ∴ a=Ñ4

그런데 함수 y= f(x)의 그래프가 위의 그림과 같으려면 

-a<0, 즉 a>0이어야 하므로 a=4

f(x)=x Û`+px+q, A={x|( f½ f  )(x)= f(x)}이

고, 조건 ㈎에서 n(A)=3이므로 방정식 		

( f½ f  )(x)= f(x), 즉 f( f(x))= f(x)의 서로 다른 

실근의 개수는 3이다.

28

29
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f(x)=t로 놓으면 이차방정식 f(t)=t의 서로 다른 실

근의 개수는 0 또는 1 또는 2이므로 다음과 같이 경우를 

나누어 생각할 수 있다.

Ú 이차방정식 f(t)=t의 실근의 개수가 0일 때, 

이차방정식 f(t)=t의 실근이 존재하지 않으므로 방

정식 f( f(x))= f(x)의 실근은 존재하지 않는다. 

따라서 주어진 조건을 만족시키지 않는다.

Û ‌�이차방정식 f(t)=t의 서로 다른 실근의 개수가 1일 때, 

이차방정식 f(t)=t의 서

ab

y=f(x)

y=x

y

x
O

a

로 다른 실근의 개수가 1

이려면 오른쪽 그림과 같

이 함수 y= f(x)의 그래

프와 직선 y=x가 오직 한 

점에서만 만나야 한다. 	

이때 교점의 좌표를 (a, a)라 하면 이차방정식 	

f(x)=a는 a와 a가 아닌 실근 b를 갖는다. 

따라서 방정식 f( f(x))= f(x)의 서로 다른 실근의 

개수는 2이므로 주어진 조건을 만족시키지 않는다.

Ü ‌�이차방정식 f(t)=t의 서로 다른 실근의 개수가 2일 때, 

이차방정식 f(t)=t의 서로

bÁ bªb£

y=f(x)

y=x

y

x
O

bÁ

bª

 

다른 두 실근을 		

bÁ, bª (bÁ<bª)라 하자. 

방정식 f( f(x))= f(x)의 

서로 다른 실근의 개수가 3

이려면 이차방정식 	

f(x)=bÁ 또는 이차방정식 f(x)=bª를 만족시키는 

서로 다른 실근의 개수의 합이 3이어야 하므로 위의 

그림과 같이 방정식 f(x)=bÁ은 하나의 실근을 갖고, 

방정식 f(x)=bª는 서로 다른 두 실근을 가져야 한

다. 방정식 f(x)=bª에서 bª가 아닌 실근을 b£이라 

하면 방정식 f( f(x))= f(x)의 서로 다른 실근은 

bÁ, bª, b£의 3개이므로 주어진 조건을 만족시킨다.

Ú, Û, Ü에서 이차함수 y= f(x)의 그래프가 직선 	

x=bÁ에 대하여 대칭이고, f(bª)= f(b£)=bª이므로

bª+b£=2bÁ    yy㉠

이때 조건 ㈏에서 집합 A의 모든 원소의 합이 6이므로 방

정식 f( f(x))= f(x)의 모든 실근의 합은 6이다. 

bÁ+bª+b£=3bÁ=6 (∵ ㉠)

∴ bÁ=2

따라서 이차함수 f(x)=xÛ̀ +px+q의 그래프는 직선 	

x=2에 대하여 대칭이고, 점 (2, 2)를 지나므로 

f(x)=(x-2)Û`+2 

∴ f(5)=(5-2)Û`+2=11 � 답 ①

방정식 ( f½ f½ f  )(x)=( f½ f  )(x), 즉 

f( f( f(x)))= f( f(x))에서 f( f(x))=t로 놓으면 	

30

f(t)=t

f(x)=
(
{
9
`

1
4xÛ`+2x� (x<0)

-1
4xÛ`+2x (x¾0)

에서

Ú t<0일 때, f(t)=1
4  tÛ̀ +2t이므로 

f(t)=t에서

1
4  tÛ̀ +2t=t, tÛ̀ +4t=0

t(t+4)=0    ∴ t=-4 (∵ t<0)

Û t¾0일 때, f(t)=-1
4  tÛ`+2t이므로 

f(t)=t에서

-1
4  tÛ`+2t=t, tÛ̀ -4t=0

t(t-4)=0    ∴ t=0 또는 t=4

Ú, Û에서 f(t)=t를 만족시키는 t의 값은 -4, 0, 4이다.

즉, 방정식 f( f( f(x)))= f( f(x))의 서로 다른 실근

의 개수는 방정식 	  

f( f(x))=-4 또는 f( f(x))=0 또는 f( f(x))=4

� yy㉠

를 만족시키는 서로 다른 실근의 개수와 같다.

4 8a

y=f(x)

y

x
O-8-4

-4

4

b

이때 f(x)=
(
{
9
`

1
4 (x+4) Û`-4� (x<0)

- 1
4 (x-4)Û`+4 (x¾0) 

이므로 함수 	

y=f(x)의 그래프는 위의 그림과 같고 ㉠에서 f(x)=u

로 놓으면 방정식 f(u)=-4의 실근은 

u=-4 또는 u=b
방정식 f(u)=0의 실근은

u=-8 또는 u=0 또는 u=8

방정식 f(u)=4의 실근은

u=a 또는 u=4

즉, ㉠을 만족시키는 서로 다른 실근의 개수는 방정식 

f(x)=a 또는 f(x)=-8 또는 f(x)=-4 또는 	

f(x)=0 또는 f(x)=4 또는 f(x)=8 또는 f(x)=b	
를 만족시키는 서로 다른 실근의 개수의 합과 같다.

y=f(x)

y

x
O

-4

-8

a

4

8

b

y=a

y=-8

y=-4

y=4

y=8
y=b

위의 그림과 같이 함수 y= f(x)의 그래프와 7개의 직선 

본문 p.83
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y=a, y=-8, y=-4, y=0, y=4, y=8, y=b와 만

나는 교점의 개수는 11이므로 방정식 		

( f½ f½ f  )(x)=( f½ f  )(x)의 서로 다른 실근의 개

수는 11이다. � 답 ④

Ú	x<3일 때,

	 (g½ f)(x)-( f½g)(x)
	 =g( f(x))- f(g(x))
	 =g(3)- f(xÛ̀ -3)

	 =[`
6-3� (xÛ`-3<3)

6-{-2(xÛ`-3)+3} (xÛ`-3¾3) 

	 =[`
3	 (-'6<x<'6)
2xÛ`-3	(xÉ-'6 또는 '6Éx<3) 

	 이때 (g½ f)(x)-( f½g)(x)=15에서

	 -'6<x<'6이면 3=15이므로 모순이다.

	 xÉ-'6 또는 '6Éx<3이면

	 2xÛ̀ -3=15에서

	 2xÛ̀ -18=0, 2(x+3)(x-3)=0

	 ∴ x=-3 (∵ xÉ-'6 또는 '6Éx<3)

Û	x¾3일 때,

	 (g½ f)(x)-( f½g)(x)
	 =g( f(x))- f(g(x))
	 =g(-2x+3)- f(xÛ̀ -3)

	 =(-2x+3)Û`-3-{-2(xÛ̀ -3)+3}

� (∵ x¾3에서 xÛ`-3¾6)

	 =6xÛ̀ -12x-3

	 (g½ f)(x)-( f½g)(x)=15에서

	 6xÛ̀ -12x-3=15, 6xÛ`-12x-18=0

	 xÛ̀ -2x-3=0, (x+1)(x-3)=0

	 ∴ x=3 (∵ x¾3)

Ú, Û에서 주어진 방정식을 만족시키는 모든 x의 값은 

-3, 3이므로 그 곱은

(-3)_3=-9� 답 ②

다른 풀이

(g½ f)(x)-( f½g)(x)=15에서

(g½ f)(x)=( f½g)(x)+15

이므로 방정식 (g½ f)(x)-( f½g)(x)=15의 실근은 

두 함수 y=(g½ f)(x)와 y=( f½g)(x)+15의 그래

프의 교점의 x좌표와 같다.

f(x)=[`
3� (x<3)

-2x+3 (x¾3) 
, g(x)=xÛ̀ -3이므로

(g½ f)(x)‌�=g( f(x))	  

={ f(x)}Û`-3	  

=[`
3Û`-3� (x<3)

(-2x+3)Û`-3 (x¾3) 
	  

=[`
6� (x<3)

4xÛ`-12x+6 (x¾3) 

31

( f½g)(x)‌�= f(g(x))	  

=[`
3� (g(x)<3)

-2g(x)+3 (g(x)¾3) 
	  

=[`
3� (xÛ`-3<3)

-2(xÛ`-3)+3 (xÛ`-3¾3) 
	  

=[`
3	 (-'6<x<'6)
-2xÛ`+9	(xÉ-'6 또는 x¾'6) 

∴ ‌�( f½g)(x)+15	  

=[`
18	 (-'6<x<'6)
-2xÛ`+24	(xÉ-'6 또는 x¾'6) 

두 함수 y=(g½ f)(x)와 y=( f½g)(x)+15의 그래

프는 다음 그림과 같다.

두 그래프의 교점의 x좌표를 구하면

-2xÛ̀ +24=6

2xÛ̀ =18, xÛ̀ =9

∴ x=Ñ3

따라서 주어진 방정식을 만족시키는 모든 x의 값의 곱은

-3_3=-9

해결단계

➊ 단계
두 함수 y= f(x), y=(g½ f  )(x)의 그래프를 이용하여 

함수 g(x)를 구한다. 

➋ 단계
함수 (g½g)(x)를 구하고 함수 y=(g½g)(x)의 그래

프를 그린다. 

➌ 단계
함수 y=(g½g)(x)의 그래프의 대칭성을 이용하여 방정

식 (g½g)(x)= 1
2의 모든 실근의 합을 구한다. 

�

두 함수 y= f(x)와 y=(g½ f)(x)의

정의역이 {x|0ÉxÉ3}, 공역이 {y|0ÉyÉ2}

이므로 함수 y=g(x)의
정의역은 {x|0ÉxÉ2}, 공역은 {y|0ÉyÉ2}

이다.

이때 주어진 그래프에서

f(x)=

(
{
9
`
x� (0Éx<1)

1� (1ÉxÉ2)

x-1 (2<xÉ3)

,

(g½ f)(x)=

(
{
9
`
2x� (0Éx<1)

2� (1ÉxÉ2)

-2x+6 (2<xÉ3)

    yy㉠

32
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함수 f와 함수 g를 합성하면

(g½ f)(x)‌�=g( f(x))	  

=

(
{
9
`
g(x)	 (0Éx<1)

g(1)� (1ÉxÉ2)

g(x-1)	(2<xÉ3)

    yy㉡

㉠, ㉡이 같아야 하므로

0Éx<1일 때, g(x)=2x

1ÉxÉ2일 때, g(1)=2

2<xÉ3일 때, g(x-1)=-2x+6

이때 g(x-1)=-2x+6`(2<xÉ3)에서

x-1=t로 놓으면 x=t+1이므로

g(t)=-2t+4`(1<tÉ2)

∴ g(x)=[`
2x� (0Éx<1)

-2x+4 (1ÉxÉ2)

즉, 함수 y=g(x)의 그래프는 오

른쪽 그림과 같고, 함수 g(x)를 

이용하여 함수 g(g(x))를 구하면

g(g(x))

=[`
2g(x)� (0Ég(x)<1)

-2g(x)+4 (1Ég(x)É2)

=

(
\
{
\
9

`

2_2x� (0É2x<1)

-2_2x+4� (1É2xÉ2)

-2(-2x+4)+4 (1É-2x+4É2)

2(-2x+4)� (0É-2x+4<1)

=

(

|

{

|

9

`

4x� {0Éx<1
2 }

-4x+4 { 12ÉxÉ1}

4x-4� {1ÉxÉ 3
2 }

-4x+8� { 32<xÉ2}

즉, 함수 y=(g½g)(x)
의 그래프는 오른쪽 그림과 

같고, 방정식

( g½ g)(x)= 1
2 의 실근

은 함수 y=( g½ g)(x)

의 그래프와 직선 y=1
2의 

교점의 x좌표와 같으므로 네 교점의 x좌표를 각각 		

a, b, c, d (a<b<c<d)라 하면 

0ÉxÉ1에서 함수 y=(g½g)(x)의 그래프는 직선 	

x=1
2에 대하여 대칭이므로 

a+b
2 =1

2      

∴ a+b=1

1ÉxÉ2에서 함수 y=(g½g)(x)의 그래프는 직선 	

x=3
2에 대하여 대칭이므로 

c+d
2 =3

2   

∴ c+d=3

따라서 방정식 (g½g)(x)=1
2의 모든 실근의 합은

a+b+c+d=1+3=4� 답 4

함수 y=g(x)의 그래프는 직선 x=1에 대하여 대칭이므로 

(g½g)(x)= 1
2 에서 g(x)=t로 놓으면 g(t)= 1

2

함수 y=g(t)의 그래프와 직선 y=1
2 의 교점의 개수는 2이므로 교점

의 x좌표를 각각 tÁ, tª (tÁ<tª)라 하자.

g(x)=tÁ, g(x)=tª에서 오른쪽 그림 y

xO

2
tª

tÁ

1 2

y=g(x)

y=tª

y=tÁ

a b c d

과 같이 함수 y=g(x)의 그래프와 직

선 y=tÁ의 교점의 x좌표를 각각 a, d 
(a<d)라 하면

a+d 
2 =1    ∴ a+d=2

함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=tª
의 교점의 x좌표를 각각 b, c (b<c)
라 하면 

b+c
2 =1    ∴ b+c=2

방정식 (g½g)(x)= 1
2 의 실근은 a, b, c, d이므로 모든 실근의 합은

a+b+c+d=2+2=4 

BLACKLABEL 특강 참고

집합 A={x|x¾a}에 대하여 A에서 A로의 함수 f(x)가 

역함수를 가지려면 함수 f(x)는 일대일대응이어야 한다. 

즉, f(x)‌=xÛ`-2x-4=(x-1) Û`-5의 그래프에서 대

칭축은 x=1이고, x¾a에서 함수 f(x)는 x의 값이 증

가할 때 y의 값도 증가해야 하므로

a¾1

또한, (정의역)=(공역)=(치역)

이어야 하므로 x¾a에서 오른쪽 

그림과 같이 f(a)=a이어야 한다.

즉, aÛ̀ -2a-4=a에서

aÛ̀ -3a-4=0

(a+1)(a-4)=0

∴ a=4`(∵ a¾1)� 답 4

집합 S={1, 2, 3, 4}의 두 부분집합 X, Y에 대하여 함

수 f：X 1Ú Y의 역함수가 존재하고 X'Y=S,	

X;Y=á이려면 Y=S-X이고 n(X)=n(Y)=2이

어야 한다.

즉, 두 부분집합 X, Y가 될 수 있는 경우는 다음과 같다.

X={1, 2}일 때 Y={3, 4},

X={1, 3}일 때 Y={2, 4},

X={1, 4}일 때 Y={2, 3},

X={2, 3}일 때 Y={1, 4},

X={2, 4}일 때 Y={1, 3},

X={3, 4}일 때 Y={1, 2}

33

34
공집합이 아닌

본문 pp.83~84
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한편, X={1, 2}, Y={3, 4}에 대하여 함수	  

f：X 1Ú Y는 f(1)=3, f(2)=4인 경우와 

f(1)=4, f(2)=3인 경우로 2가지가 존재한다.

따라서 두 부분집합 X, Y가 될 수 있는 6가지 경우에 대

하여 함수 f는 2가지씩 존재하므로 조건을 만족시키는 

함수 f의 개수는

6_2=12� 답 ⑤

다른 풀이

함수 f의 역함수가 존재하고, X'Y=S, X;Y=á이

려면 Y=S-X이고 n(X)=n(Y)=2이어야 한다.

S={1, 2, 3, 4}에서 두 집합 X, Y의 원소를 뽑는 경우

의 수는

¢Cª_ªCª_ 1
2!_2=6�

X={1, 2}, Y={3, 4}에 대하여 함수 f는 다음과 같이 

2가지 경우가 존재한다.

    

따라서 주어진 조건을 만족시키는 함수 f의 개수는

6_2=12

함수 f(x)가 역함수를 갖기 위해서

는 함수 f(x)가 일대일대응이어야 

하므로 함수 y= f(x)의 그래프가 

오른쪽 그림과 같아야 한다. 즉, 함수 

y‌�=xÛ̀ -ax+b	  

={x-a
2 } 2`+b- aÛ`

4

의 그래프의 꼭짓점의 x좌표가 2보다 작거나 같아야 하므로 	

a
2É2에서 aÉ4

또한, 치역이 실수 전체의 집합 R이어야 하므로

f(2)=4-2a+b=0

∴ b=2a-4 

이때 a, b가 음이 아닌 실수이므로

b=2a-4¾0에서�

a¾2

∴ b=2a-4`(2ÉaÉ4) 

따라서 조건을 만족시키는 점

(a, b)가 나타내는 도형은 오른쪽 	

그림과 같은 선분이므로 구하는 도형의 길이는 

"Ã2Û`+4Û`=2'5� 답 2'5

단계 채점 기준 배점

㈎
함수 f(x)가 일대일대응임을 이용하여 실수 a의 값

의 범위를 구한 경우
40%

㈏ 치역이 R임을 이용하여 b를 a에 대하여 나타낸 경우 40%

㈐ 점 (a, b)가 나타내는 도형의 길이를 구한 경우 20%

35

ㄱ.	f(1)=0, f(0)=1이므로

	 f  Û`(1)= f( f(1))= f(0)=1

	 f  Ü`(1)= f( f  Û`(1))= f(1)=0

		  ⋮

	 ∴ f  2n-1(1)=0, f  2n(1)=1

	 또한, f(-1)=2, f(2)=-1이므로 

	 f  Û`(-1)= f( f(-1))= f(2)=-1

	 f  Ü`(-1)= f( f  Û`(-1))= f(-1)=2

		     `⋮

	 ∴ f  2n-1(-1)=2, f  2n(-1)=-1

	 ∴ f  2n(1)+ f  2n+1(-1)=1+2=3 (거짓)

ㄴ.	‌�함수 y= f(x)의 그래프를  

좌표평면 위에 나타내면 오

른쪽 그림과 같다.

	‌� a>0일 때 f(a)<1이므로	

f( f(a))>0,

	‌� b<0일 때 f(b)>1이므로	

f( f(b))<0

	 ∴ f  Û`(a)> f  Û`(b) (참)

ㄷ.	f(x)=[`
xÛ`+1� (x<0)

-x+1 (x¾0)
에서

	 Ú	x<0일 때,

		  f(x)=xÛ̀ +1>1이므로

		  f  Û`(x)= f( f(x))=-(xÛ̀ +1)+1=-xÛ̀

	 Û	0ÉxÉ1일 때,

		  f(x)=-x+1¾0이므로

		  f  Û`(x)= f( f(x))=-(-x+1)+1=x

	 Ü	x>1일 때,

		  f(x)=-x+1<0이므로

		  f  Û̀ (x)= f( f(x))=(-x+1)Û̀ +1=(x-1)Û̀ +1

	 Ú, Û, Ü에서

	 f  Û`(x)=

(
{
9
`
-xÛ`	 (x<0)

x	 (0ÉxÉ1)

(x-1)Û`+1	(x>1)

	‌� 이므로 함수 y= f  Û`(x)의 그

래프는 오른쪽 그림과 같다.

	‌� 이때 직선 y=k`(k는 상수)

와 함수 y= f  Û̀ (x)의 그래프

는 항상 한 점에서 만나므로 

합성함수 f  Û̀ (x)의 역함수가 

존재한다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

다른 풀이

ㄴ. ‌�함수 f(x)는 x의 값이 증가할 때 f(x)의 값이 감소

하는 함수이므로 함수 f Û`(x)는 x의 값이 증가할 때 

f Û`(x)의 값도 증가하는 함수이다. 

따라서 b<0<a인 두 실수 a, b에 대하여 

f Û`(a)> f Û`(b)이다.(참)

36


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ㄷ.	‌�ㄴ에서 함수 f(x)는 일대일대응이므로 역함수가 존

재한다. 즉, 역함수의 성질에 의하여 

	 ( f½ f)-1= f-1½ f-1

	 가 존재하며 함수 f  Û`의 역함수이다.

	 따라서 f  Û`(x)의 역함수가 존재한다. (참)

함수 f(x)가 x의 값이 증가할 때 f(x)의 값이 감소하는 함수이면 

함수 ( f½ f)(x)는 x의 값이 증가할 때 ( f½ f)(x)의 값도 증가하

는 함수이다.

[증명] 함수 f(x)가 x의 값이 증가할 때 f(x)의 값은 감소하므로 

xÁ<xª이면 f(xÁ)> f(xª)
또한, f(xÁ)> f(xª)이면 ( f½ f)(xÁ)<( f½ f)(xª)
따라서 xÁ<xª이면 ( f½ f)(xÁ)<( f½ f)(xª)이므로 함수 

( f½ f)(x)는 x의 값이 증가할 때 ( f½ f)(x)의 값도 증가하는 함

수이다. 

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

2g(x)-(4x+7)=h(x)로 놓으면 

f(h(x))=( f½h)(x)=x

이므로 함수 h(x)는 함수 f(x)의 역함수이다.

∴ h(x)=g(x)
즉, 2g(x)-(4x+7)=g(x)이므로

g(x)=4x+7

함수 g(x)의 역함수가 f(x)이므로 y=4x+7에서

4x=y-7, x= y-7
4

x와 y를 서로 바꾸면 y=x-7
4

∴ f(x)=x-7
4

∴ ((g½ f-1)-1½g)(1)‌�=( f½g -1½g)(1)	  

=( f½I)(1)	  

= f(1)	  

=1-7
4 =-3

2 � 답 -3
2

다른 풀이

((g½ f-1)-1½g)(1)=( f½g -1½g)(1)= f(1)=k

라 하면 

f-1(k)=g(k)=1이므로 에서

4k+7=1, 4k=-6

∴ k=-3
2

∴ ((g½ f-1)-1½g)(1)=-3
2

x+1=t로 놓으면 x=t-1이므로

f(t)= t-1
t

∴ f(x)=x-1
x

37



38

y=x-1
x 에서 xy=x-1

x(1-y)=1, x= 1
1-y

x와 y를 서로 바꾸면

y= 1
1-x     ∴ fÑÚ`(x)= 1

1-x

위의 식에 x 대신에 p+1을 대입하면

fÑÚ`(p+1)= 1
1-(p+1)=-1

p � 답 ②

다른 풀이 1

f(x+1)= x
x+1의 양변에 함수 f-1를 합성하면

f-1( f(x+1))= f-1{ x
x+1 }

∴ f-1{ x
x+1 }=x+1    yy㉠

이때 
x

x+1=p+1이라 하면

x=(x+1)(p+1)

x=xp+x+p+1, xp+p+1=0

xp=-p-1    ∴ x=-
p+1

p  (∵ p+0)

위의 식을 ㉠에 대입하면

f-1(p+1)=-
p+1

p +1=-1
p

다른 풀이 2

f-1(p+1)=k라 하고 양변에 함수 f를 합성하면

f( f-1(p+1))= f(k)

∴ p+1= f(k)

한편, f(x+1)= x
x+1이므로 이 식에 x 대신에 k-1을 

대입하면

f(k)= k-1
k =1-1

k

즉, p+1=1-1
k 이므로 p=-1

k

∴ k=-1
p

∴ f-1(p+1)=-1
p

f(a)+ f(b)= f(ab)    yy㉠

f(4)=a, f(8)=b이므로 a=4, b=8을 ㉠에 대입하면

f(4)+ f(8)= f(4_8)에서 a+b= f(32)

함수 g(x)가 함수 f(x)의 역함수이므로

g(a+b)=32

또한, a=4, b=2를 ㉠에 대입하면

f(4)+ f(2)= f(8)에서 a+ f(2)=b
∴ b-a= f(2)

함수 g(x)가 함수 f(x)의 역함수이므로

g(b-a)=2

∴ g(a+b)-g(b-a)=32-2=30� 답 ④

39
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두 일차함수 f(x), g(x)에 대하여

( f½ g½h)(x)=h(x)이므로 ( f½ g)(x)=x이어야 

한다. 즉, gÑÚ`(x)= f(x)

이때 f(x)=ax+b`(a+0)라 하면 방정식 	

f(x)=h(x)의 근이 1, 3이고 h(x)=xÛ̀ +kx이므로

h(x)- f(x)=xÛ̀ +kx-(ax+b)=(x-1)(x-3)

xÛ`+(k-a)x-b=xÛ̀ -4x+3

위의 등식이 x에 대한 항등식이므로

k-a=-4, -b=3

∴ a=k+4, b=-3

한편, 조건 ㈐에서 함수 y=gÑÚ`(x)+2x의 그래프와 x축

의 교점의 x좌표가 1이므로

gÑÚ`(1)+2=0, g ÑÚ`(1)=-2

즉, f(1)=-2이므로

a-3=-2    ∴ a=1

위의 값을 a=k+4에 대입하면

k=a-4=1-4=-3

∴ f(x)=x-3, h(x)=xÛ̀ -3x

이때 g(2)=c라 하면 f(c)=2이므로

c-3=2    ∴ c=5

∴ f(1)+g(2)+h(4)‌�=(1-3)+5+(4 Û`-3_4)	

=-2+5+4=7� 답 ③

다른 풀이

두 함수 f(x), g(x)가 일차함수이므로

f(x)=ax+b (a+0), g(x)=cx+d (c+0)

라 하자.

조건 ㈎에서 ( f½g½h)(x)=h(x)이므로

f(ch(x)+d)=h(x)

ach(x)+ad+b=h(x)

∴ ac=1, ad+b=0	 yy㉠

조건 ㈏에서 방정식 f(x)=h(x), 즉 h(x)- f(x)=0

의 두 근이 1, 3이고 h(x)가 xÛ`의 계수가 1인 이차함수이

므로

h(x)- f(x)=(x-1)(x-3)=xÛ̀ -4x+3

xÛ̀ +kx-ax-b=xÛ̀ -4x+3

(k-a)x-b=-4x+3

∴ k=a-4, b=-3

b=-3을 ㉠에 대입하면 ad=3 	  yy㉡

한편, g(x)=cx+d에서 y=cx+d라 하면

cx=y-d, x=1
c  y-d

c

x와 y를 서로 바꾸면 y=1
c  x-d

c

∴ gÑÚ̀ (x)=1
c  x-d

c

이때 ㉠, ㉡에서 
d
c = ad

ac =3
1=3이므로

gÑÚ`(x)=1
c  x-3

조건 ㈐에서 함수 y=gÑÚ`(x)+2x의 그래프와 x축의 교

40 점의 x좌표가 1이므로 gÑÚ`(1)+2=0에서

1
c-3+2=0, 1c=1    ∴ c=1

∴ a=1, d=3, k=1-4=-3

따라서 f(x)=x-3, g(x)=x+3, h(x)=xÛ`-3x이

므로

f(1)+g(2)+h(4)=-2+5+4=7

함수 f(x)의 역함수가 존재하므로 함수 f(x)는 일대일

대응이다. 

이때 정의역이 집합 X={1, 2, 3}이고 f  Ü`=I이므로

f(1)=3이면 f(3)=2, f(2)=1이어야 한다. 

따라서 함수 f(x)와 그 역함수 g(x)를 그림으로 나타내

면 다음과 같다.

 

한편, 함수 f(x)의 역함수 g(x)에 대하여 

f½ f½ f=I에서 g Ü`=( f-1)Ü`=( f  Ü`)-1=I-1=I

따라서 gÚ`â`=g, gÚ Ú̀`=gÛ`이므로

gÚ ầ`(2)+gÚ`Ú`(3)‌�=g(2)+gÛ`(3)	  

=3+g(1)	  

=3+2=5� 답 5

함수 f(x)의 역함수가 g(x)이고, f½ f½ f=I이므로

( f½ f)(x)=g(x)이다.

이때 f(1)=3이면 ( f½ f)(1)=g(1)이므로 f(3)=g(1)
Ú	f(3)=g(1)=1일 때,

	 f(3)=1, f(1)=1이 되어 함수 f(x)가 정의되지 않는다.

Û	f(3)=g(1)=2일 때,

	 f(3)=2, f(2)=1이므로 함수 f(x)는 일대일대응을 만족한다.

Ü	f(3)=g(1)=3일 때,

	 f(3)=3, f(3)=1이 되어 함수 f(x)가 정의되지 않는다.

Ú, Û, Ü에서 조건을 만족시키는 함수 f(x)는 f(3)=2, f(2)=1
이다. 

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

점 A의 좌표를 (a, 0) �

x

y

O

D(0, a)

C(b, 0)

B(0, b)

A(a, 0)

y=f(x)

y=x

y=f ÑÚ (x) 	

(a>0), 점 B의 좌표를 

(0, b) (b<0)라 하자.

두 함수 y= f(x), 	

y= f-1(x)의 그래프는 직

선 y=x에 대하여 대칭이

므로 점 C의 좌표는

(b, 0), 점 D의 좌표는 (0, a)이다.

ABÓ='¶34에서 "ÃaÛ`+bÛ`='¶34
∴ aÛ`+bÛ`=34 	  yy㉠

41



( f-1)Ü`‌�= f-1½ f-1½ f-1	  

=( f½ f½ f)-1=( f  Ü`)-1

42
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BCÓ=5'2에서 "ÃbÛ`+bÛ`=5'2
2bÛ`=50, bÛ`=25

∴ b=-5 (∵ b<0) 	  yy㉡

㉠, ㉡에서 aÛ`=9    ∴ a=3 (∵ a>0)

따라서 ACÓ=BDÓ=5+3=8이므로 사각형 ABCD의 넓

이는

1
2_8_8=32� 답 32

사각형의 넓이

사각형 ABCD의 두 대각선의 길이가

A

x

b
a

B C

D  

각각 a, b이고 두 대각선이 이루는 각의 

크기가 x일 때, 넓이 S는

    S= 1
2 ab`sin`x

BLACKLABEL 특강 필수 개념

주어진 함수 y= f(x)의 그래프

에서

f(x)=[`
2x (x<0)

x� (x¾0)

∴ fÑÚ̀ (x)=
(
{
9
`
1
2x (x<0)

x� (x¾0)

ㄱ.	‌�fÑÚ̀ (5)=5이므로	  

fÑÚ`( fÑÚ`(5))= fÑÚ`(5) (참)

ㄴ.	fÑÚ`(-2)=1
2_(-2)=-1 (참)

ㄷ. ‌�함수 y= f(x)가 x의 값이 증가할 때, y의 값도 증가

하는 함수이므로 두 함수 y= f(x), y= fÑÚ`(x)의 그

래프의 교점은 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x

의 교점과 같다.

	‌� 그런데 x¾0일 때, 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 	

y=x는 일치하므로 교점은 무수히 많다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ③

함수 y= f(x)의 그래프와 그  

역함수 y= fÑÚ`(x)의 그래프가 

직선 y=x에 대하여 서로 대칭

이고, 직선 y=-x+k가 직선 

y=x에 대하여 대칭이므로 두 

함수 y= f(x), y= fÑ Ú`(x)의 

그래프가 직선 y=-x+k와 

만나서 생기는 두 점 A, B도 직선 y=x에 대하여 대칭이다.

즉, A(a, b)라 하면 B(b, a)이다.

43

44

이때 점 A(a, b)는 함수 f(x)=xÛ̀ +5
4의 그래프 위에 

있으므로

b=aÛ̀ +5
4     yy㉠

두 점 A, B 사이의 거리는

ABÓ‌�="Ã(b-a)Û`+(a-b)Û`	  

="Ã2(b-a) Û`	  

=¾Ð2{aÛ̀ +5
4-a} 2``(∵ ㉠)	  

=¾Ð2{aÛ̀ -a+1
4+1} 2`	  

=¾Ð2[{a-1
2 }2`+1]2`

즉, 선분 AB의 길이는 a=1
2일 때 최솟값 "Ã2_1Û̀ ='2 를 

갖는다.

a=1
2  을 ㉠에 대입하면

b=1
4+

5
4=

6
4=

3
2

∴ A{ 12 , 
3
2 }

점 A를 지나고 기울기가 -1인 직선의 방정식은

y-3
2=-{x-1

2 }

∴ x+y-2=0

원점과 직선 x+y-2=0 사이의 거리는

|0+0-2|
"Ã1Û`+1Û`

='2

따라서 선분 AB의 길이가 최소일 때의 삼각형 OAB의 

넓이는

1
2_'2_'2=1� 답 1

다른 풀이

두 함수 y= f(x), y= fÑÚ`(x)의 그래프가 직선 

y=-x+k와 만나는 두 점 A, B에 대하여 선분 AB의 

길이가 최소가 되려면 점 A를 지나면서 기울기가 1인 직

선이 함수 y= f(x)의 그래프와 접해야 한다.

이 직선의 방정식을 y=x+c라 하면 방정식

xÛ`+ 5
4=x+c, 즉 4xÛ`-4x+5-4c=0이 중근을 가져

야 하므로 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D
4 =(-2)Û`-4(5-4c)=0에서

16c=16    ∴ c=1

즉, 직선의 방정식은 y=x+1이고 방정식

4xÛ̀ -4x+1=(2x-1) Û`=0에서 x=;2!;이므로

A{ 12 , 
3
2 }

직선 y=-x+k가 점 A{ 12 , 
3
2 }을 지나므로

3
2=-1

2+k에서 k=2

본문 pp.85~86
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한편, 두 함수 y= f(x)와 y= fÑÚ̀ (x)의 그래프가 직선 

y=x에 대하여 서로 대칭이고, 직선 y=-x+k도 직선 

y=x에 대하여 대칭이므로

B{ 32 , 
1
2 }

따라서 두 점 A, B 사이의 거리는

¾Ð{ 32-
1
2 } 2`+{

1
2-

3
2 }2`='2

원점과 직선 y=-x+2, 즉 x+y-2=0 사이의 거리는

|-2|
'2 ='2

이므로 삼각형 OAB의 넓이는

1
2_'2_'2=1

f(x)=|x+2|-|x-3|+1

=

(
{
9
`
-(x+2)+(x-3)+1	(x<-2)

(x+2)+(x-3)+1 	 (-2Éx<3)

(x+2)-(x-3)+1 	 (x¾3)

=

(
{
9
`
-4	(x<-2)

2x 	 (-2Éx<3)

6 	 (x¾3)

이때 직선 mx+y+4m+5=0, 즉 

y=-m(x+4)-5    yy㉠

는 m의 값에 관계없이 항상 점 (-4, -5)를 지나므로 

직선 ㉠과 함수 y=f(x)의 그래프가 서로 다른 세 점에서 

만나려면 직선 ㉠이 두 직선 Ú, Û 사이에 있어야 한다.

3
-2-4

y=f(x)

y

xO

6

-4
-5

ÛÚ

Ú 직선 ㉠이 점 (-2, -4)를 지나는 경우

-4=-2m-5  	    

∴ -m=1
2

Û ‌�직선 ㉠이 점 (3, 6)을 지나는 경우 

6=-7m-5  	   

∴ -m=11 
7

Ú, Û에서 직선 ㉠의 기울기 -m의 값의 범위는

1
2<-m<11 

7

따라서 구하는 m의 값의 범위는 

-11 
7 <m<-1

2 	  	  � 답 -11 
7 <m<-1

2

45

조건 ㈏에서 

f(4x)=4 f(x)	 yy㉠

㉠에서 f(x)=1 
4  f(4x)이므로 

f  { 1 8 }=
1 
4  f  { 1 2 }=

1 
4_

1 
4 f(2)= 1 

16  f(2)

조건 ㈎에서 

f(2)=3-|2_2-5|=2이므로

f  { 1 8 }=
1 
8

㉠에서 

f(196)‌�= f(4_49)=4 f(49)	 

=4_ f  {4_49  
4 }=16 f  { 49  4 } 	  

=16_ f  {4_49  
16 }=64 f  { 49  16 }

조건 ㈎에서 

f{ 49  16 }=3-|2_49  
16-5|=15  

8 이므로

f(196)=64_15  
8 =120

∴ 16 f  { 1 8 }+ f(196)=16_1 
8+120=122 � 답 122

ㄱ. ‌�함수 y= f(x)의 그래프

4 8

8

a
y=a

y

xO

y=f(x)

는 오른쪽 그림과 같고, 

이 그래프와 직선 		

y=a (a>0)의 교점의 x

좌표는

		‌� |2x-8|=a에서	 

2x-8=-a 또는 2x-8=a	  

∴ x=8-a
2  또는 x=8+a

2

		 이때 위의 그림의 색칠한 도형의 넓이가 16이므로

		
1
2 {

8+a 
2 -8-a

2 }_a=16

		 aÛ`=32    ∴ a=4'2 (∵ a>0) (거짓)

ㄴ.		Ú ‌�0Éx<4일 때,	  

f(x)=-2x+8이므로 -2x+8=x에서	  

3x=8    ∴ x=8
3

		 Û ‌�4ÉxÉ8일 때,	  

f(x)=2x-8이므로 2x-8=x에서	 

x=8

		‌� Ú, Û에서 방정식 f(x)=x의 실근은

	‌� x=8
3  또는 x=8이므로 그 개수는 2이다. (참)

ㄷ.		f( f(x))= f(x)에서 f(x)=t로 놓으면

		 f(t)=t

		 Ú ‌�0Ét<4일 때,	 

ㄴ에서 t=8
3이므로 f(x)=8

3 	  

46

47
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|2x-8|=8
3에서	  

2x-8=-8
3  또는 2x-8=8

3 	  

∴ x=8
3  또는 x=16

3

		 Û ‌�4ÉtÉ8일 때,	 

ㄴ에서 t=8이므로 f(x)=8	  

|2x-8|=8에서	 

2x-8=-8 또는 2x-8=8	  

∴ x=0 또는 x=8

		‌� Ú, Û에서 방정식 f(f(x))=f(t)의 실근은 x=0 

또는 x=8
3  또는 x=16 

3  또는 x=8이므로 구하는 모

든 실근의 합은

		 0+8
3+

16 
3 +8=16 (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄴ뿐이다.� 답 ②

다른 풀이

ㄷ. f( f(x))= f(x)에서 f(x)=t로 놓으면

f(t)=t

이때 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x의 교점의 

개수는 2이고 교점의 x좌표를 각각 tÁ, 8`(0<tÁ<4)

이라 하자.

이때 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=tÁ은 서로 

다른 두 점에서 만나고 교점의 x좌표를 각각 a, b 

(a<b)라 하면 

a+b
2 =4    ∴ a+b=8

또한, 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=8은 서로 

다른 두 점에서 만나고 교점의 x좌표는 각각 0, 8이다.

따라서 방정식 f( f(x))= f(x)의 모든 실근의 합은

a+b+0+8=16

정수 n에 대하여 nÉx<n+1일 때 f(x)=n이고, 모든 

자연수 x에 대하여 x>0이므로 x+4>4

0< 1
x+4<

1
4     ∴ 3<3+ 1

x+4<3+1
4 

∴ f  {3+ 1
x+4 }=3

정수 n에 대하여 n-1<xÉn일 때 g(x)=n이므로

g{ f  {3+ 1
x+4 }+

x
6 }=g {3+x

6 }=4에서

3<3+x
6É4, 0<x

6É1

∴ 0<xÉ6

따라서 조건을 만족시키는 자연수 x의 값은 1, 2, 3, 4, 

5, 6이므로 그 합은

1+2+3+4+5+6=21� 답 21

48

01 74	 02 15	 03 2	 04 ④	 05 3

06 3	 07 2 	 08 4	 09 8	 10 6

11 23	 12 6

pp.87~881등급을 넘어서는 종합 사고력 문제STEP3

해결단계

➊ 단계
주어진 등식에서 x, y에 적절한 수 또는 식을 대입하여 함

수 f(x), g(x)를 구한다.

➋ 단계
➊ 단계에서 구한 f(x), g(x)를 이용하여 f(x)-g(x)를 

구한다. 

➌ 단계 f(2)-g(2)의 값을 구한다. 

f(x-g(y))=(x+4yÛ`-1)Ü`-3 	  yy㉠

위의 식이 모든 실수 x, y에 대하여 성립하므로

㉠의 양변에 y=0을 대입하면

f(x-g(0))=(x-1) Ü`-3	 yy㉡

㉡의 양변에 x=g(0)을 대입하면

f(0)={g(0)-1}Ü`-3=5 (∵ f(0)=5)

{g(0)-1}Ü`=8, g(0)-1=2 

∴ g(0)=3

이것을 ㉡에 대입하면 

f(x-3)=(x-1)Ü`-3

위의 식의 양변에 x 대신에 x+3을 대입하면

f(x)=(x+2)Ü`-3	 yy㉢

㉠의 양변에 x=g(y)를 대입하면

f(0)={g(y)+4yÛ`-1} Ü`-3=5

{g(y)+4yÛ`-1}Ü`=8, g(y)+4yÛ`-1=2 

g(y)=-4yÛ`+3

∴ g(x)=-4xÛ`+3	 yy㉣	

㉢-㉣을 하면

f(x)-g(x)=(x+2)Ü`-3+4xÛ̀ -3

∴ f(2)-g(2)=64-3+4_4-3=74  � 답 74

해결단계

➊ 단계 x의 값의 범위에 따라 함수 f(x)의 식을 구한다.

➋ 단계
각 범위에서 직선의 기울기를 비교하여 함수 y= f(x)의 

그래프의 개형을 파악한 후, a, b 사이의 관계식을 구한다.

➌ 단계
조건을 만족시키는 a, b의 값을 각각 구하여 순서쌍 (a, b)
의 개수를 구한다.

Ú	x<-2일 때,

	 f(x)‌�=3(-x+1)+ax+4+b(-x-2)	  

=(a-b-3)x+7-2b

Û	-2Éx<1일 때,

	 f(x)‌�=3(-x+1)+ax+4+b(x+2)	  

=(a+b-3)x+7+2b

Ü	x¾1일 때,

	 f(x)‌�=3(x-1)+ax+4+b(x+2)	 

=(a+b+3)x+1+2b

01

02
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한편, 세 범위 x<-2, -2Éx<1, x¾1에서의 각 직선

의 기울기 a-b-3, a+b-3, a+b+3에 대하여 a, b

는 한 자리 자연수이므로

a-b-3<a+b-3<a+b+3

이때 a+b+3>0이므로 함수 

f(x)가 일대일대응이 되려면 

y= f(x)의 그래프는 오른쪽 

그림과 같아야 한다.

즉, x<-2일 때의 직선의 기

울기가 양수이어야 하므로

a-b-3>0    ∴ a>b+3

따라서 조건을 만족시키는 한 자리 자연수 a, b는 다음과 

같다.

b=1일 때, a>4이므로 a는 5, 6, 7, 8, 9의 5개

b=2일 때, a>5이므로 a는 6, 7, 8, 9의 4개

b=3일 때, a>6이므로 a는 7, 8, 9의 3개

b=4일 때, a>7이므로 a는 8, 9의 2개

b=5일 때, a>8이므로 a는 9의 1개

따라서 구하는 순서쌍 (a, b)의 개수는

5+4+3+2+1=15� 답 15

x=-2에서 두 함수	  

y=(a-b-3)x+7-2b, y=(a+b-3)x+7+2b	  

의 함숫값은 -2a+13으로 같다.

x=1에서 두 함수	  

y=(a+b-3)x+7+2b, y=(a+b+3)x+1+2b	  

의 함숫값은 a+3b+4로 같다. 

blacklabel 특강 참고

해결단계

➊ 단계
ax+2=t로 놓은 후, (g½ f)(x)=xÛ`-x-2를 t에 대하

여 정리하고 함수 g(x)를 구한다.

➋ 단계
➊ 단계 에서 구한 함수 g(x)를 이용하여 g(x)É0인 x의 

값의 범위를 구한다.

➌ 단계
➋ 단계 에서 구한 x의 값의 범위 안에 정수인 해가 7개 이상 

존재하도록 하는 자연수 a의 최솟값을 구한다.

f(x)=ax+2에서 ax+2=t로 놓으면

x= t-2
a  (∵ a+0)

(g½ f)(x)‌�=g( f(x))=xÛ`-x-2에서

g(t)‌�={ t-2
a }2`- t-2

a -2	  

= tÛ`-4t+4
aÛ`

- t-2
a -2	  

=
tÛ`-(a+4)t-2aÛ`+2a+4

aÛ`

∴ g(x)=
xÛ`-(a+4)x-2aÛ`+2a+4

aÛ`
이때 aÛ`>0이므로 부등식 g(x)É0의 해는

xÛ`-(a+4)x-2aÛ`+2a+4É0의 해와 같다.

즉, xÛ`-(a+4)x-(a-2)(2a+2)É0에서

1-2

y

xO

y=f(x)

03

{x+(a-2)}{x-(2a+2)}É0

∴ -a+2ÉxÉ2a+2 (∵ a는 자연수)

위의 x의 값의 범위 안에 정수인 해가 7개 이상 존재하려면

2a+2-(-a+2)+1¾7

3a¾6    ∴ a¾2

따라서 조건을 만족시키는 자연수 a의 최솟값은 2이다.

� 답 2
다른 풀이

f(x)=ax+2이므로

(g½ f)(x)=g( f(x))=xÛ`-x-2에서

g(ax+2)=xÛ`-x-2

ax+2=t로 놓으면 x= t-2
a  (∵ a+0)

∴ g(t)={ t-2
a }2`-{ t-2

a }-2

g(x)É0에서 {x-2
a }2`-{x-2

a }-2É0

{x-2
a +1}{x-2

a -2}É0

-1Éx-2
a É2, -aÉx-2É2a (∵ a는 자연수)

∴ -a+2ÉxÉ2a+2

다음은 와 같다.

해결단계

➊ 단계

f(1)=1에서 fÑÚ`(1)=1이고, 주어진 식의 양변에 a=1, 	
b=1을 대입하여 fÑÚ`(2)의 값을 구한 후, 주어진 식의 양

변에 a=2, b=2를 대입하여 ㄱ의 참, 거짓을 판단한다.

➋ 단계
f(a)=p, f(b)=q라 한 후, 역함수의 성질을 이용하여 	

ㄴ의 참, 거짓을 판단한다.

➌ 단계
ㄴ을 이용하여 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x가 만

나는 점을 찾은 후, ㄷ의 참, 거짓을 판단한다. 

�f(a+b)= fÑÚ`(a)+ fÑÚ`(b)    yy㉠

ㄱ.	f(1)=1이므로 fÑÚ`(1)=1

	 ㉠의 양변에 a=1, b=1을 대입하면

	 f(1+1)= fÑÚ`(1)+ fÑÚ`(1)

	 f(2)=1+1=2    ∴ fÑÚ`(2)=2

	 ㉠의 양변에 a=2, b=2를 대입하면

	 f(2+2)= fÑÚ`(2)+ fÑÚ`(2)

	 ∴ f(4)=2+2=4 (거짓)

ㄴ.	f(a)=p, f(b)=q라 하면

	 fÑÚ`(p)=a, fÑÚ`(q)=b

	 ㉠의 양변에 a=p, b=q를 대입하면

	 f(p+q)= fÑÚ`(p)+ fÑÚ`(q)=a+b

	 ∴ fÑÚ`(a+b)=p+q= f(a)+ f(b) (참)

ㄷ.	ㄴ에서 f( f(a)+ f(b))=a+b이므로

	 f(a)=b, f(b)=a이면 f(a+b)=a+b

	 즉, 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x는 점

	 (a+b, a+b)에서 만난다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④



04
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해결단계

➊ 단계
주어진 함수가 f Á 또는 f ª와 같음을 이용하여 두 함수

f Á, f ª의 조건을 파악한다.

➋ 단계
f Á(x)=x 또는 f ª(x)=x인 경우로 나누어 조건을 만족

시키는 두 일차함수 f Á, f ª를 각각 구한다.

➌ 단계
➋ 단계 에서 구한 두 일차함수 f Á, f ª의 순서쌍 ( f Á, f ª)의 

개수를 구한다. 

f Á½ f ª= f Á 또는 f Á½ f ª= f ª이므로 두 일차함수 f Á, f ª 

중에서 적어도 하나는 y=x이어야 한다.

Ú	 f Á(x)= f ª(x)=x이면 조건을 모두 만족시킨다.

Û	 f Á(x)=x, f ª(x)=ax+b (a+0)인 경우

	 f ª( f ª(x))=a(ax+b)+b=aÛ`x+ab+b

	‌� 이 함수가 f Á(x)=x 또는 f ª(x)=ax+b와 일치해

야 하므로

	 ①	aÛ̀ x+ab+b=x에서 aÛ̀ =1, ab+b=0

		  aÛ`=1에서 a=1 또는 a=-1

		  a=1을 ab+b=0에 대입하면 	  

		  2b=0    ∴ b=0

		  그런데 f ª(x)=x가 아니므로 모순이다.

		  a=-1을 ab+b=0에 대입하면 성립하므로

		  f ª(x)=-x+b

		  f ª(1)=1이므로 -1+b=1    ∴ b=2

		  즉, f ª(x)=-x+2

	 ②	aÛ̀ x+ab+b=ax+b에서 aÛ̀ =a, ab+b=b

		  aÛ̀ =a에서 a=1 (∵ a+0)

		  이것을 ab+b=b에 대입하면 

		  2b=b    ∴ b=0

		  그런데 f ª(x)=x가 아니므로 모순이다.

Ü	 f Á(x)=ax+b`(a+0), f ª(x)=x인 경우

	 Û와 같은 방법으로 계산하면 f Á(x)=-x+2이다.

Ú, Û, Ü에서 구하는 순서쌍 ( f Á, f ª)의 개수는 		

(x, x), (-x+2, x), (x, -x+2)의 3이다.� 답 3

해결단계

➊ 단계
함수 ( f½ f½ f)(x)의 치역을 이용하여 함수 f의 치역을 

구한다.

➋ 단계
f(3)=2, f(4)=4와 함수 f의 치역을 이용하여

f(1), f(2)로 가능한 값들을 구한다. 

➌ 단계 f(1), f(2)의 값을 이용하여 f(1)+f(2)의 값을 구한다.

함수 ( f½ f½ f)(x)의 치역이 {1, 2, 4}이므로 함수 f

의 치역도 {1, 2, 4}이다. 

즉, f(3)=2, f(4)=4이므로 f(a)=1을 만족시키는 

집합 X의 원소 a가 존재한다.

∴ f(1)=1 또는 f(2)=1

이때 3²{1, 2, 4}이므로 f(b)=3을 만족시키는 집합 

X의 원소 b가 존재하지 않는다.

이를 만족시키는 f(1), f(2)의 값은 다음과 같다.

f(1) 1 1 1 2 4

f(2) 1 2 4 1 1

05

06

그런데 f(1)=1, f(2)=1 또는 f(1)=1, f(2)=4 또

는 f(1)=4, f(2)=1이면 ( f½ f½ f)(x)의 치역이 	

{1, 4} 또는 {4}가 되어 모순이다.

따라서 f(1)=1, f(2)=2 또는 f(1)=2, f(2)=1이

어야 하므로 f(1)+ f(2)=3� 답 3

다른 풀이

함수 f의 치역이 {1, 2, 4}이고 3²{1, 2, 4}이므로 3을 

함숫값으로 갖는 정의역의 원소가 존재하지 않는다.

또한, f(3)=2이고, 함수 ( f½ f½ f)(x)의 치역은

{1, 2, 4}이므로 3이 아닌 정의역의 원소 중에서 2를 함

숫값으로 갖는 원소가 존재해야 한다.

이때 f(4)=4이므로 f(1)과 f(2)는 각각 1 또는 2가 

되어야 한다.

즉, f(1)=1, f(2)=2 또는 f(1)=2, f(2)=1이므로

f(1)+ f(2)=3

Ú	f(1)=1, f(2)=1일 때,

	 f( f( f(1)))= f( f(1))= f(1)=1,
	 f( f( f(2)))= f( f(1))= f(1)=1,
	 f( f( f(3)))= f( f(2))= f(1)=1,	  

	 f( f( f(4)))= f( f(4))= f(4)=4이므로

	 함수 ( f½ f½ f)(x)의 치역은 {1, 4}이다.

Û	f(1)=1, f(2)=4일 때,

	 f( f( f(1)))= f( f(1))= f(1)=1, 
	 f( f( f(2)))= f( f(4))= f(4)=4,
	 f( f( f(3)))= f( f(2))= f(4)=4,
	 f( f( f(4)))= f( f(4))= f(4)=4이므로

	 함수 ( f½ f½ f)(x)의 치역은 {1, 4}이다.

Ü	f(1)=4, f(2)=1일 때,

	 f( f( f(1)))= f( f(4))= f(4)=4,
	 f( f( f(2)))= f( f(1))= f(4)=4,
	 f( f( f(3)))= f( f(2))= f(1)=4,
	 f( f( f(4)))= f( f(4))= f(4)=4이므로

	 함수 ( f½ f½ f)(x)의 치역은 {4}이다.

Ú, Û, Ü에서 f(1)=1, f(2)=1 또는 f(1)=1, f(2)=4 또는 

f(1)=4, f(2)=1일 때 조건을 만족시키지 않는다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

해결단계

➊ 단계
함수 y= f(x)의 그래프를 이용하여 함수 y= f( f(x))의 

그래프를 그린다.

➋ 단계
두 집합 A, B의 원소의 조건의 의미를 파악한 후, 집합

A;B를 구하여 n(A;B)를 구한다.

f(x)=

(
|
{
|
9

`

3x	 {0Éx<1
3 }

-3x+2	{ 13Éx<1
2 }

-x+1	 { 12ÉxÉ1}

에서

f( f(x))‌�=

(
|
{
|
9

`

3 f(x)	 {0É f(x)<1
3 }

-3 f(x)+2	{ 13É f(x)<1
2 }

- f(x)+1	 { 12É f(x)É1}

	  



07

본문 pp.87~88
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=

(
|
|
|
{
|
|
|
9

`

3_3x 	 {0Éx<1
9 }

-3_3x+2	 { 19Éx<1
6 }

-3x+1 	 { 16ÉxÉ 1
3 }

-(-3x+2)+1	 { 13ÉxÉ 1
2 }

-3(-x+1)+2	 { 12<xÉ 2
3 }

3(-x+1) 	 { 23<xÉ1}

따라서 함수 y= f( f(x))의 그래프는 [그림 1]과 같다.

⇨

 [그림 1]

이때 f( f(x))-x=0에서 f( f(x))=x이고, 

f(x)-x+0에서 f(x)+x이므로 집합 A;B의 원소

는 함수 y= f( f(x))의 그래프와 직선 y=x의 교점이면

서 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x의 교점이 아닌 

점의 x좌표이다.

즉, 함수 y= f( f(x))의 그래프와 직선 y=x의 교점의 

x좌표는 0, 14 , 
1
2 , 

3
4이고, 함수 y= f(x)의 그래프와  

직선 y=x의 교점의 x좌표는 0, 12이므로

A;B=[ 14 , 
3
4 ]    ∴ n(A;B)=2� 답 2

A={x| f( f(x))-x=0, 0ÉxÉ1}에서 집합 A는 방정식 

f( f(x))-x=0의 실근을 원소로 갖는다.

f( f(x))-x=0에서 f(x)=y로 놓으면 

f(y)-x=0, x= f(y)
즉, 방정식 f( f(x))-x=0의 실근의 개수는 연립방정식 

[`
y= f(x)
x= f(y)

의 해의 개수와 같다.

이때 연립방정식 [`
y= f(x)
x= f(y)

의

y=f(x)

x=f(x)

y=x

1

y

xO 1

1
2

1
3

1
2

 

해의 개수는 두 함수 y= f(x), 	
x= f(y)의 그래프의 교점의 개

수와 같고, 함수 x= f(y)의 그

래프는 함수 y= f(x)의 그래프

를 직선 y=x에 대하여 대칭이동

시킨 것이므로 두 함수 	

y= f(x), x= f(y)의 그래프는 

오른쪽 그림과 같다.

한편, B={x| f(x)-x+0, 0ÉxÉ1}에서 집합 B의 원소는 	

f(x)-x+0, 즉 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=x의 교점의 x
좌표가 아닌 실수 x이다.

따라서 n(A;B)는 두 함수 y= f(x), x= f(y)의 그래프의 교점 

중에서 직선 y=x 위에 있지 않은 교점의 개수와 같다.

∴ n(A;B)=2 

BLACKLABEL 특강 참고

-3x+1=x에서 4x=1    ∴ x= 1
4

-3x+3=x에서 4x=3    ∴ x= 3
4

해결단계

➊ 단계

g(x)=-(x-c)Û`+4, 

h(x)=(a+b+2){ 1
2a +

1
2b+4 

}x라 하고 함수 f(x)

가 일대일대응임을 이용하여 함수 y= f(x)의 그래프의 개

형을 파악한다. 

➋ 단계
함수 y= f(x)의 그래프의 개형을 이용하여 c¾2이고 

g(2)=h(2)임을 파악한다.

➌ 단계
산술평균과 기하평균의 관계를 이용하여 f(2)의 값을 구하

고, a-b+c의 값을 구한다.

g(x)‌�=-(x-c)Û`+4,

h(x)=(a+b+2){ 1
2a 

+ 1
2b+4  }x

라 하면 함수 f(x)=[`
g(x) (x<2)

h(x) (x¾2)
의 역함수가 존재하

므로 f는 일대일대응이어야 한다.

이때 a>0, b>0이므로 직선 �
y=f(x)

x=2

y=h(x)의 기울기는 양수이다. 

따라서 함수 f(x)가 일대일대응이

려면 함수 y= f(x)의 그래프는 오

른쪽 그림과 같아야 한다.

즉, c¾2이고 g(2)=h(2)이어야 

하므로

-(2-c)Û`+4=2(a+b+2){ 1
2a 

+ 1
2b+4  }

=(a+b+2){ 1a 
+ 1

b+2  } 

=1+ a 
b+2  +

b+2  
a 

+1 

=2+ a 
b+2  +

b+2  
a 

	 yy㉠

a 
b+2  >0, b+2  

a 
>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계

에 의하여

2+ a 
b+2  +

b+2  
a 
¾2+2¾̈ a 

b+2  _
b+2  

a 

�  (단, 등호는 a=b+2일 때 성립)

=2+2=4  	   yy㉡

∴ -(2-c)Û`+4¾4

그런데 c¾2인 모든 c에 대하여 

-(2-c) Û`+4É4이므로

-(2-c) Û`+4=4    ∴ c=2

c=2를 ㉠에 대입하면

2+ a 
b+2  +

b+2  
a 

=4

즉, ㉡에서 등호가 성립할 때이므로

a=b+2, a-b=2 

∴ a-b+c=2+2=4 			     �답 4

08
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해결단계

➊ 단계
조건 ㈐의 의미를 파악한 후, f(5)=9를 이용하여 f(7)의 

값을 찾는다.

➋ 단계
조건 ㈏의 의미를 파악한 후, 함수의 정의를 이용하여

g(7), f(1)의 값을 찾는다.

➌ 단계
➊, ➋ 단계 에서 구한 함숫값과 조건 ㈎, ㈏를 이용하여

f(3), g(5)의 값을 찾는다.

➍ 단계 f(3)+g(5)의 값을 구한다.

f(g( f(x)))=x+2 	  yy㉠

f(k)=3이라 하자.

x=k를 ㉠에 대입하면 f(g( f(k)))=k+2

f(g(3))=k+2, f(5)=k+2 (∵ g(3)=5)

f(5)=9이므로 k+2=9

∴ k=7, f(7)=3	 yy㉡

한편, 어떤 x<B에 대하여 g(x)=x이고 g(3)=5이므로

g(5)=5 또는 g(7)=7

이때 g(5)=5이면 f(p)=5라 하고, x=p를 ㉠에 대입

하면

f(g( f(p)))=p+2, f(g(5))=p+2

f(5)=p+2, p+2=9 (∵ f(5)=9)

∴ p=7

그런데 ㉡에서 f(7)=3이므로 모순이다.

즉, g(7)=7

f(q)=7이라 하고, x=q를 ㉠에 대입하면

f(g( f(q)))=q+2, f(g(7))=q+2

f(7)=q+2

㉡에서 f(7)=3이므로

3=q+2

∴ q=1, f(1)=7	 yy㉢

x=5를 ㉠에 대입하면 f(g( f(5)))=7

f(g(9))=7

이때 ㉢에서 f(1)=7이므로

g(9)=1

x=3을 ㉠에 대입하면 f(g( f(3)))=5

이때 합성함수 ( f½g½ f)(x)=x+2가 일대일대응이

므로 함수 f의 정의역의 각 원소는 치역의 서로 다른 원

소에 대응되고, f(1)=7, f(5)=9, f(7)=3이므로

f(3)=5

즉, f(g( f(3)))=5에서 g( f(3))=3이므로

g(5)=3

∴ f(3)+g(5)=5+3=8� 답 8

Ú	f(3)=3일 때,

	 f(g( f(3)))= f(g(3))= f(5)=9
Û	f(3)=7일 때,

	 f(g( f(3)))= f(g(7))= f(7)=3
Ü	f(3)=9일 때,

	 f(g( f(3)))= f(g(9))= f(1)=7
Ú, Û, Ü에서 f(g(f(3)))=5에 모순이므로 f(3)=5이어야 한다. 

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

09



조건 ㈐에서 f(g( f(x)))=x+2이므로 이 식의 x에 적당한 값을 

대입하여 나머지 대응을 모두 찾아야 한다. 

이때 조건 ㈎에서 f(5)=9, g(3)=5이므로 f(g( f(x)))=x+2에 

x=5를 대입하거나 f(x)=3인 x의 값을 미지수로 정하여 대입할 수 

있다. 

한편, 정의역과 공역의 원소의 개수가 같은 두 함수 f `:`A 1Ú`B,

g`:`B 1Ú`A에 대하여 합성함수 ( f½g½ f)(x)=x+2가 일대일

대응이므로 두 함수 f , g 도 일대일대응이어야 한다. 

만약 함수 f가 일대일대응이 아니면 f(xÁ)= f(xª)인 서로 다른 두 

원소 xÁ, xª가 존재한다.

f(xÁ)= f(xª)=a라 하면

f(g( f(xÁ)))= f(g(a))=xÁ+2
f(g( f(xª)))= f(g(a))=xª+2
즉, f(g(a))=xÁ+2=xª+2이므로 xÁ=xª이다. 

그런데 xÁ+xª이므로 모순이다. 따라서 함수 f는 일대일대응이다. 

마찬가지로 함수 g도 일대일대응이다.

서울대 선배들의 추천 PICK 1등급 비법 노하우

해결단계

➊ 단계
g(x)=x-[x]-1

2이라 하고 x의 값의 범위를 나누어 함수 

y=g(x)의 그래프를 그린다.

➋ 단계
f(x)=|g(x)|라 하고, 대칭이동을 이용하여 함수 	

y= f(x)의 그래프를 그린다.

➌ 단계
두 함수 y=f(x), y=1

4 xÛ̀ 의 그래프의 교점의 개수를 이용

하여 방정식 |x-[x]-1
2 |=

1
4 xÛ̀ 의 실근의 개수를 구한다.

f(x)=|x-[x]-1
2 |, g(x)=x-[x]-1

2이라 하자.

  y

-2Éx<-1에서 [x]=-2이므로 g(x)=x+3
2

-1Éx<0에서 [x]=-1이므로 g(x)=x+1
2

0Éx<1에서 [x]=0이므로 g(x)=x-1
2

1Éx<2에서 [x]=1이므로 g(x)=x-3
2

2Éx<3에서 [x]=2이므로 g(x)=x-5
2

y

즉, 함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

f(x)=|g(x)|이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 함수 

y=g(x)의 그래프에서 y¾0인 부분은 그대로 두고,

y<0인 부분은 x축에 대하여 대칭이동하여 그린다.

10
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따라서 두 함수 y= f(x), y=1
4xÛ̀ 의 그래프는 위의 그림

과 같고, 방정식 |x-[x]-1
2 |=

1
4xÛ`의 실근의 개수는 

두 함수 y= f(x), y=1
4 xÛ`의 그래프의 교점의 개수와 

같으므로 6이다.	�  답 6

해결단계

➊ 단계
함수 f(x)가 일대일대응임을 이용하여 a의 값의 범위에 

따른 함수 y= f(x)의 그래프의 개형을 파악한다.

➋ 단계 a<0일 때, 세 교점의 좌표를 구하고 a, b, c의 값을 구한다. 

➌ 단계 a>0일 때, 조건을 만족하지 않음을 파악한다.

➍ 단계 3a+6b-8c의 값을 구한다. 

g(x)=ax+b, h(x)=cxÛ̀ +3x라 하면 함수 

f(x)=[`
g(x) (x<1)

h(x) (x¾1)
의 역함수가 존재하므로 f는 일

대일대응이어야 한다.

Ú a<0일 때, 

직선 y=g(x)의 기울기가 음수이므
y=f(x)

x=1

로 함수 y= f(x)의 그래프는 오른쪽 

그림과 같아야 한다.

∴ c<0 

함수 y= f(x)의 그래프에서 x의 값

이 증가하면 y의 값은 감소하므로 두 

함수 y= f(x), y= f  -1(x)의 그래

프의 세 교점의 좌표를 (-2, p), (1, q), (2, r)이라 

하면 p>q>r

이때 세 점 (p, -2), (q, 1), (r, 2)도 두 함수 	

y= f(x), y= f  -1(x)의 그래프의 교점이므로 p, q, 

r은 -2, 1, 2 중에 하나이다. 

p>q>r이므로 p=2, q=1, r=-2

즉, g(1)=h(1)=1, g(-2)=2, h(2)=-2이므로

g(1)=a+b=1	 yy㉠

g(-2)=-2a+b=2 	  yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=-1
3 , b=4

3

h(1)=c+3=1에서 c=-2

Û a>0일 때, 

직선 y=g(x)의 기울기가 양수

y=f(x)

x=1

이므로 함수 y= f(x)의 그래프

는 오른쪽 그림과 같아야 한다.

∴ c>0 

함수 y= f(x)의 그래프에서 x

의 값이 증가하면 y의 값도 증가

하므로 두 함수 y= f(x), 	

y= f  -1(x)의 그래프의 모든 교점은 직선 y=x 위에 

존재한다. 

11





∴ f(1)=1

그런데 f(1)=1이면 h(1)=1이므로

c+3=1    ∴ c=-2

이는 c>0에 모순이다.

Ú, Û에서 a=-1
3 , b=4

3 , c=-2이므로

3a+6b-8c=-1+8+16=23� 답 23

풀이에서 다음을 이용하였다.

(*) ‌�두 함수 y= f(x), y= f-1(x)의 그래프의 교점이 (a, b)이면 

(b, a)도 교점이다.

[증명] 교점이 (a, b)이므로 f(a)=b, f-1(a)=b
f(a)=b에서 f-1(b)=a, f-1(a)=b에서 f(b)=a
따라서 점 (b, a)도 두 함수 y= f(x), y= f-1(x)의 그래프의 

교점이다.

(**) ‌�함수 f(x)가 x의 값이 증가할 때 f(x)의 값도 증가하는 함수

이면 두 함수 y= f(x), y= f-1(x)의 그래프의 모든 교점은 직

선 y=x 위에 존재한다. 

[증명] 두 함수 y= f(x), y= f-1(x)의 그래프의 교점 (a, b)
에 대하여 a+b라 하자. 이때 *에 의하여 점 (b, a)도 교점이다. 

x의 값이 증가할 때 f(x)의 값도 증가하므로

Ú a<b이면 f(a)< f(b), 즉 b<a이므로 모순이다. 

Û b<a이면 f(b)< f(a), 즉 a<b이므로 모순이다.

Ú, Û에서 a+b이면 모순이므로 a=b이어야 한다.  

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭

두 함수 y= f(x), y= f-1(x)의 그래프는 다음과 같다.

-2
2

1

y=f(x) y=x

y

xO

2

-2

1

y=f ÑÚ (x)

BLACKLABEL 특강 참고

해결단계

➊ 단계

주어진 집합을 A라 하고, 집합 A의 부분집합 중 B, C를 

정한 후 집합 X의 모든 원소의 합을 S(X)라 하면

h(t)=-2+S(C)-S(B;C)임을 파악한다.

➋ 단계 t의 값의 범위에 따른 함수 h(t)를 구한다.

➌ 단계 함수 h(t)의 치역을 구하여 m의 값을 구한다. 

세 집합 A, B, C를 각각

A={x|f(x)=t 또는 g(x)=t, x는 실수}, 

B={x|f(x)=t, x는 실수}, 

C={x|g(x)=t, x는 실수}'
라 하면 A=B'C이므로 집합 A의 원소는 이차함수 

y= f(x)의 그래프와 직선 y=t의 교점의 x좌표 또는 이

차함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t의 교점의 x좌표

이다.

이때 f(x)=g(x)에서 

12
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xÛ̀ +2x=(x-m)Û`+m

xÛ̀ +2x=xÛ̀ -2mx+mÛ`+m

(2m+2)x=mÛ̀ +m

∴ x=mÛ`+m 
2m+2 =

m(m+1)
2(m+1) =m 

2  (∵ m>0)

즉, 두 이차함수 y= f(x), y=g(x)의 그래프의 교점의 

좌표는 {m 
2 , 

mÛ`  
4 +m}이므로

t+mÛ`  
4 +m일 때, B;C=á	 yy㉠ 

t=mÛ`  
4 +m일 때, B;C=[m 

2 ]	 yy㉡ 

한편, 이차함수 f(x)=xÛ̀ +2x=(x+1)Û`-1의 그래프

의 꼭짓점의 좌표는 (-1, -1)이고, 이차함수 	

g(x)=(x-m)Û`+m의 그래프의 꼭짓점의 좌표는 	

(m, m)이므로 두 이차함수 y= f(x), y=g(x)의 그래

프 및 직선 y=t는 다음 그림과 같다.

y=f(x) y=g(x)
y

xO m

m

-1

-1

y=m

y=t`(-1<t<m)

mÛ
4y=t`¦t> +m¥

mÛ
4 +m

m
2

mÛ
4y=t`¦m<t< +m¥

mÛ
4y= +m

이때 직선 y=t`(t>-1)는 이차함수 y= f(x)의 그래

프와 서로 다른 두 점에서 만나고, 이차함수 y= f(x)의 

그래프는 직선 x=-1에 대하여 대칭이므로 직선 y=t

와 이차함수 y= f(x)의 그래프의 교점의 x좌표의 합은 

-2이다. 

즉, 집합 X의 모든 원소의 합을 S(X)라 하면

S(B)=-2 

h(t)=S(B'C)=S(B)+S(C)-S(B;C)	

=-2+S(C)-S(B;C)    yy㉢

이때 t의 값의 범위에 따른 함수 h(t)는 다음과 같다.	

Ú -1<t<m일 때, 

㉠에서 S(B;C)=0

직선 y=t는 이차함수 y=g(x)의 그래프와 만나지 

않으므로 C=á    ∴ S(C)=0

㉢에서 h(t)=-2+0-0=-2

Û t=m일 때, 

㉠에서 S(B;C)=0

직선 y=m은 이차함수 y=g(x)의 그래프와 한 점 

(m, m)에서 만나므로 C={m}    ∴ S(C)=m

㉢에서 h(t)=-2+m-0=m-2

Ü m<t<mÛ`  
4 +m 또는 t>mÛ`  

4 +m일 때, 

㉠에서 S(B;C)=0

직선 y=t는 이차함수 y=g(x)의 그래프와 서로 다

른 두 점에서 만나고, 이차함수 y=g(x)의 그래프는 

직선 x=m에 대하여 대칭이므로 직선 y=t와 이차함수 

y=g(x)의 그래프의 교점의 x좌표의 합은 2m이다.

∴ S(C)=2m

㉢에서 h(t)=-2+2m-0=2m-2

Ý t=mÛ`  
4 +m일 때, 

㉡에서 S(B;C)=m 
2

직선 y=mÛ`  
4 +m은 이차함수 y=g(x)의 그래프와 

서로 다른 두 점에서 만나고, 이차함수 y=g(x)의 그

래프는 직선 x=m에 대하여 대칭이므로 직선 	

y=mÛ`  
4 +m과 이차함수 y=g(x)의 그래프의 교점

의 x좌표의 합은 2m이다.

∴ S(C)=2m

㉢에서 h(t)=-2+2m-m 
2 =3  

2m-2

Ú~Ý에서 함수 h(t)는 다음과 같다.

h(t)=

(
|
{
|
9

`

-2 	 (-1<t<m)

m-2 	 (t=m)

2m-2 	{m<t<mÛ`  
4 +m 또는 t>mÛ`  

4 +m}

3  
2m-2	{t=mÛ`  

4 +m} 

따라서 함수 h(t)의 치역은 

[-2, m-2, 3  2m-2, 2m-2]이고 모든 원소의 합이 

19이므로

-2+(m-2)+{ 3  2m-2}+(2m-2)=19

9  
2m-8=19, 9  2m=27 

∴ m=6 		  � 답 6
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(해001-150)공수2.indb   141 2025. 3. 12.   오후 5:17



142      블랙라벨 공통수학 2

7. 유리함수

01 ①	 02 ①	 03 ③	 04 ⑤	 05 ④

06 [y|yÉ;3!; 또는 y¾3]	 07 3 	 08 ②	 09 ②

10 ②	 11 20	 12 52	 13 ④	 14 ③

pp.91~92출제율 100%  우수 기출 대표 문제STEP1

x-2 
x+2 -

xÛ`-4 
xÛ`+2x-8 

ÖxÛ`-5x+6 
xÛ`+x-12 

= x-2 
x+2 -

xÛ`-4 
xÛ`+2x-8 

_xÛ`+x-12  
xÛ`-5x+6 

= x-2 
x+2 -

(x+2)(x-2)  
(x+4)(x-2)

_
(x+4)(x-3)   
(x-2)(x-3) 

= x-2 
x+2 -

x+2 
x-2

=
(x-2)Û`-(x+2)Û`   

(x+2)(x-2) 

=- 8x  
xÛ`-4

� 답 ①

a  
x+1 +

3x-b  
xÛ`-x+1 

=-5x+c 
xÜ`+1 

의 좌변을 통분하여 정리

하면

a  
x+1 +

3x-b  
xÛ`-x+1 

‌�=
a(xÛ`-x+1)+(3x-b)(x+1) 

(x+1)(xÛ`-x+1)
	

=
(a+3)xÛ`-(a+b-3)x+a-b  

xÜ`+1 

즉, 
(a+3)xÛ`-(a+b-3)x+a-b  

xÜ`+1 
=-5x+c 

xÜ`+1 
가 x에 

대한 항등식이므로 양변의 분자의 동류항의 계수를 비교

하면

a+3=0, a+b-3=5, a-b=c

따라서 a=-3, b=11, c=-14이므로

a-2b+c=-3-2_11+(-14)=-39� 답 ①

다른 풀이

a  
x+1 +

3x-b  
xÛ`-x+1 

=-5x+c 
xÜ`+1 

에서 양변에 xÜ`+1을 곱

하면

a(xÛ̀ -x+1)+(3x-b)(x+1)=-5x+c

		
(a+3)xÛ̀ -(a+b-8)x+a-b-c=0

위의 식이 x에 대한 항등식이므로 양변의 동류항의 계수

를 비교하면

a+3=0, a+b-8=0, a-b-c=0

따라서 a=-3, b=11, c=-14이므로

a-2b+c=-3-2_11+(-14)=-39

01

02

xÜ`+1=(x+1)(xÛ`-x+1)

f(x)=xÛ̀ +4x+3=(x+1)(x+3)이므로

1 
f(1)

+ 1 
f(3)

+ 1 
f(5)

+y+ 1 
f(99)

= 1 
2_4 +

1 
4_6 +

1 
6_8 +y+ 1 

100_102 

=1 
2 [{

1 
2 -

1 
4 }+{

1 
4 -

1 
6 }+{

1 
6 -

1 
8}+y

� +{ 1 
100  -

1 
102  }]

=1 
2 {

1 
2 -

1 
102  }

= 25  
102  

따라서 p=102, q=25이므로

p+q=102+25=127� 답 ③

1

3- 1

3- 1
x

= 1

3- 1
3x-1

x

= 1

3- x
3x-1

= 1
3(3x-1)-x

3x-1

=3x-1
8x-3

즉, 
3x-1
8x-3=

ax+b
cx-3이므로 

a=3, b=-1, c=8

∴ a+b+c=3+(-1)+8=10� 답 ⑤

2x+y
z =

y+z
2x 

= z+2x  
y =k로 놓으면 

2x+y=zk	 yy㉠ 

y+z=2xk	 yy㉡

z+2x=yk	 yy㉢

㉠+㉡+㉢을 하면 

2(2x+y+z)=k(2x+y+z)

2x+y+z+0이므로 양변을 2x+y+z로 나누면 

k=2

㉠-㉡을 하면

2x-z=-k(2x-z)이므로 

2x-z=0    ∴ 2x=z    yy㉣

㉡-㉢을 하면

y-2x=-k(y-2x)이므로 

y-2x=0    ∴ y=2x	 yy㉤

㉣, ㉤에서 2x=y=z

∴ 
(x+y)(y+z)(z+x) 

xyz ‌�=3x_4x_3x 
x_2x_2x 

	

=36xÜ`  
4xÜ` 

=9

	 � 답 ④

03

04

05
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다른 풀이

2x+y
z ‌�=

y+z
2x 

= z+2x  
y 	

=
(2x+y)+(y+z)+(z+2x) 

z+2x+y 	

=
2(2x+y+z)  

2x+y+z =2

2x+y
z =2에서 2x+y=2z	 yy㉥

y+z
2x 

=2에서 y+z=4x	 yy㉦

z+2x  
y =2에서 z+2x=2y	 yy㉧

㉥-㉦을 하면

2x-z=-2(2x-z)이므로

2x-z=0    ∴ z=2x	 yy㉨

㉦-㉧을 하면

y-2x=-2(y-2x)이므로

y-2x=0    ∴ y=2x	 yy㉩

㉨, ㉩에서 2x=y=z

∴ 
(x+y)(y+z)(z+x) 

xyz ‌�=3x_4x_3x 
x_2x_2x 

	

=36xÜ`  
4xÜ` 

=9 

가비의 리 

a`:`b`:`c=d`:`e`:` f , 즉 a 
d 
= b 

e  =
c  
f   
일 때, 

a 
d 
= b 

e  =
c  
f   
= a+b+c 

d+e+f 
=

pa+qb+rc  
pd+qe+rf

가 성립한다.

� (단, d+e+ f+0, pd+qe+rf+0)

BLACKLABEL 특강 참고 

y�=2x+1
2x-1=

(2x-1)+2
2x-1 	  

= 2
2x-1+1= 1

x-1
2

+1�

이므로 함수 y=2x+1
2x-1의 그래프는 함수 y= 1

x  
의 그래

프를 x축의 방향으로 
1
2만큼, y축의 방향으로 1만큼 평행

이동한 것이다.

따라서 -1Éx<1
2  또는�  

1
2<xÉ1에서 함수 y=2x+1

2x-1

의 그래프는 오른쪽 그림과 같

으므로 구하는 치역은 

[y|yÉ 1
3  또는 y¾3]�

� 답 [y|yÉ 1
3  또는 y¾3]



06

주어진 유리함수의 그래프의 두 점근선의 교점의 좌표가 

(-3, 2)이므로 유리함수의 식을

y= k
x+3+2 (단, k+0)

라 할 수 있다.

이 유리함수의 그래프가 점 (-1, -2)를 지나므로

-2= k
2 +2, k2 =-4    ∴ k=-8

∴ y‌�= -8
x+3+2=

-8+2(x+3)
x+3 =2x-2

x+3

따라서 a=2, b=-2, c=3이므로

a+b+c=2+(-2)+3=3� 답 3

다른 풀이

y= ax+b
x+c =

a(x+c)+b-ac
x+c = b-ac

x+c +a

에서 주어진 유리함수의 그래프의 두 점근선의 방정식은 

x=-c, y=a이고, 두 점근선의 교점의 좌표가

(-3, 2)이므로 

-c=-3, a=2    ∴ a=2, c=3

한편, 유리함수 y=2x+b
x+3 의 그래프가 점 (-1, -2)를 

지나므로

-2=-2+b
-1+3 

b-2=-4    ∴ b=-2

∴ a+b+c=2+(-2)+3=3	

f(x)= 5x
x+2=

5(x+2)-10
x+2 =- 10

x+2+5

이므로 유리함수 y= f(x)의 그래프를 x축의 방향으로 p

만큼, y축의 방향으로 q만큼 평행이동한 그래프의 식은

y-q=- 10
(x-p)+2

+5

∴ g(x)=- 10
x-p+2+5+q

즉, 함수 y=g(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식은

x=p-2, y=5+q

함수 y=|g(x)|의 그래프는 함수 y=g(x)의 그래프에

서 y¾0인 부분은 그대로 두고, y<0인 부분은 x축에 대

하여 대칭이동한 것이다.

즉, 함수 y=|g(x)|의 그래프가 y축에 대하여 대칭이려

면 다음 그림과 같이 함수 y=g(x)의 그래프의 두 점근선

의 방정식이 x=0, y=0이어야 한다.

07

08

본문 pp.91~92
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따라서 p-2=0, 5+q=0이므로

p=2, q=-5

∴ p+q=2+(-5)=-3� 답 ②

유리함수 y= f(x)에 대하여 함수 �

y=| f(x)|의 그래프가 y축에 대하여 대

칭이려면 오른쪽 그림과 같이 유리함수 

y= f(x)의 그래프의 점근선이 x=0, 
y=0이어야 한다.

BLACKLABEL 특강 참고

y=-4x+7
2x-3 =

-2(2x-3)+1
2x-3

= 1
2x-3-2=

;2!;

x-;2#;
-2

에서 주어진 유리함수의 그래프의 두 점근선의 방정식은 

x=3
2 , y=-2이므로 두 점근선의 교점의 좌표는 

{ 32 , -2}이다.

이때 직선 y=ax+b는 기울기가 a=Ñ1이고, 두 점근선

의 교점 { 32 , -2}를 지나야 하므로 방정식은 

y=Ñ{x-3
2}-2에서 

y=x-7
2  또는 y=-x-1

2

즉, a=1, b=-7
2  또는 a=-1, b=-1

2이므로

‌�aÛ̀ +4bÛ̀ =1+4_49
4 =50 또는 	 

aÛ̀ +4bÛ̀ =1+4_1
4=2

따라서 aÛ̀ +4bÛ̀ 의 값이 될 수 있는 수는 ② 50이다.� 답 ②

�

유리함수 y= k
x `(k+0)의 그래프의 대칭성을 이용하여 유리함수 

y= k
x-p+q`(k+0)의 그래프의 대칭성을 생각할 수 있다.

유리함수 y= k
x 의 그래프는 두 직선 y=x, y=-x에 대하여 각각

대칭이고, 유리함수 y= k
x-p+q의 그래프는 유리함수 y= k

x 의 그

래프를 x축의 방향으로 p만큼, y축의 방향으로 q만큼 평행이동한 것

이다.

따라서 유리함수 y= k
x-p+q의 그래프는 두 직선 y=x, y=-x를 

각각 x축의 방향으로 p만큼, y축의 방향으로 q만큼 평행이동한 두 직

선 y=(x-p)+q, y=-(x-p)+q에 대하여 각각 대칭이다. 

BLACKLABEL 특강 참고

09

y= ax-aÛ`+16
x-a =

a(x-a)+16
x-a = 16

x-a+a

이므로 주어진 유리함수의 그래프의 두 점근선의 방정식

은 x=a, y=a이다.

이때 a>0이므로 주어진 유리함수의 그래프가 모든 사분

면을 지나려면 다음 그림과 같아야 한다.

즉, x=0일 때의 함숫값이 0보다 작아야 하므로

-16
a +a<0

a>0이므로 위의 부등식의 양변에 a를 곱하면

-16+aÛ̀ <0, (a+4)(a-4)<0

∴ 0<a<4 (∵ a>0)

따라서 조건을 만족시키는 자연수 a는 1, 2, 3의 3개이다.

� 답 ②

y=-2x+2
x-3 =-2(x-3)-4 

x-3 =- 4
x-3 -2		

이므로 함수 y=-2x+2
x-3 의 그래프는 함수 y=-4

x 의 

그래프를 x축의 방향으로 3만큼, y축의 방향으로 -2만

큼 평행이동한 것이다.

y

x
O 3 4 7

-3

-2

-6

-2x+2
x-3

y=

y=-2

x=3

따라서 4ÉxÉ7에서 함수 y=-2x+2
x-3 의 그래프는 위

의 그림과 같으므로 x=7일 때 최댓값 -3, x=4일 때 

최솟값 -6을 갖는다.

즉, a=7, b=-3, c=4, d=-6이므로 

a-b+c-d=7-(-3)+4-(-6)=20	 �답 20

y=3x+10 
x+3 =

3(x+3)+1
x+3 = 1

x+3 +3

이므로 함수 y=3x+10 
x+3 의 그래프는 함수 y= 1

x 의 그래

프를 x축의 방향으로 -3만큼, y축의 방향으로 3만큼 평

행이동한 것이다.

10

11

12
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y(cx+2)=bx+1, (cy-b)x=-2y+1

x=-2y+1
cy-b

x와 y를 서로 바꾸면 

y=-2x+1
cx-b     ∴ g -1(x)=-2x+1

cx-b

㉠에서

-2x+a
x+1 =-2x+1

cx-b

∴ a=1, b=-1, c=1

∴ a+b+c=1	�  답 ③

다른 풀이 1

에서 두 함수 f(x), g(x)는 서로 역함수 관계이다.

f(x)‌�=-2x+a
x+1 =-2(x+1)+a+2

x+1 = a+2
x+1-2

에서 유리함수 y= f(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식

은 x=-1, y=-2이므로 두 점근선의 교점의 좌표는

(-1, -2)이다.

점 (-1, -2)와 직선 y=x에 대하여 대칭인 점의 좌표는

(-2, -1)이므로 함수 f(x)의 역함수 g(x)는

g(x)‌�= a+2
x+2-1=

a+2-(x+2)
x+2 =-x+a

x+2

이때 g(x)= bx+1
cx+2이므로

a=1, b=-1, c=1

∴ a+b+c=1

다른 풀이 2

에서 두 함수 f(x), g(x)는 서로 역함수 관계이다.

유리함수 f(x)=-2x+a
x+1 의 역함수는

f -1(x)=-x+a
x+2  

즉, g(x)= f -1(x)에서 
-x+a
x+2 = bx+1

cx+2이므로

a=1, b=-1, c=1

∴ a+b+c=1

유리함수 y= k
x-p+q의 그래프에서 두 점근선의 교점의 좌표는

(p, q)이고 상수 k는 곡선의 모양을 결정한다.

역함수 관계인 두 함수의 그래프는 직선 y=x에 대하여 대칭이고, 점 

(p, q)를 직선 y=x에 대하여 대칭이동하면 점 (q, p)이므로 유리함

수 y= k
x-p+q의 역함수는 y= k

x-q+p이다. 

BLACKLABEL 특강 참고

← 본문 90쪽 비법노트Ⓒ

이때 직선 y=kx+3k, 즉 y=k(x+3)은 k의 값에 관계

없이 항상 점 (-3, 0)을 지나므로 이 직선과 함수 	

y=3x+10 
x+3 의 그래프가 -2ÉxÉ1에서 만나려면 직선

이 다음 그림과 같이 직선 Ú 또는 직선 Û이거나 두 직

선 Ú, Û 사이에 있어야 한다.

3x+10
x+3

y=

13
4

y

xO-2

-3

3

4

Ú

Û

1

y=3

x=-3

Ú 직선 y=kx+3k가 점 (-2, 4)를 지날 때, 

4=-2k+3k    ∴ k=4

Û 직선 y=kx+3k가 점 {1, 13 4 }을 지날 때, 

13 
4 =k+3k, 4k=13 

4

∴ k=13 
16

Ú, Û에서 
13 
16ÉkÉ4이므로 조건을 만족시키는 실수 k

의 최댓값은 M=4, 최솟값은 m=13 
16이다.

∴ 16Mm=16_4_13 
16=52� 답 52

f(x)= x
1-x  이므로

f  Û`(x)= f( f(x))= f{ x
1-x }=

x
1-x

1- x
1-x

  = x
1-2x

f  Ü`(x)‌�= f( f  Û`(x))= f{ x
1-2x }=

x
1-2x

1- x
1-2x

	  

= x
1-3x

	    `⋮

∴ f  n(x)= x
1-nx

즉, f  20(x)= x
1-20x=ax+b

cx+1이므로

a=1, b=0, c=-20

∴ a+b+c=-19� 답 ④

g( f(x))=x에서 (g½ f)(x)=x

∴ f(x)=g-1(x)    yy㉠

이때 y= bx+1
cx+2이라 하면 

13

14


본문 p.92
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01 22	 02 ④	 03 ⑤	 04 ②	 05 15

06 ①	 07 5	 08 5	 09 2	 10 ③

11 85	 12 14	 13 
9
4 	 14 ②	 15 8

16 ①	 17 2	 18 36	 19 ④	 20 1<kÉ3

21 4	 22 9	 23 -2	 24 8	 25 ②

26 32	 27 1, f-1(x)= 2x
x+3 `(-3<xÉ3)	

28 ④	 29 ③	 30 ①

pp.93~971등급을 위한 최고의 변별력 문제STEP2

2
xÛ`-1

+ 6
xÛ`-9 

+ 10 
xÛ`-25 

+y+ 42
xÛ̀ -441 

= 2  
(x-1)(x+1)

+ 6  
(x-3)(x+3) 

+ 10  
(x-5)(x+5) 

+y+ 42  
(x-21)(x+21) 

={ 1
x-1 -

1
x+1 }+{

1
x-3 -

1
x+3 }

+{ 1
x-5 -

1
x+5 }+y

+{ 1
x-19 -

1
x+19  }+{

1
x-21 -

1
x+21 }

={ 1
x-1 -

1
x+21 }+{

1
x-3 -

1
x+19  }

+{ 1
x-5 -

1
x+17  }+y+{ 1

x-21 -
1

x+1 }

= 22 
(x-1)(x+21)

+ 22 
(x-3)(x+19) 

+

+ 22 
(x-5)(x+17) 

+y+ 22 
(x-21)(x+1)

=22[ 1 
(x-1)(x+21)

+ 1 
(x-3)(x+19) 

+ 1 
(x-5)(x+17) 

+y+ 1 
(x-21)(x+1) 

]

∴ k=22� 답 22

부분분수로 변형하여 다음과 같이 계산할 수 있다.

⑴ 1
(x+a)(x+b) 

= 1
b-a 

{ 1
x+a- 1

x+b } (단, a+b)

⑵ 1
(x-a)(x+a) 

= 1
2a {

1
x-a- 1

x+a } (단, a+0) 

BLACKLABEL 특강 참고

욕조의 부피를 V, 세 수도꼭지 A, B, C에서 매분 나오

는 물의 양을 각각 a, b, c라 하면

V
a+b=p이므로 a+b=V

p  	  yy㉠

V
b+c=q이므로 b+c=V

q 	 yy㉡

V
c+a=r이므로 c+a=V

r 	 yy㉢

㉠+㉡+㉢을 하면 

01

02

2(a+b+c)=V
p +V

q +V
r

∴ a+b+c=
V(pq+qr+rp)

2pqr

따라서 세 수도꼭지 A, B, C를 동시에 사용하여 욕조에 

물을 가득 채우는 데 걸리는 시간은

V
a+b+c=

V
V(pq+qr+rp)

2pqr

=
2pqr

pq+qr+rp � 답 ④

ㄱ.		‌‌�x+ 1
x=-1에서 x+0이므로 양변에 x를 곱하여 정

리하면

		 xÛ`+x+1=0

		 ∴ 1+ 1
x+ 1

x2=
xÛ`+x+1

x2 =0 (참)

ㄴ.		x+ 1
x=-1에서

		 xÛ`+ 1
x2 ‌�={x+

1
x }

Û`-2=(-1)Û`-2=-1

		 ∴ ‌�2xÛ`+4x-3+ 4
x+ 2

x2 	  

=2 {xÛ`+ 1
x2}+4 {x+1

x }-3	  

=2_(-1)+4_(-1)-3	  

=-9 (참)

ㄷ.		‌�x3n+2+x3n+1+x3n+ 1
x3n+

1
x3n+1+

1
x3n+2 	  

=x3n(xÛ̀ +x+1)+ 1
x3n {1+

1
x+ 1

x2}	  

=x3n_0+ 1
x3n_0 (∵ ㄱ)	  

=0 (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

다른 풀이

ㄷ.		x+ 1
x=-1에서 x+0이므로 xÛ̀ +x+1=0

		 양변에 x-1을 곱하면 (x-1)(xÛ̀ +x+1)=0

		 xǛ -1=0    ∴ xǛ =1

		 ∴ ‌�x3n+x3n+1+x3n+2+ 1
x3n+

1
x3n+1+

1
x3n+2 	  

=1+x+xÛ̀ +1+ 1
x+ 1

xÛ`
	  

=0 (∵ ㄱ) (참)

1
a+1

b+
1
c=

bc+ca+ab 
abc =0에서

ab+bc+ca=0

03

04
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ㄱ.		
a

(a+b)(a+c)
+ b

(b+c)(b+a)
+ c

(c+a)(c+b)

		 =
a(b+c)+b(c+a)+c(a+b)

(a+b)(b+c)(c+a)

		 =
2(ab+bc+ca)

(a+b)(b+c)(c+a)
=0 (∵ ab+bc+ca=0)

� (참)

ㄴ.		a+0, b+0, c+0이므로 
1
a+1

b+
1
c=0의 양변에

		 a를 곱하면 1+ a
b+

a
c =0    ∴ 

a
b+

a
c =-1

		 b를 곱하면 
b
a+1+ b

c=0    ∴ 
b
a+ b

c=-1

		 c를 곱하면 
c
a+ c

b+1=0    ∴ 
c
a+ c

b=-1

		 ∴ ‌�
b+c
a + c+a

b + a+b
c 	  

= b
a+

c
a+

c
b+

a
b+

a
c +

b
c 	  

={ab+
a
c }+{

b
a+ b

c }+{
c
a+ c

b }	  

=-3 (참)

ㄷ.		(a-b)Û`+(b-c)Û`+(c-a)Û`

		 =aÛ`-2ab+bÛ`+bÛ`-2bc+cÛ`+cÛ`-2ca+aÛ`

		 =2(aÛ`+bÛ`+cÛ`-ab-bc-ca)

		 =2(aÛ`+bÛ`+cÛ`) (∵ ab+bc+ca=0)

		 이므로

		
aÛ`+bÛ`+cÛ`

(a-b)Û`+(b-c)Û`+(c-a)Û`
�= aÛ`+bÛ`+cÛ`

2(aÛ`+bÛ`+cÛ`)
	

=1
2  (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.� 답 ②

다른 풀이

ㄴ. 
1
a+

1
b+

1
c=0의 양변에 a+b+c를 곱하면

(a+b+c){ 1a+1
b+

1
c }=0

1+a
b+

a
c+

b
a+1+ b

c+
c
a+ c

b+1=0

b+c
a + c+a

b + a+b
c +3=0

∴ 
b+c
a + c+a

b + a+b
c =-3 

165
98 =1+ 1

98
67

=1+ 1

1+ 1
67
31

	 =1+ 1

1+ 1

2+ 1
31
5

=1+ 1

1+ 1

2+ 1

6+1
5

이므로 f{ 16598 }=1+1+2+6+5=15� 답 15

05

다른 풀이

mk

nk
=ak+

1
mk+1

nk+1

� (단, k는 음이 아닌 정수이고, m¼=q, n¼=p)

이라 하면

mk+1=nk,

ak=(mk를 nk로 나누었을 때의 몫),

nk+1=(mk를 nk로 나누었을 때의 나머지)

이것을 이용하여 aÇ을 구하면

165=98_1+67에서

a¼=1, 
m1

n1
= 98

67

98=67_1+31에서

aÁ=1, 
m2

n2
= 67

31

67=31_2+5에서

aª=2, 
m3

n3
=31

5

31=5_6+1에서

a£=6, 
m4

n4
=5

1이므로

a¢=5

∴ f{ 16598 }‌�=a¼+aÁ+aª+a£+a¢	  

=1+1+2+6+5=15

4
n(n+1)(n+2)

‌�= a
n(n+1)

- b
(n+1)(n+2)

	  

=
a(n+2)-bn

n(n+1)(n+2)
	  

=
(a-b)n+2a

n(n+1)(n+2)
`(a, b는 상수)

라 할 때, 위의 등식은 n에 대한 항등식이므로

a-b=0, 2a=4

∴ a=b=2

즉, 
4

n(n+1)(n+2)
= 2

n(n+1)
- 2

(n+1)(n+2)
이므로

f(1)+ f(2)+ f(3)+y+ f(10)

=2[{ 1
1_2-

1
2_3}+{

1
2_3-

1
3_4}

+{ 1
3_4-

1
4_5}+y+{ 1

10_11-
1

11_12 }]

=2{ 1
1_2-

1
11_12}

=2_ 65
132=

65
66

따라서 p=66, q=65이므로

p+q=131� 답 ①

06



본문 p.93
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다른 풀이

f(n)‌�= 4
n(n+1)(n+2)

	  

= 4
n+1_

1
n(n+2)

	  

= 4
n+1_

1
2{

1
n- 1

n+2}	  

=2[ 1
n(n+1)

- 1
(n+1)(n+2)

]

다음은 와 같다.

부분분수

분모가 세 식의 곱인 경우의 부분분수는 다음과 같이 계산한다.

1
ABC= 1

C-A {
1

AB- 1
BC }

[증명] 1
ABC ‌�= 1

B_ 1
AC= 1

B_ 1
C-A {

1
A- 1

C }	  

= 1
C-A {

1
AB- 1

BC } 

BLACKLABEL 특강 필수 개념

y=4x+k
x-2 =

4(x-2)+k+8
x-2 = k+8

x-2+4

이므로 함수 y=4x+k
x-2 의 그래프는 함수 y= k+8

x 
의 그

래프를 x축의 방향으로 2만큼, y축의 방향으로 4만큼 평

행이동한 것이고, 두 점근선의 방정식은 x=2, y=4이다.

이때 aÉxÉ1에서 최댓값이 

5
2로 4보다 작으므로 주어진 

유리함수의 그래프는 오른쪽 

그림과 같아야 한다.

x=1일 때 최솟값 1을 가지므로

4+k
1-2=1, 4+k=-1

∴ k=-5    ∴ y=4x-5
x-2

x=a일 때 최댓값 
5
2 를 가지므로 

4a-5
a-2 =5

2

8a-10=5a-10, 3a=0    ∴ a=0

∴ a-k=0-(-5)=5� 답 5

y= x-4
x-a=

(x-a)+a-4
x-a = a-4

x-a+1이므로 유리함

수 y= x-4
x-a의 그래프의 두 점근선의 방정식은 x=a, 	

y=1이고,

y=-ax+1
x-2 =

-a(x-2)-2a+1
x-2 =-2a+1

x-2 -a이

므로 유리함수 y=-ax+1
x-2 의 그래프의 두 점근선의 방

정식은 x=2, y=-a이다.

07

08

그런데 0<a<2이면 네 점근

선으로 둘러싸인 도형의 넓이

는 18보다 작으므로 오른쪽 그

림과 같이 a>2이어야 한다.

이때 넓이가 18이므로

(a-2)(1+a)=18에서

aÛ̀ -a-2=18, aÛ̀ -a-20=0

(a+4)(a-5)=0    ∴ a=5`(∵ a>2)� 답 5

다른 풀이

에서 두 유리함수 y= x-4
x-a , y=-ax+1

x-2 의 그래프의 

점근선으로 둘러싸인 도형은 가로의 길이가 |a-2|, 세

로의 길이가 |a+1|인 직사각형이다.

이때 도형의 넓이가 18이므로

|a+1|_|a-2|=18

|(a+1)(a-2)|=18, |aÛ̀ -a-2|=18 

∴ aÛ̀ -a-2=18 또는 aÛ`-a-2=-18

Ú aÛ̀ -a-2=18일 때, 

aÛ̀ -a-20=0, (a+4)(a-5)=0 

∴ a=-4 또는 a=5

Û aÛ̀ -a-2=-18일 때, 

aÛ`-a+16=0이고, 이 이차방정식의 판별식을 D라 

하면

D=(-1)Û`-4_1_16=-63<0

이므로 서로 다른 두 허근을 갖는다.

Ú, Û에서 a=5 (∵ a>0)

유리함수 y= ax+b
cx+d 의 그래프의 점근선은 분모 cx+d가 0이 될 때

의 x의 값, 즉 - d
c 와 분모, 분자의 x의 계수의 비, 즉 a

c 가 결정한다. 

이를 알면 점근선을 쉽게 구하고, 유리함수의 그래프를 쉽게 그릴 수 

있다. 

BLACKLABEL 특강 참고

x+-a인 모든 실수 x에 대하여 유리함수 	

f(x)= bx+c
x+a 가 f(2-x)+f(2+x)=2를 만족시키므

로 이 유리함수의 그래프는 점 (2, 1)에 대하여 대칭이다.

즉, 두 점근선의 방정식이 x=2, y=1이므로

f(x)= bx+c
x+a = b(x+a)+c-ab

x+a = c-ab
x+a +b에서

-a=2, b=1    ∴ a=-2, b=1

또한, 유리함수 f(x)=x+c
x-2 에 대하여 f(3)=3이므로

3+c
3-2=3, 3+c=3    ∴ c=0

즉, f(x)= 2
x-2+1이므로 이 유리함수의 그래프는 함

수 y=2
x의 그래프를 x축의 방향으로 2만큼, y축의 방향

09

f(a-x)+f(a+x)=2b : 함수 y=f(x)의 그래프는 점 (a, b)에 대하여 대칭


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으로 1만큼 평행이동한 것과 같다.

따라서 -1ÉxÉ1에서 유리

함수 y= f(x)의 그래프는 오

른쪽 그림과 같으므로

x=-1일 때 최댓값 M=1
3 , 

x=1일 때 최솟값 m=-1을 

갖는다.

∴ 3M-m=3_1
3-(-1)=2� 답 2

다른 풀이 1

유리함수 f(x)= bx+c
x+a 의 그래프가 점 (2, 1)에 대하여 

대칭이므로 유리함수의 식을 f(x)= k
x-2+1 (k+0)

이라 할 수 있다.

이때 유리함수 f(x)= k
x-2+1이 f(3)=3을 만족시키

므로 f(3)=k+1=3    ∴ k=2

∴ f(x)= 2
x-2+1

다음은 와 같다.

다른 풀이 2

f(3)=3에서 
3b+c 
3+a 

=3 

∴ c=3a-3b+9  	   yy㉠

f(2-x)+ f(2+x)=2에서 

b(2-x)+c 
(2-x)+a + b(2+x)+c

(2+x)+a =2

(2b-bx+c)(2+a+x)+(2b+bx+c)(2+a-x)  
(2+a-x)(2+a+x)    =2

-2bxÛ̀ +8b+4ab+2ac+4c=-2xÛ̀ +2aÛ̀ +8a+8

위의 식이 x에 대한 항등식이므로

-2b=-2 	 yy㉡

8b+4ab+2ac+4c=2aÛ̀ +8a+8 	  yy㉢

㉡에서 b=1, ㉠에서 c=3a+6

이것을 ㉢에 대입하면 

aÛ̀ +5a+6=0, (a+3)(a+2)=0

이때 a=-3이면 f(3)이 정의되지 않으므로

a=-2, c=0

∴ f(x)= x
x-2=

2
x-2+1

다음은 와 같다.

함수 y= f(x)의 그래프가 점 � y

xO

y=f(x)
f(a+p)

f(a-p)

b

a-p a+pa

(a, b)에 대하여 대칭이면 실

수 p에 대하여

f(a-p)+f(a+p) 
2 =b

이므로

f(a-p)+ f(a+p)=2b
따라서 함수 y= f(x)의 그래

프가 점 (a, b)에 대하여 대칭

이면 f(a-x)+ f(a+x)=2b이다. 

BLACKLABEL 특강 참고

ㄱ. ‌�0<a<b인 두 실수 a, b에  

대하여 f(a)=f(b)가 성립

하므로 오른쪽 그림과 같이 

a<1<b이고, x>1일 때 	

0< f(x)<1이므로	

0< f(b)<1 (참)

ㄴ. ‌�| 1x-1|=1에서 x=1
2이므로 

1
2<a<1, b>1이다.

� (거짓)

ㄷ. ‌�f(a)=| 1a-1|=1
a-1=1-a

a , 	  

f(b)=| 1b-1|=1-1
b=

b-1
b  (∵ ㄴ)이므로	  

f(a) f(b)�=1-a
a _ b-1

b 	  

=-
(a-1)(b-1)

ab  (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

두 직선 y=x-15, y=-x+20의 교점의 x좌표를 구하면

x-15=-x+20 , 2x=35

∴ x=35
2 , y=35

2 -15=5
2

즉, 두 직선의 교점의 좌표는 { 352 , 
5
2 }이고 유리함수

y= f(x)의 그래프가 두 직선 y=x-15, y=-x+20

에 대하여 각각 대칭이므로 유리함수 y= f(x)의 그래프

의 두 점근선의 방정식은 x=35
2 , y=5

2이다.

함수 y= f(x)의 그래프가 점 { 352 , 
5
2 }에 대하여 대칭이

므로 함수 y= f(x)의 그래프 위의 두 점

{ 352 -a, f{ 352 -a}}, { 352 +a, f{ 352 +a}}를 이은 

선분의 중점이 점 { 352 , 
5
2 }이어야 한다. 

즉, 
f{ 352 -a}+ f{ 352 +a}

2 =;2%;이므로

f{ 352 -a}+ f{ 352 +a}=5

위의 식에 a 대신 
35
2 -x를 대입하여 정리하면

f(x)+ f(35-x)=5

위의 식에 x=1, 2, y, 17을 대입하면

f(1)+ f(34)‌�= f(2)+ f(33)=y= f(17)+ f(18)	

=5

10

11

본문 pp.93~94
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∴ ‌�f(1)+ f(2)+ f(3)+y+ f(34)	  

={ f(1)+ f(34)}+{ f(2)+ f(33)}+y	  

� +{ f(17)+ f(18)}	

=5_17=85� 답 85

단계 채점 기준 배점

㈎ 두 직선 y=x-15, y=-x+20의 교점을 구한 경우 20%

㈏
유리함수 y= f(x)의 그래프가 ㈎에서 구한 점에 대

하여 대칭임을 파악한 경우
30%

㈐
유리함수 y= f(x)의 그래프에서 대칭인 두 점 사이

의 관계식을 구한 경우 
30%

㈑ f(1)+f(2)+f(3)+y+f(34)의 값을 구한 경우 20%

조건 ㈎에서

f(x)=[`
-x+2	(-3Éx<0)

x+2	 (0ÉxÉ3)

조건 ㈏에서 x-3=x '으로 놓으면

f(x ')= f(x '+6)
따라서 조건 ㈎, ㈏를 모두 만족시키는 함수 y= f(x)의 

그래프는 다음 그림과 같다.

Ú	a=0일 때,

	‌� y= ax
x-3=0이므로 함수 y= f(x)의 그래프와 직선 

y=0은 서로 만나지 않는다.

Û	a+0일 때,

	‌� y= ax
x-3=

a(x-3)+3a
x-3 = 3a

x-3+a이므로 이 유

리함수의 그래프의 두 점근선의 방정식은 x=3, y=a

이고 이 그래프는 항상 점 (0, 0)을 지난다.

	‌� a<0일 때, 	  

두 함수 y= f(x), y= ax 
x-3의 그래프는 다음 그림

과 같이 한 점에서 만나므로 조건을 만족시키지 않는

다.

	

	‌ �따라서 두 함수 y= f(x), y= ax
x-3의 그래프가 무

수히 많은 점에서 만나려면 a>0이어야 하고, 유리함

12

수 y= ax
x-3의 그래프가 다음 그림과 같아야 한다.

	‌� 즉, 유리함수 y= ax
x-3의 그래프의 점근선 y=a가 

함수 y= f(x)의 그래프와 만나야 하므로

	 2ÉaÉ5
Ú, Û에서 조건을 만족시키는 정수 a는 2, 3, 4, 5이므

로 그 합은

2+3+4+5=14� 답 14

y=x+1
x-1=

(x-1)+2
x-1 = 2

x-1+1

이 유리함수의 그래프의 두 점

근선의 방정식은 x=1, y=1

이므로 2ÉxÉ3에서 그래프

는 오른쪽 그림과 같다.

한편,

y‌�=axÛ̀ -2ax+a+1	 

=a(x-1)Û`+1, 

y=bxÛ̀ -2bx+b+1=b(x-1)Û`+1이므로 두 이차함수

의 그래프의 꼭짓점의 좌표는 모두 (1, 1)이다.

주어진 부등식이 2ÉxÉ3에서 항상 성립하도록 하는 상

수 a의 값은 위의 그림의 Ú과 같이 이차함수 	  

y=a(x-1)Û`+1의 그래프가 점 (3, 2)를 지날 때 최대

이고, b의 값은 Û와 같이 이차함수 y=b(x-1)Û`+1의 

그래프가 점 (2, 3)을 지날 때 최소이다.

즉, y=a(x-1) Û`+1에 x=3, y=2를 대입하면

2=a(3-1) Û`+1

2=4a+1    ∴ a=1
4=M

y=b(x-1) Û`+1에 x=2, y=3을 대입하면

3=b(2-1) Û`+1

3=b+1    ∴ b=2=m

∴ M+m=1
4+2=9

4 � 답 
9
4

13
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Ⅲ. 함수와 그래프     151

부등식을 이용하여 a, b의 값의 범위를 구할 수도 있다.

2ÉxÉ3이므로 x-1>0

y= x+1
x-1=

(x-1)+2
x-1 = 2

x-1+1에서

a(x-1)Û`+1É 2
x-1+1Éb(x-1)Û`+1

a(x-1)Û`É 2
x-1Éb(x-1)Û`

위의 식의 양변을 (x-1)Û`으로 나누면 aÉ 2
(x-1)Ü`

Éb� yy㉠

또한, 2ÉxÉ3에서 1Éx-1É2이므로

1É(x-1)Ü`É8, 18É
1

(x-1)Ü`
É1

∴ 14É
2

(x-1)Ü`
É2� yy㉡

2ÉxÉ3에서 ㉠이 항상 성립하려면 ㉡을 포함해야 하므로

aÉ 1
4 , b¾2

BLACKLABEL 특강 참고

1
R= 1

RÁ+
1
Rª  을 정리하면 

R=
RÁRª

RÁ+Rª

주어진 그림의 전기회로도에서 총 저항의 크기는

R‌�=
10(x-3)
10+(x-3)

 +5=15x+5
x+7 	  

=15(x+7)-100
x+7 =- 100

x+7+15

∴ f(x)=- 100
x+7+15

이때 5ÉxÉ13에서 함수�

R= f(x)의 그래프는 오

른쪽 그림과 같으므로

20
3 ÉRÉ10

따라서 구하는 치역은

[R| 203 ÉRÉ10]� 답 ②

함수 y= f(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식은

x=0, y=k

함수 y=g(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식은

x=2, y=-k

k의 값의 범위에 따라 두 곡선 y= f(x), y=g(x)는 다

음과 같다.

Ú k>0일 때, �

두 곡선 y= f(x), 	

y=g(x)는 오른쪽 그림과 

같으므로 두 곡선의 교점 중 

x좌표가 양수인 점의 개수

는 2이다.

14

15

Û k=0일 때, �

두 곡선 y= f(x), 	

y=g(x)는 오른쪽 그림과 

같으므로 두 곡선의 교점 중 

x좌표가 양수인 점의 개수

는 1이다.

Ü k<0일 때, �

두 곡선 y= f(x), 	

y= g(x)는 오른쪽 그림과 

같으므로 두 곡선의 교점 중 

x좌표가 양수인 점의 개수는 

1이다.

Ú, Û, Ü에서

h(k)=[`
1 (kÉ0)

2� (k>0)

이때 두 정수 m, 4-m에 대하여 

h(m)+h(4-m)=3이려면

h(m)=1, h(4-m)=2 또는 h(m)=2, h(4-m)=1

이어야 한다.

즉, mÉ0, 4-m>0 또는 m>0, 4-mÉ0이므로

mÉ0 또는 m¾4

|m|É5이므로 조건을 만족시키는 정수 m은

-5, -4, -3, -2, -1, 0, 4, 5의 8개이다. 

� 답 8

다른 풀이

두 곡선 y= f(x), y=g(x)의 교점 중 x좌표가 양수인 

점의 개수가 h(k)이므로

f(x)=g(x)에서 

- 2
x 
+k= 1

x-2  -k

2
x 
+ 1

x-2  =2k, 
3x-4 

x(x-2) 
=2k

∴ 2kxÛ`-(4k+3)x+4=0 (단, x+0, x+2)� yy㉠

Ú k=0일 때, 

㉠에 k=0을 대입하면 -3x+4=0

∴ x=4 
3

즉, 양수인 근의 개수가 1이므로 x좌표가 양수인 점의 

개수도 1이고 h(0)=1

Û k+0일 때, 

이차방정식 ㉠의 판별식을 D라 하면

D‌�=(4k+3)Û`-4_2k_4	  

=16kÛ̀ -8k+9	  

=16{k-1
4 }

Û`+8>0

이므로 이차방정식 ㉠은 서로 다른 두 실근을 갖는다.

이때 두 실근을 a, b (a<b)라 하면 근과 계수의 관

계에 의하여 

a+b=4k+3 
2k =2+ 3

2k 
, ab= 4

2k 
=2

k 


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① k<0일 때, 

ab<0이므로 a<0<b
즉, 양수인 근의 개수가 1이므로 h(k)=1

② k>0일 때, 

a+b>0, ab>0이므로 0<a<b
즉, 양수인 근의 개수가 2이므로 h(k)=2

Ú, Û에서 h(k)=[`
1 (kÉ0)

2� (k>0)

다음은 와 같다.

점 P(1, 2)를 x축의 방향으로 a만큼 평행이동시킨 점이 

Q, y축의 방향으로 b만큼 평행이동시킨 점이 R이므로 

Q(a+1, 2), R(1, b+2)

이때 삼각형 OQR의 넓이를 S라 하면

S�=△OPQ+△PQR+△OPR	  

=1
2_a_2+1

2_a_b+1
2_b_1	  

=1
2(ab+2a+b)=4

에서 ab+2a+b=8

(a+1)b=8-2a

∴ b=8-2a
a+1 =-2(a+1)+10

a+1 = 10
a+1-2

따라서 순서쌍 (a, b)를 좌표평면

에 나타내면 유리함수 

b= 10
a+1-2 (a>0, b>0)

의 그래프이므로 오른쪽 그림과 

같다.� 답 ①

y= 2x+1
-x+3=

-2(-x+3)+7
-x+3 =- 7

x-3-2

이므로 이 유리함수의 그래프의 두 점근선의 방정식은 	

x=3, y=-2이고, 두 점 {0, 13}, {-
1
2 , 0}을 지난다.

함수 y=| 2x+1
-x+3 |의 그래프는 유리함수 y= 2x+1

-x+3

의 그래프에서 y¾0인 부분은 그대로 두고, y<0인 부분

을 x축에 대하여 대칭이동한 것이므로 다음 그림과 같다.

Ú ‌�함수 y=| 2x+1
-x+3 |의 그래프와 직선 y=1의 교점의 

개수는 2이므로 N(1)=2

16

17

Û ‌�함수 y=| 2x+1
-x+3 |의 그래프와 직선 y=0의 교점의 

개수는 1이므로 N(0)=1

Ü ‌�함수 y=| 2x+1
-x+3 |의 그래프와 직선 y=2의 교점의 

개수는 1이므로 N(2)=1

∴ N(1)-N(0)+N(2)=2-1+1=2� 답 2

오른쪽 그림과 같이 곡선� 	

y=2x+k
x-2 와 직선 x+y=8의 	

두 교점 P, Q의 x좌표를 각각 a, 

b`(a<b)라 하자.

y=8-x를 y=2x+k
x-2 에 대입하

여 정리하면  

xÛ`-8x+(k+16)=0	 yy㉠

방정식 ㉠의 두 근이 a, b이므로 이차방정식의 근과 계수

의 관계에 의하여 a+b=8, ab=k+16

이때 ab=14이므로 k=-2

곡선 y=2x-2
x-2 = 2 

x-2+2는 직선 y=x에 대하여 대칭

이므로 선분 PQ의 중점을 M이라 하면 

OÕMÓ⊥PQÓ

∴ OPÓ_OQÓ=OPÓ Û`=OÕMÓ Û`+{ 12  PQÓ}2`

이때 원점과 직선 x+y-8=0 사이의 거리는 

OÕMÓ=
|-8|
'Ä1+1

=4'2

이고, P(a, 8-a), Q(b, 8-b)이므로

PQÓ="Ã2(a-b)Û`="Ã2{(a+b)Û`-4ab}=4

∴ OPÓ_OQÓ=32+4=36� 답 36

다른 풀이 1

에서 k=-2이므로 이것을 ㉠에 대입하면 

xÛ`-8x+14=0    ∴ x=4Ñ'2
∴ P(4-'2, 4+'2), Q(4+'2, 4-'2)
∴ OPÓ_OQÓ�=OPÓ Û`=(4-'2)Û`+(4+'2)Û`		   

=36

다른 풀이 2

에서 k=-2이므로 이것을 ㉠에 대입하면

xÛ̀ -8x+14=0

이 이차방정식의 두 근이 a, b이므로

aÛ`-8a+14=0, bÛ`-8b+14=0 	  yy㉡

∴ ‌�OPÓ_OQÓ	  

="ÃaÛ`+(8-a) Û`"ÃbÛ`+(8-b)Û`	 

="Ã2aÛ`-16a+64 "Ã2bÛ`-16b+64	  

="Ã2(aÛ`-8a+14)+36 "Ã2(bÛ`-8b+14)+36	  

='3�6'3�6 (∵ ㉡)	  

=36

18


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Ⅲ. 함수와 그래프     153

직선 y=-x+4가 두 함수 y=1
x , y=2

x의 그래프와 

제 1 사분면에서 만나는 점 중에서 y축에 가까운 점을 다

음 그림과 같이 각각 P(xÁ, yÁ), Q(xª, yª)라 하자.

ㄱ. ‌�주어진 그래프에서 yÁ>yª이므로 	  

1
xÁ>

2
xª 	  

이때 xÁ>0, xª>0이므로 위의 부등식의 양변에 	

xÁxª를 곱하면 xª>2xÁ (거짓)

ㄴ. ‌�두 점 P(xÁ, yÁ), Q(xª, yª)를 지나는 직선의 방정식

이 y=-x+4이므로 직선 PQ의 기울기는 -1이다. 

즉, 
yÁ-yª
xÁ-xª=-1에서 	  

yÁ-yª=-(xÁ-xª)	 

∴ yÁ-yª=xª-xÁ (참)

ㄷ. ‌�원점 O에서 두 점 P(xÁ, yÁ), Q(xª, yª)를 각각 지나

는 직선의 기울기를 비교하면	  

yÁ-0
xÁ-0>

yª-0
xª-0 , 

yÁ
xÁ>

yª
xª 	  

∴ xª yÁ>xÁ yª (∵ xÁ>0, xª>0)	  

이 부등식의 양변에 xÁ yª를 각각 더하면	  

xÁ yª+xª yÁ‌�>xÁ yª+xÁ yª	  

=2xÁ yª	  

>2xÁ xª (∵ yª>xª)

 ∴ xÁ yª+xª yÁ>2xÁ xª (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

다른 풀이

ㄷ. ‌�직선 y=-x+4가 두 함수 y= 1
x 

, y= 2
x 

의 그래프

와 제1사분면에서 만나는 점 중에서 y축에 가까운 점

이 각각 P(xÁ, yÁ), Q(xª, yª)이므로 원점 O에서 두 

점 P(xÁ, yÁ), Q(xª, yª)를 각각 지나는 직선의 기울

기는 1보다 크다. 즉, 

yÁ-0
xÁ-0>1, 

yÁ
xÁ>1    yy㉠

yª-0
xª-0>1, 

yª
xª >1    yy㉡

㉠, ㉡에서 
yÁ
xÁ+

yª
xª >2

이때 xÁxª>0이므로 부등식의 양변에 xÁxª를 곱하면

xÁyª+xªyÁ>2xÁxª (참)

19 해결단계

➊ 단계
x의 값의 범위에 따른 함수식을 구하고, 함수의 그래프의 

개형을 파악한다.

➋ 단계
직선 y=kx+3k-4`(k+0)가 항상 지나는 점을 구하고, 

➊ 단계의 그래프와 교점이 존재하지 않을 조건을 구한다.

➌ 단계 조건에 따른 실수 k의 값의 범위를 구한다. 

y‌�=
|2x|-2
|x+1|

	  

=

(
|
{
|
9

`

-2x-2
-(x+1)

	 (x<-1)

-2x-2
x+1 	 (-1<x<0)

2x-2
x+1 	 (x¾0)

	  

=

(
{
M
9
`

2	 (x<-1)

-2	 (-1<x<0)

- 4
x+1+2	 (x¾0)

에서 유리함수 y=- 4
x+1+2의 그래프는 두 점근선의 방

정식이 x=-1, y=2이고, 두 점 (0, -2), (1, 0)을 지난다.

또한, 직선 y=kx+3k-4, 즉 y=k(x+3)-4`(k+0)

는 k의 값에 관계없이 항상 점 (-3, -4)를 지난다.

따라서 함수 y=|2x|-2
|x+1| 의 그래프와 직선

y=k(x+3)-4의 교점이 존재하지 않으려면 다음 그림

과 같이 직선 y=k(x+3)-4가 직선 Ú이거나 두 직선 

Ú, Û 사이에 있어야 한다.

Ú	직선 y=k(x+3)-4가 점 (-1, 2)를 지나는 경우

	 2=2k-4, 2k=6    ∴ k=3

Û	‌�직선 y=k(x+3)-4가 점 (-1, -2)를 지나거나 

유리함수 y=- 4
x+1+2 (x¾0)의 그래프와 접하

는 경우

	 직선 y=k(x+3)-4가 점 (-1, -2)를 지나면

	 -2=2k-4, 2k=2    ∴ k=1

	‌� 직선 y=k(x+3)-4가 유리함수 y=- 4
x+1+2의 

그래프와 접하면 방정식 k(x+3)-4=- 4
x+1+2

가 x¾0에서 오직 하나의 실근을 가져야 하므로 이 

방정식의 양변에 x+1을 곱하면

	 k(x+1)(x+3)-4(x+1)=-4+2(x+1)

	 kxÛ̀ +4kx+3k-4x-4=-4+2x+2

	 kxÛ̀ +2(2k-3)x+3k-2=0

	‌� k+0이므로 이 이차방정식이 중근을 가져야 하고, 판

별식을 D라 하면

20
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D
4 =(2k-3)Û`-k(3k-2)=0

	 kÛ̀ -10k+9=0, (k-1)(k-9)=0

	 ∴ k=1 또는 k=9

	‌� 그런데 직선 y=k(x+3)-4가 x¾0에서 유리함수

	 y=- 4
x+1+2의 그래프와 접해야 하므로 k=1

	‌� 따라서 직선 y=k(x+3)-4가 점 (-1, -2)를 지

나거나 유리함수 y=- 4
x+1+2 (x¾0)의 그래프와 

접하는 경우는 같은 직선이므로

	 k=1

Ú, Û에서 실수 k의 값의 범위는 

1<kÉ3� 답 1<kÉ3

y=2x+2
x-1 =

2(x-1)+4
x-1 = 4

x-1+2에서 주어진 유리

함수의 그래프의 두 점근선의 방정식은 x=1, y=2이므

로 두 점근선의 교점 A의 좌표는 (1, 2)이다.

또한, 두 직선 x=1, y=mx-2m의 교점 B의 좌표는 

(1, -m)이고, 두 직선 y=2, y=mx-2m의 교점 C의 

좌표는 {2+ 2
m , 2}이다.

이때 삼각형 ABC의 넓이를 S라 하면

S�=1
2  {2+ 2

m-1}{2-(-m)}� 	

=1
2  {1+ 2

m }(2+m)	  

=1
2  {2+m+ 4

m+2}	  

=1
2  {4+m+ 4

m}

이때 m>0, 4
m>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계

에 의하여

S�¾ 1
2  {4+2®Ém_ 4

m  }`(단, 등호는 m=2일 때 성립)	

=1
2_(4+4)=4

따라서 삼각형 ABC의 넓이의 최솟값은 4이다.� 답 4

제 1 사분면에 있는 유리함수 y= 1
x  의 그래프 위의 점 A

의 좌표를 {a, 1a } (a>0)이라 하면 두 점 B, C는

B{ka, 1a}, C{a, 
k
a }이고, k>1이므로

ABÓ=ka-a=a(k-1), ACÓ= k
a-

1
a=

k-1
a

21

22

∴ △ABC�=1
2_ABÓ_ACÓ	  

=1
2_a(k-1)_ k-1

a 	  

=1
2(k-1)Û`

즉, 
1
2(k-1)Û`=32이므로 (k-1)Û`=64

k-1=Ñ8    ∴ k=9 (∵ k>1)� 답 9

단계 채점 기준 배점

㈎
점 A의 좌표를 이용하여 두 점 B, C의 좌표를 각각 

나타낸 경우
20%

㈏ 두 선분 AB, AC의 길이를 각각 구한 경우 30%

㈐ 삼각형 ABC의 넓이를 이용하여 k의 값을 구한 경우 50%

�

y=x-1
x+2=

(x+2)-3
x+2 =- 3

x+2+1

이므로 주어진 유리함수의 그래프의 두 점근선의 방정식

은 x=-2, y=1이고, 두 점 {0, -1
2}, (1, 0)을 지난다.

따라서 중심이 점 (-2, 1)인 원과 유리함수 y=x-1
x+2  의 

그래프를 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다.

한편, 유리함수의 그래프는 두 점근선의 교점에 대하여 

대칭이므로 주어진 유리함수 y=x-1
x+2의 그래프는

점 (-2, 1)에 대하여 대칭이다.

또한, 중심이 점 (-2, 1)인 원도 점 (-2, 1)에 대하여 

대칭이므로 원과 유리함수 y=x-1
x+2의 그래프의 교점은 

서로 점 (-2, 1)에 대하여 대칭이다.

즉, 두 점 (xÁ, yÁ), (x¢, y¢)와 두 점 (xª, yª), (x£, y£)

이 각각 점 (-2, 1)에 대하여 대칭이므로

xÁ+x¢
2 =-2, 

yª+y£
2 =1에서

xÁ+x¢=-4, yª+y£=2

∴ 
xÁ+x¢
yª+y£=

-4
2 =-2� 답 -2

다른 풀이

y=x-1
x+2=

(x+2)-3
x+2 =- 3

x+2+1

에서 주어진 유리함수의 그래프는 유리함수 y=- 3
x의 

그래프를 x축의 방향으로 -2만큼, y축의 방향으로 1만

큼 평행이동한 것이다.

23
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또한, 주어진 원을 C라 하고, 원 C를 x축의 방향으로 2

만큼, y축의 방향으로 -1만큼 평행이동시킨 원을 C'이

라 하자.

원 C와 유리함수 y=x-1
x+2의 그래프의 네 교점의 좌표

가 각각 (xÁ, yÁ), (xª, yª), (x£, y£), (x¢, y¢)이므로 원 

C'과 유리함수 y=-3
x의 그래프는 네 점에서 만나고 그 

좌표는 각각 (xÁ+2, yÁ-1), (xª+2, yª-1),

(x£+2, y£-1), (x¢+2, y¢-1)이다.

한편, 원 C'과 유리함수 y=-3
x의 그래프는 각각 두 직

선 y=x, y=-x, 원점에 대하여 모두 대칭이므로 네 교

점도 직선 y=x 또는 y=-x 또는 원점에 대하여 대칭

이어야 한다.

두 점 (xÁ+2, yÁ-1), (x¢+2, y¢-1)이 원점에 대하여 

대칭이므로

xÁ+2=-(x¢+2)    ∴ xÁ+x¢=-4

또한, 두 점 (xª+2, yª-1), (x£+2, y£-1)이 원점에 

대하여 대칭이므로

yª-1=-(y£-1)    ∴ yª+y£=2

∴ 
xÁ+x¢
yª+y£ =

-4
2 =-2

직선 PQ의 기울기가 -1이므로 

f(a+4)- f(a)
a+4-a =-1

k
a+4 -

k
a 

4  =-1, k 
a+4 -

k 
a  
=-4 

-4k 
a(a+4)

=-4    ∴ k=a(a+4)

즉, f(a)=a+4, f(a+4)=a이므로

P(a, a+4), Q(a+4, a)

두 점 P, Q를 원점에 대하여 대칭이동한 점이 각각 R, S

이므로

R(-a, -a-4), S(-a-4, -a) 

직선 PS의 기울기는

-a-(a+4)
(-a-4)-a 

=-2a-4
-2a-4 =1

이므로 PQÓ⊥PSÓ가 되어 PQRS는 직사각형이다.

따라서 사각형 PQRS의 넓이는

24

PQÓ_PSÓ

="Ã(a+4-a)Û`+{a-(a+4)}Û`			 

�  _"Ã(-a-4-a)Û`+{-a-(a+4)}Û`

="Ã4Û`+(-4)Û`_"Ã(2a+4)Û`+(2a+4)Û`

=4'2_'2(2a+4)`(∵ 2a+4>0)

=16a+32

사각형 PQRS의 넓이가 32'3이므로 

16a+32=32'3
16a=32'3-32    ∴ a=2'3-2

∴ k=a(a+4)=(2'3-2)(2'3+2)=8 � 답 8

다른 풀이

함수 f(x)= k  
x의 그래프는 두 직선 y=x, y=-x에 대

하여 대칭이고, 직선 PQ의 기울기가 -1이므로 두 점 P, 

Q는 직선 y=x에 대하여 대칭이다.

또한, 두 점 P, Q를 원점에 대하여 대칭이동한 두 점 R, 

S는 곡선 y= f(x) 위에 있고 직선 RS의 기울기는 -1

이다.

따라서 PQRS는 직사각형이다.

점 P{a, 
k 
a  
}를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점의 좌

표는 { k 
a  

, a}

이 점이 Q{a+4, k 
a+4 }와 일치하므로 

k 
a  
=a+4, a= k 

a+4 

∴ k=a(a+4), P(a, a+4), Q(a+4, a)

∴ PQÓ="Ã(a+4-a)Û`+{a-(a+4)}Û`

='¶32=4'2
한편, 오른쪽 그림과 같이

M

N
S

R

P

Q

y

x
O

y= k
x

 

선분 PQ의 중점을 M, 선

분 RS의 중점을 N이라 하

면 PQÓ⊥MN Ó

이때 

M{a+a+4 
2 , 

a+4+a  
2 }, 

즉 M(a+2, a+2)이므로

OMÓ="Ã(a+2)Û`+(a+2)Û`='2(a+2)`(∵ a+2>0)

∴ MN Ó=2OM Ó=2'2(a+2)

사각형 PQRS의 넓이가 32'3이므로

PQÓ_MN Ó‌�=4'2_2'2(a+2)	 

=16(a+2)=32'3
a+2=2'3    ∴ a=2'3-2

∴ k=a(a+4)=(2'3-2)(2'3+2)=8

함수 y=-8 
x의 그래프의 두 점근선의 방정식은 x=0, 

y=0이고 두 점근선의 교점은 원점이므로 함수 y=-8 
x

25
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의 그래프는 원점에 대하여 대칭이다.

또한, 원점을 지나는 직선 l도 원점에 대하여 대칭이므로 

유리함수 y=-8 
x의 그래프와 직선 l의 두 교점 Q, R은 

서로 원점에 대하여 대칭이다.

함수 y=2 
x의 그래프 위의 제1사분면의 점 P의 좌표를 

{a, 
2 
a 
} (a>0)라 하고, 함수 y=-8 

x의 그래프 위의 두 

점 Q, R의 좌표를 각각 {-b, 8 b}, {b, -
8 
b } (b>0)이

라 하면 삼각형 PQR에서 변 QR의 길이는

QRÓ=¾̈{b-(-b)}Û`+{-8 
b-

8 
b}

Û`

=¾̈4bÛ`+ 256  
bÛ`

=
2"ÃbÝ`+64

b

한편, 직선 QR, 즉 직선 l의 방정식은

y=
-8 

b-
8 
b

b-(-b)  
 x

y=- 8 
bÛ` 

x    ∴ l`:`8x+bÛ`y=0

점 P와 직선 l 사이의 거리는

|8a+2bÛ`  
a 
|

"Ã8Û`+bÝ` 
=

8a+2bÛ`  
a 

"ÃbÝ`+64 
= 8aÛ`+2bÛ`  

a"ÃbÝ`+64

즉, 삼각형 PQR은 밑변의 길이가 
2"ÃbÝ`+64

b
, 높이가 	

8aÛ`+2bÛ`  
a"ÃbÝ`+64

인 삼각형이므로 삼각형 PQR의 넓이는

△PQR=1
2_

2"ÃbÝ`+64
b _ 8aÛ`+2bÛ`  

a"ÃbÝ`+64

=8aÛ`+2bÛ` 
ab =2b 

a +
8a  
b 

이때 a>0, b>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 

의하여

2b 
a +

8a  
b ¾2¾̈ 2b 

a _
8a  
b =8

� {단, 등호는 
2b 
a =

8a  
b , 즉 b=2a일 때 성립}

따라서 삼각형 PQR의 넓이의 최솟값은 8이다.� 답 ②

다른 풀이

y

x

l

O

R

PQ

a
-b P'

Q'

y= 2
x

2
a

8
b

y=- 8
x

함수 y=2 
x의 그래프 위의 제1사분면의 점 P의 좌표를 

{a, 
2 
a} (a>0), 함수 y=-8 

x의 그래프 위의 점 Q의 

좌표를 {-b, 8 b} (b>0)이라 하고 두 점 P, Q에서 x축

에 내린 수선의 발을 각각 P', Q'이라 하자.

이때 삼각형 OPQ의 넓이는 사다리꼴 PP'Q'Q의 넓이에

서 두 삼각형 OPP', OQQ'의 넓이를 뺀 것과 같다.

사다리꼴 PP'Q'Q의 넓이는

1
2_{

2 
a 
+8 

b }_(a+b)=5+ b  
a 
+4a  

b

삼각형 OPP'의 넓이는 
1
2_a_2 

a=1, 

삼각형 OQQ'의 넓이는 
1
2_b_8 

b=4

이므로 삼각형 OPQ의 넓이는

5+ b  
a 
+4a  

b -1-4= b  
a 
+4a  

b

한편, 에서 OQÓ=ORÓ, △OPQ=△OPR이므로

△PQR‌�=△OPQ+△OPR	  

=2△OPQ=2b 
a +

8a  
b 

이때 a>0, b>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 

의하여

2b 
a +

8a  
b ¾2¾¨ 2b a _

8a  
b =8

� {단, 등호는 
2b 
a =

8a  
b , 즉 b=2a일 때 성립}

따라서 삼각형 PQR의 넓이의 최솟값은 8이다.

�

해결단계

➊ 단계

직선 l과 함수 y= f(x)의 그래프가 만나는 점 중에서 점 

B가 아닌 점을 Q라 하고, 점 Q의 좌표와 점 C의 좌표를 구

한다.

➋ 단계 두 점 C, P를 이용하여 직선 l의 방정식을 구한다.

➌ 단계 원점과 직선 l 사이의 거리를 이용하여 k의 값을 구한다. 

점 C의 좌표를 (c, 0)이라 하고, 직선 l과 함수 y= f(x)

의 그래프가 만나는 점 중에서 점 B가 아닌 점을 Q라 하자.

두 삼각형 PBA, PQO는 합동이고, Sª=2SÁ이므로

PBÓ=QPÓ=CQÓ

즉, 점 Q는 선분 PC의 중점이므로 Q { c+2 
2 , 

k
4 } 

이때 점 Q가 함수 y= f(x)의 그래프 위에 있으므로

k
4=

k
c+2 
2 -2  

+ k
2 , 

1
4=

2
c-2 +

1
2

2
c-2  =-1

4 , c-2=-8    ∴ c=-6

∴ C(-6, 0) 
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직선 l은 두 점 C(-6, 0), P {2, k2 }를 지나므로

직선 l의 방정식은

y=
;2K;

2-(-6)
(x+6), y= k

16 (x+6) 

∴ kx-16y+6k=0

이때 원점과 직선 l 사이의 거리가 2이므로

|6k|
"ÃkÛ`+(-16)Û`

=2

kÛ`+256=9kÛ`, 8kÛ`=256  

∴ kÛ`=32� 답 32

다른 풀이

직선 l과 함수 y= f(x)의 그래프가 만나는 점 중에서 점 

B가 아닌 점을 Q(a, b)라 하자.

두 삼각형 PBA, PQO는 합동이고, Sª=2SÁ이므로

PBÓ=QPÓ=CQÓ

이때 두 점 Q, P에서 x축에 내린 수선의 발을 각각 R, S

라 하면 △CQR»△CPS이고 닮음비가 1`:`2이다.

QRÓ̀ :`PSÓ=1`:`2에서 b`:` k2=1`:`2    ∴ b= k
4

즉, 점 Q의 좌표는 {a, 
k
4 }이고, 점 Q가 함수 y= f(x)

의 그래프 위에 있으므로 
k
4=

k
a-2+

k
2

k
a-2  =-k

4 , a-2=-4    ∴ a=-2

∴ Q {-2, k4 }

즉, 직선 l은 두 점 P {2, k
2 }, Q {-2, k

4 }를 지나므로 

직선 l의 방정식은

y- k
2=

;2K;-;4K;

2-(-2)
(x-2), y-k

2=
k
16 (x-2)

∴ kx-16y+6k=0

다음은 와 같다.

f(x)= 3x
1+|x-1|

에서

x<1일 때, f(x)= 3x
1-x+1=

3x
2-x=- 6

x-2-3

x¾1일 때, f(x)= 3x
1+x-1=

3x
x =3

이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.



27

주어진 정의역에서 함수 f(x)가 역함수를 갖기 위해서는 

함수 f(x)가 일대일대응이어야 하므로 x의 값이 증가할 

때 y의 값이 증가하거나 감소해야 한다.

따라서 함수 f(x)의 역함수가 존재하려면 주어진 정의역

이 집합 {x|xÉ1}의 부분집합이어야 하므로 a의 최댓값

은 1이다.

또한, 이때의 역함수는 y= 3x
2-x에서 y(2-x)=3x

(3+y)x=2y, x= 2y
y+3

x와 y를 서로 바꾸면 

y= 2x
x+3

∴ f-1(x)= 2x
x+3`(-3<xÉ3)

� 답 1, fÑÚ`(x)= 2x
x+3`(-3<xÉ3)

f(x)=9x+17 
3x-1 , g(x)=[`

1 (x가 정수인 경우)

0� (x가 정수가 아닌 경우)
	

에서 (g½ f  )(k)=g( f(k))=1이므로 f(k)는 정수이

어야 한다. 

f(k)‌�=9k+17 
3k-1 =

3(3k-1)+20
3k-1 	  

= 20  
3k-1+3

이므로 f(k)가 정수이려면 
20  

3k-1이 정수이어야 한다.

자연수 k에 대하여 3k-1은 자연수이므로 3k-1은 20의 

양의 약수이다. 즉, 

3k-1=1, 2, 4, 5, 10, 20

3k=2, 3, 5, 6, 11, 21

∴ k=2
3 , 1, 53 , 2, 11 3 , 7

따라서 조건을 만족시키는 자연수 k는 1, 2, 7이므로 

m=3, n=1+2+7=10

∴ m+n=3+10=13� 답 ④

b+-4이면 함수 f-1(x)의 역함수 f(x)가 존재한다.

유리함수 f(x)=4x-8
2x+b의 역함수는

f-1(x)=-bx-8
2x-4

( f½ f)(a)=a에서 f(a)= f-1(a)이므로

28
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4a-8
2a+b=

-ab-8
2a-4

(4a-8)(2a-4)=(2a+b)(-ab-8)

(8+2b)aÛ̀ +(bÛ̀ -16)a+8b+32=0

2(b+4)aÛ̀ +(b-4)(b+4)a+8(b+4)=0

∴ 2aÛ̀ +(b-4)a+8=0 (∵ b+-4)    yy㉠

이때 조건을 만족시키는 실수 a가 오직 하나뿐이므로 이

차방정식 ㉠의 판별식을 D라 하면

D=(b-4) Û`-4_2_8=0에서

(b-4) Û`=64, b-4=Ñ8

∴ b=12`(∵ b+-4)

이것을 ㉠에 대입하면

2aÛ̀ +8a+8=0, aÛ̀ +4a+4=0

(a+2) Û`=0    ∴ a=-2

∴ a+b=(-2)+12=10� 답 ③

f(x)= a
x+b에서 함수 y= f(x)의 그래프의 두 점근선

의 방정식은

x=0, y=b

조건 ㈎에서 곡선 y= f(x)는 두 직선 y=-2, y=2와 

한 점에서만 만나야 한다.

즉, 곡선 y= f(x)의 점근선의 방정식은 다음 그림과 같

이 y=-2 또는 y=2이어야 한다.

∴ b=-2 또는 b=2 	  yy㉠

Ú b=-2일 때 Û b=2일 때

y= a
x+b에서

a
x=y-b, x= a

y-b

x와 y를 서로 바꾸면 y= a
x-b

∴ f-1(x)= a
x-b

조건 ㈏에서 f-1(2)= f(2)-1에서

a
2-b=

a
2+b-1	 yy㉡

그런데 ㉡에서 b+2이므로 b=-2 (∵ ㉠)

b=-2를 ㉡에 대입하면

a
4=

a
2-2-1, a4=3    ∴ a=12

따라서 f(x)=12
x -2이므로	

f(8)=12
8 -2=-1

2 � 답 ①

30

01 72	 02 46	 03 5	 04 5	 05 3	

06 444	 07 
21
5 	 08 18	 09 57	 10 19	

11 140	 12 192	

pp.98~991등급을 넘어서는 종합 사고력 문제STEP3

해결단계

➊ 단계
1일차, 2일차의 케이크와 쿠키의 판매량을 각각 문자 a, b
로 나타낸다.

➋ 단계

이틀 동안의 케이크와 쿠키의 판매량의 비가 1일차와 2일
차의 디저트 전체 판매량의 비와 같음을 이용하여 a, b의 

관계식을 세우고, a와 b의 비를 구한다.

➌ 단계
이틀 동안의 디저트 전체 판매량의 범위를 이용하여 a, b의 

값을 구하고, 2일차의 디저트 전체 판매량을 구한다. 

1일차의 케이크와 쿠키의 판매량을 각각 

a, 3a (a는 자연수), 

2일차의 케이크와 쿠키의 판매량을 각각 

5b, 7b (b는 자연수)

라 하면 이틀 동안의 케이크와 쿠키의 판매량을 다음 표

와 같이 나타낼 수 있다.

케이크의 개수 쿠키의 개수 합계

1일차 a 3a 4a

2일차 5b 7b 12b

합계 a+5b 3a+7b 4a+12b

이틀 동안의 케이크와 쿠키의 판매량의 비는 1일차의 디

저트 전체 판매량과 2일차의 디저트 전체 판매량의 비와 

동일하므로 

3a+7b 
a+5b =12b  

4a =k (k>0)로 놓으면

12b  
4a =k에서

3b  
a =k    ∴ 

b  
a= k 

3     yy㉠

3a+7b 
a+5b =k에서

3+7b   
a

1+5b  
a

=k, 
3+ 7k   

3

1+ 5k  
3

=k (∵ ㉠)

9+7k
3+5k

=k, 5kÛ̀ -4k-9=0 

(k+1)(5k-9)=0    ∴ k=9
5  (∵ k>0)

즉, 
b  
a=

3
5이므로 a=5m, b=3m`(m은 자연수)이라 하

면 이틀 동안의 디저트 전체 판매량은 100보다 크고 150

보다 작아야 하므로

100<4a+12b<150

100<56m<150, 100 56 <m<150 
56

∴ m=2

따라서 a=10, b=6이므로 2일차의 디저트 전체 판매량은

12b=72		  � 답 72

01
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해결단계

➊ 단계
점 P의 좌표를 (x, y)라 하고, PAÓ Û̀ +PBÓ Û̀ 을 x, y에 대한 식

으로 나타낸다.

➋ 단계
➊ 단계 의 결과를 k라 하고, 이 식이 원의 방정식임을 파악

한 후, k가 최솟값을 갖기 위한 조건을 찾는다.

➌ 단계
원과 주어진 유리함수의 그래프의 접점을 찾은 후, k의 값

을 구한다.

유리함수 y= 4
x-3+2`(x>3) 위의 한 점을 P(x, y)라 

하면 두 점 A(4, 0), B(0, 2)에 대하여

PAÓ Û`=(x-4)Û`+yÛ`, PBÓ Û`=xÛ`+(y-2)Û`

∴ PAÓ Û`+PBÓ Û`=2xÛ`+2yÛ`-8x-4y+20

2xÛ`+2y Û`-8x-4y+20=k	 yy㉠

라 하면 (x-2)Û`+(y-1)Û`= k-10
2

즉, 점 P는 중심이 점 (2, 1)이고 반지름의 길이가 

®Ék-10
2 인 원 위에 있고, 원의 반지름의 길이가 최소일 

때 k의 값도 최소이다.

이때 원의 반지름의 길이가 

최소이려면 점 P는 오른쪽 

그림과 같이 원과 유리함수의 

그래프가 접하는 점에 위치하

여야 한다.

원의 중심 (2, 1)과 주어진 	

유리함수의 그래프의 두 점근

선의 교점 (3, 2)를 지나는 직선의 방정식은

y-1=2-1
3-2(x-2), 즉 y=x-1 	  yy㉡

이고, 유리함수 y= 4
x-3+2의 그래프가 위의 직선에 대

하여 대칭이므로 점 P는 직선 ㉡과 주어진 유리함수의 그

래프의 교점이다.

㉡을 y= 4
x-3+2에 대입하면

x-1= 4
x-3+2, x-3= 4

x-3

(x-3)Û`=4, x-3=Ñ2

∴ x=5`(∵ x>3), y=4

즉, 점 P의 좌표는 (5, 4)이므로 ㉠에서 

k=50+32-40-16+20=46

따라서 구하는 최솟값은 46이다.� 답 46

다른 풀이 1

선분 AB의 중점을 M이라 하면 

M{ 4+0
2 , 

0+2
2 }    ∴ M(2, 1)

삼각형 PBA에서 중선정리에 의하여

PAÓ Û̀ +PBÓ Û̀ =2(AÕMÓ Û̀ +PÕMÓ Û̀ ) 

이때 A(4, 0), M(2, 1)이므로

AÕMÓ Û`‌�=(2-4)Û`+(1-0)Û`=5

즉, PAÓ Û̀ +PBÓ Û̀ =2(5+PÕMÓ Û̀ )이므로 PAÓ Û̀ +PBÓ Û̀ 이 최소

이려면 PÕMÓ이 최소이어야 한다.

02 한편, 유리함수 y= 4
x-3+2의 그래프의 두 점근선의 교

점의 좌표가 (3, 2)이므로 이 유리함수의 그래프는 점 

(3, 2)를 지나고 기울기가 1인 직선에 대하여 대칭이다. 

이 직선의 방정식을 구하면

y-2=x-3    ∴ y=x-1	 yy㉢

점 M이 직선 ㉢ 위에 있으므로 PÕMÓ이 최소이려면 점 P가 

직선 ㉢과 주어진 유리함수의 그래프의 교점이어야 한다.

두 함수 y= 4
x-3+2, y=x-1의 그래프의 교점을 구하면

x-1= 4
x-3+2, xÛ`-4x+3=4+2x-6

xÛ`-6x+5=0, (x-1)(x-5)=0

∴ x=5 (∵ x>3), y=4

즉, P(5, 4)이므로 PÕMÓ Û`=(5-2)Û`+(4-1)Û`=18

따라서 구하는 최솟값은 

PAÓ Û`+PBÓ Û`=2(5+PÕMÓ Û`)=2_(5+18)=46

다른 풀이 2

유리함수 y= 4
x-3+2의 그래프는 유리함수 y= 4

x의 그

래프를 x축의 방향으로 3만큼, y축의 방향으로 2만큼 평

행이동한 것이다.

f(x)= 4
x `(x>0)라 하고, 세 점 A, B, P를 x축의 방향

으로 -3만큼, y축의 방향으로 -2만큼 평행이동한 점을 

각각 A', B', P'이라 하면 A'(1, -2), B'(-3, 0)이고, 

점 P'은 함수 f(x)= 4
x의 그래프 위에 있다.

P'{a, 
4
a}`(a>0)라 하면

PAÓ Û`+PBÓ Û`‌�=PÕ'A'Ó Û`+PÕ'B'Ó Û`	  

=(a-1)Û`+{ 4a+2} 2`+(a+3)Û`+{ 4a }2`	  

=2a Û`+4a+32
aÛ`

+16
a +14	  

=2{aÛ`+ 16
aÛ`
}+4{a+4

a}+14    yy㉣

이때 a>0에서 aÛ`>0, 16
aÛ`

>0, 4a>0이므로 산술평균과 

기하평균의 관계에 의하여

aÛ`+ 16
aÛ`
¾2®ÉaÛ`_ 16

aÛ`
=8 (단, 등호는 a=2일 때 성립),

a+4
a¾2®Éa_4

a=4 (단, 등호는 a=2일 때 성립)

따라서 ㉣에서 구하는 최솟값은 

PAÓ Û`+PBÓ Û`‌�=2{aÛ`+ 16
aÛ`
}+4{a+4

a}+14	  

¾2_8+4_4+14=46

본문 pp.97~98
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해결단계

➊ 단계
(g½ f)(x)=h(x)에 f(x)=1- 1 

x , g(x)=|x|, 

h(x)=ax+b를 대입하여 x에 대한 방정식을 구한다.

➋ 단계
➊ 단계 에서 구한 방정식의 서로 다른 세 양의 실근의 비가

1`:`2`:`3임을 이용하여 세 근을 미지수로 표현한다.

➌ 단계

두 함수 y=|1- 1
x |과 y=ax+b의 그래프를 세 점에서 

만나도록 그린 후, 세 교점이 한 직선 위에 있음을 이용하여 

방정식을 세운다.

➍ 단계
➌ 단계 에서 구한 방정식을 풀어 세 근을 찾은 후, 그 합을 

구한다.

f(x)=1-1
x , g(x)=|x|, h(x)=ax+b이므로

(g½ f)(x)=h(x)에서 |1-1
x|=ax+b

방정식 |1-1
x|=ax+b의 세 양의 실근을 k, 2k, 3k라 

하면 함수 y=|1-1
x|의 그래프와 직선 y=ax+b가 세 

점에서 만나야 하므로 그래프는 다음 그림과 같아야 한다.

이때 0<k<1이고 F(x)=|1-1
x|이라 하면 세 교점은 

모두 한 직선 위에 있으므로 	

F(2k)-F(k)
2k-k 

=
F(3k)-F(2k)

3k-2k  
, 즉 

F(k)+F(3k)=2F(2k)

{-1+1
k }+{1-

1
3k}=2{1- 1

2k} (∵ 0<k<1)

5
3k=2    ∴ k=5

6

따라서 서로 다른 세 양의 실근의 합은

k+2k+3k=6k=6_5
6=5� 답 5

다른 풀이

y=|1- 1
x |=

(
{
9
 

1
x-1	(0<x<1)

1- 1
x 	(x¾1)

함수 y=|1- 1
x |의 그래프와 직선 y=ax+b가 x>0에

서 세 교점을 가지고, 교점의 x좌표의 값의 비가 1`:`2`:`3

이므로 그래프를 그리면 다음 그림과 같다.

03 함수 y= 1
x-1의 그래프와 직선 y=ax+b의 교점의

x좌표가 k이므로 방정식 
1
x-1=ax+b, 즉

axÛ̀ +(b+1)x-1=0의 근이 k이다.

∴ akÛ̀ +(b+1)k-1=0    yy㉠

또한, 함수 y=1- 1
x의 그래프와 직선 y=ax+b의 두

교점의 x좌표가 2k, 3k이므로 방정식 1-1
x=ax+b,

즉 axÛ̀ +(b-1)x+1=0의 두 근이 2k, 3k이다.

이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

2k+3k=- b-1
a , 2k_3k=1

a

∴ a= 1
6kÛ`

, b=- 5
6k+1 

위의 식을 ㉠에 대입하면

1
6kÛ`

_kÛ̀ +{- 5
6k+1+1}_k-1=0

1
6-

5
6+2k-1=0, 2k=10

6     ∴ k=5
6

따라서 세 양의 실근의 합은

k+2k+3k=6k=6_5
6=5

해결단계

➊ 단계
f(x)+q를 새로운 함수로 지정하고 두 점근선의 방정식을 

구한다.

➋ 단계
주어진 조건 ㈎, ㈏를 모두 만족시키는 두 실수 xÁ, xª가 존

재할 조건을 찾는다.

➌ 단계
➋ 단계 에서 구한 조건을 만족시키는 q의 값의 범위를 찾은 

후, 자연수 q의 최솟값을 구한다.

h(x)= f(x)+q라 하면 g(x)=|h(x)|

f(x)=3x-1
x+1 =

3(x+1)-4
x+1 =- 4

x+1+3

에서 유리함수 y= f(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식

이 x=-1, y=3이므로 함수 y=h(x)의 그래프의 두 점

근선의 방정식은 x=-1, y=3+q이다.

이때 함수 y=h(x)의 그래프가 -1<x<0에서 증가하

므로 두 조건 ㈎, ㈏를 만족시키는 두 실수 xÁ, xª가 존재

하려면 함수 y=h(x)의 그래프는 -1<x<0에서 직선 

y=3과 만나야 한다.

즉, 함수 y=|h(x)|의 그래프가 위의 그림과 같아야 하

므로

04
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h(0)>3에서 q-1>3

∴ q>4

따라서 조건을 만족시키는 자연수 q의 최솟값은 5이다.

� 답 5

해결단계

➊ 단계 함수 y= f(x)의 그래프를 그린다.

➋ 단계
➊ 단계 에서 그린 함수 y= f(x)의 그래프를 이용하여 함수 

y=g(a)의 그래프를 그린다.

➌ 단계 두 집합 A와 B가 나타내는 도형을 파악한다.

➍ 단계
n(A;B)=1이 되도록 하는 모든 양의 실수 r의 값을 구

한 후, 그 합을 구한다.

f(x)‌�=

(
{
9
 

1-x
-x  (x<0)

1-x
x  (x>0)

	  

=

(
{
9
 
1- 1

x �(x<0)

1
x-1 (x>0)

이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

이때 방정식 f(x)=a의 서로 다른 실근의 개수는 두 함

수 y= f(x), y=a의 그래프의 교점의 개수와 같고, 이 

값이 g(a)이므로 함수 y=g(a)의 그래프는 다음 그림

과 같다.

한편, n(A;B)=1이 되려면 함수 y=g(a)의 그래프

와 원 aÛ̀ +(y-1)Û`=r이 한 점에서 만나야 하므로 원은 

다음 그림과 같이 Ú 또는 Û의 경우와 같아야 한다.

Ú	원 aÛ`+(y-1)Û`=r이 점 (1, 1)을 지나므로

	 r=1

Û	원 aÛ`+(y-1)Û`=r이 점 (-1, 0)을 지나므로

	 1+1=r    ∴ r=2

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 모든 양의 실수 r의 값의 

합은 1+2=3� 답 3

05

해결단계

➊ 단계 함수 f(x)의 식을 변형하여 분자의 차수를 낮춘다.

➋ 단계
계수의 부호에 따라 함수 y= f(x)의 그래프를 그린 후, 함

수 f(x)가 일대일함수인지 상수함수인지 파악한다.

➌ 단계

➋ 단계 에서 나눈 기준에 따라 함수 f(x)가 일대일함수가 

되도록 하는 순서쌍 (a, b, c)의 개수와 상수함수가 되도록 

하는 순서쌍 (a, b, c)의 개수를 구한 후, 그 차를 구한다.

f(x)‌�= ax+b
2x+c=

a
2  (2x+c)+b-ac

2
2x+c ‌=

b- ac
2

2x+c + a
2

Ú	b- ac
2 <0일 때,�

	‌� 함수 y= f(x)의 그래프의  

점근선은 두 직선 x=- c
2 , 

y= a
2이므로 곡선 y= f(x)

는 오른쪽 그림과 같고, 함수 

f(x)는 일대일함수이다.

Û	b- ac
2 =0일 때,

	‌� f(x)= a
2이므로 함수 y= f(x)는 상수함수이다.

Ü	b- ac
2 >0일 때,�

	‌� 함수 y= f(x)의 그래프의 

점근선은 두 직선 		

x=- c
2 , y= a

2이므로 곡선 

y= f(x)는 오른쪽 그림과 

같고, 함수 f(x)는 일대일함수이다.

Ú, Û, Ü에서 함수 f(x)가 일대일함수가 되도록 하는 

순서쌍 (a, b, c)의 개수는 전체 경우의 수에서

b- ac
2 =0을 만족시키는 순서쌍 (a, b, c)의 개수를 빼

면 된다.

a, b, c는 모두 8보다 작은 음이 아닌 정수이므로 순서쌍 

(a, b, c)의 전체 경우의 수는

8_8_8=512

b- ac
2 =0, 즉 2b=ac를 만족시키는 순서쌍 (a, b, c)

의 개수를 구하면

b=0일 때, ac=0이므로 순서쌍 (a, c)는

(0, 0), (1, 0), y, (7, 0),

(0, 1), (0, 2), y, (0, 7)의 15개

b=1일 때, ac=2이므로 순서쌍 (a, c)는

(1, 2), (2, 1)의 2개

b=2일 때, ac=4이므로 순서쌍 (a, c)는

(1, 4), (2, 2), (4, 1)의 3개

b=3일 때, ac=6이므로 순서쌍 (a, c)는

(1, 6), (2, 3), (3, 2), (6, 1)의 4개

b=4일 때, ac=8이므로 순서쌍 (a, c)는

(2, 4), (4, 2)의 2개

b=5일 때, ac=10이므로 순서쌍 (a, c)는

06
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(2, 5), (5, 2)의 2개

b=6일 때, ac=12이므로 순서쌍 (a, c)는

(2, 6), (3, 4), (4, 3), (6, 2)의 4개

b=7일 때, ac=14이므로 순서쌍 (a, c)는

(2, 7), (7, 2)의 2개

즉, b- ac
2 =0을 만족시키는 순서쌍 (a, b, c)의 개수는

15+2+3+4+2+2+4+2=34

따라서 함수 f(x)가 상수함수가 되도록 하는 순서쌍

(a, b, c)의 개수는 n=34이고, 일대일함수가 되도록 하

는 순서쌍 (a, b, c)의 개수는 m=512-34=478이므로

m-n=444� 답 444

함수 y=
px+q
rx+s  는 계수 p, q, r, s의 값에 따라 다음과 같이 분류할 

수 있다.

⑴ p+0, r=0이면 일차함수이다.

⑵ r+0, ps-qr=0이면 상수함수이다.

⑶ r+0, ps-qr+0이면 분수함수이다.

이때 일차함수와 분수함수는 일대일함수이므로 주어진 함수 	

f(x)= ax+b
2x+c 가 일대일함수가 되려면 ⑴ 또는 ⑶을 만족시켜야 하

고, 상수함수가 되려면 ⑵를 만족시켜야 한다.

그런데 r=2로 함수 f(x)는 일차함수가 될 수 없으므로 상수함수 또

는 분수함수이다.

따라서 ac-2b=0이면 상수함수, ac-2b+0이면 일대일함수이다.

BLACKLABEL 특강 참고

해결단계

➊ 단계
원 xÛ`+yÛ`=nÛ`과 곡선 y= k

x 의 대칭성을 이용하여 네 교점

의 좌표를 미지수로 표현한다.

➋ 단계
네 교점을 이어 만든 직사각형의 긴 변의 길이가 짧은 변의 

길이의 2배임을 이용하여 방정식을 세운다.

➌ 단계
➊ 단계 에서 구한 교점이 원 xÛ`+yÛ`=nÛ` 위에 있음을 이용하

여 방정식을 세운다.

➍ 단계
➋, ➌ 단계 에서 세운 방정식을 연립하여 k의 값, 즉 f(n)을 

n으로 표현한 후, f(1)+ f(2)+ f(3)의 값을 구한다.

원 xÛ̀ +yÛ`=nÛ`과 곡선 y= k
x가 두 직선 y=x, y=-x에 

대하여 각각 대칭이므로 원과 곡선의 교점은 서로 직선 

y=x 또는 y=-x에 대하여 대칭이다.

즉, 다음 그림과 같이 네 점의 좌표를

{a, 
k
a }, {

k
a , a}, {-a, - k

a }, {-
k
a , -a}

� {단, 
k
a>a>0}

라 할 수 있다.

07

직사각형의 긴 변의 길이가 짧은 변의 길이의 2배가 되려면

2¾Ð{a- k
a }2`+{

k
a-a}2`=¾Ð{a+ k

a}2`+{
k
a+a}2`

2'2|a- k
a |='2|a+

k
a |

2{ ka-a}=a+ k
a  {∵ 

k
a>a>0}

2k
a -2a=a+ k

a , 
k
a=3a    ∴ k=3aÛ̀     yy㉠

한편, 점 {a, 
k
a}는 원 xÛ̀ +yÛ`=nÛ̀  위에 있으므로

aÛ`+{ka}2`=nÛ̀

㉠을 위의 식에 대입하면

aÛ`+9aÝ`
aÛ`

=nÛ̀ , 10aÛ̀ =nÛ̀     ∴ aÛ`= nÛ`
10

위의 식을 ㉠에 대입하면

k= 3
10nÛ̀ = f(n) 

∴ f(1)+ f(2)+ f(3)‌�= 3
10+

12
10+

27
10=

21
5 � 답 

21
5

해결단계

➊ 단계

함수 y= f(x)의 그래프의 두 점근선의 교점과 함수 

y= f(x-6)-6의 그래프의 두 점근선의 교점을 이용하여 

a의 값을 구한다.

➋ 단계
방정식 ( f½ f  )(x)=x+1의 실근은 오직 하나임을 파악

한다.

➌ 단계 이차방정식의 판별식을 이용하여 b의 값을 구한다.

f(x)= 4x+b 
x-2a 

=
4(x-2a)+8a+b  

x-2a 
=8a+b  

x-2a 
+4

에서 함수 y= f(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식이 

x=2a, y=4이므로 두 점근선의 교점의 좌표는 (2a, 4)

이다.

함수 y= f-1(x)의 그래프의 두 점근선의 교점은 점 

(2a, 4)를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 것이므로 그 

좌표는 (4, 2a)와 같다.

함수 y= f(x-6)-6의 그래프는 함수 y= f(x)의 그래

프를 x축의 방향으로 6만큼, y축의 방향으로 -6만큼 평

행이동한 것이므로 함수 y= f(x-6)-6의 그래프의 두 

점근선의 교점은 (2a+6, -2)이다.

점 (4, 2a)와 점 (2a+6, -2)가 일치하므로

2a+6=4, 2a=-2    ∴ a=-1

한편, 함수 y=( f½ f  )(x)의 그래프가 직선 y=x+1과 

한 점에서만 만나므로 방정식 ( f½ f  )(x)=x+1은 실

근을 하나만 가져야 한다.

( f½ f  )(x)=
4_4x+b 

x+2 +b

4x+b 
x+2 +2

=
(16+b)x+6b 
6x+b+4

( f½ f  )(x)=x+1에서 
(16+b)x+6b 
6x+b+4 

=x+1 

(16+b)x+6b=(x+1)(6x+b+4) 

08
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∴ 6xÛ̀ -6x-5b+4=0

이 이차방정식이 중근을 가져야 하므로 판별식을 D라 하면

D 
4 =(-3)Û`-6(-5b+4)=0 

30b-15=0    ∴ b=1
2

따라서 a=-1, b=1
2이므로

12(b-a)=12_3
2=18			   �답 18

다른 풀이

함수 f(x)의 역함수 f-1(x)를 구해보자.

y=4x+b 
x-2a 

라 하면 (x-2a)y=4x+b

xy-2ay=4x+b, (y-4)x=2ay+b

x=
2ay+b 
y-4 

x와 y를 서로 바꾸면 y=2ax+b 
x-4

∴ f-1(x)= 2ax+b 
x-4

f-1(x)= f(x-6)-6이므로

2ax+b 
x-4 =

4(x-6)+b
x-6-2a -6

2ax+b 
x-4 =-2x+12a+b+12 

x-6-2a

x+4인 모든 실수에 대하여 위의 등식이 성립하므로

2a=-2    ∴ a=-1

다음은 와 같다.

해결단계 

➊ 단계
함수 y= f(x)의 그래프를 이용하여 함수 y=|f(x)|의 

그래프를 그린다.

➋ 단계
조건을 만족시키는 점의 좌표를 (m, n)이라 하고, m의 값

의 범위에 따라 경우를 나누어 점 (m, n)의 개수를 구한다.

➌ 단계 ➋ 단계에서 구한 점의 개수의 합을 구한다.  

함수 f(x)= 36 
x-11 +9`(x<11)의 그래프는 함수 	

y=36 
x 
`(x<0)의 그래프를 x축의 방향으로 11만큼, y축

의 방향으로 9만큼 평행이동한 것이고, 두 점근선의 방정

식은 x=11, y=9이다.

또한, 함수 y= f(x)의 그래프가 x축과 만나는 점의 x좌

표는

36 
x-11 +9=0에서 

x-11
36 =-1

9     ∴ x=7

따라서 함수 y=|f(x)|`(x<11)의 그래프와 y축 및 직

선 y=9로 둘러싸인 도형은 다음 그림과 같다. 

09

y=|f(x)|

x

y

O 32 9876541
1

8
7
6
5
4
3
2

9

11

도형의 내부 또는 그 둘레에 포함되고 x좌표와 y좌표가 

모두 정수인 점의 좌표를 (m, n)이라 하면 다음과 같이 

경우를 나누어 구할 수 있다.

Ú m=0 또는 m=1일 때, 

 6ÉnÉ9이므로 점 (m, n)의 개수는

 2_4=8

Û m=2 또는 m=3일 때, 

 5ÉnÉ9이므로 점 (m, n)의 개수는

 2_5=10

Ü m=4일 때, 

 4ÉnÉ9이므로 점 (m, n)의 개수는 6

Ý m=5 또는 m=8일 때, 

 3ÉnÉ9이므로 점 (m, n)의 개수는

 2_7=14

Þ m=6일 때, 

 2ÉnÉ9이므로 점 (m, n)의 개수는 8

ß m=7일 때, 

 0ÉnÉ9이므로 점 (m, n)의 개수는 10

à m=9일 때, 

 n=9이므로 점 (m, n)의 개수는 1

Ú ~ à에서 조건을 만족시키는 점의 개수는

8+10+6+14+8+10+1=57		  �답 57

해결단계

➊ 단계 함수 y= f(x)를 y= k 
x-p +q 꼴로 변형한다.

➋ 단계
k, p의 부호에 따라 경우를 나누어 함수 y= f(x)의 그래

프의 개형을 파악한다.

➌ 단계
조건을 만족시키는 m의 값의 범위를 구하고, 자연수 n의 

값을 구한다.

f(x)=x+m-n 
x-m =

(x-m)+2m-n
x-m =2m-n 

x-m +1

에서 함수 y= f(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식은 	

x=m, y=1이다. 

함수 y= f(x)의 그래프가 제3사분면을 지나지 않는 경

우는 두 정수 m, 2m-n의 부호에 따라 다음과 같이 경

우를 나누어 생각할 수 있다.

Ú m>0, 2m-n>0일 때, 

10
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함수 y= f(x)의 그래프와 y

y=1

x=m

xO m

1

n-m
m

y=f(x)  

y축의 교점이 {0, n-m 
m }

이므로 함수 y= f(x)의 

그래프가 제3사분면을 지

나지 않으려면 오른쪽 그

림과 같아야 한다. 즉, 
n-m 

m ¾0이어야 한다.

따라서 m>0, 2m-n>0, n-m 
m ¾0이므로

n 
2 <mÉn

Û m>0, 2m-n<0일 때, � y

xO m

x=m

1 y=1

y=f(x)

함수 y= f(x)의 그래프는 

오른쪽 그림과 같으므로 항

상 제3사분면을 지나지 않

는다.

∴ 0<m<n 
2

Ü m=0일 때, � y

xO

1 y=1

y=f(x)

2m-n<0이므로 함수 	

y= f(x)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같고 항상 제3사

분면을 지나지 않는다. 

Ý m<0일 때, � y

xOm

x=m

y=11

y=f(x)

2m-n<0이므로 함수 	

y= f(x)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같고 항상 제3사

분면을 지난다. 즉, 조건을 

만족시키지 않는다.

Ú ~ Ý에서 조건을 만족시키는 m의 값의 범위는 

0Ém<n 
2  또는 

n 
2 <mÉn

따라서 조건을 만족시키는 정수 m의 개수가 10이 되도록 

하는 자연수 n의 값은 9 또는 10이므로 그 합은

9+10=19			   � 답 19

해결단계

➊ 단계
f(1)< f(3)< f(2)를 만족시키는 함수 y= f(x)의 그래

프의 개형을 파악하고, m의 값을 구한다.

➋ 단계

g( f(3))<g( f(2))<g( f(1))을 만족시키는 함수 

y=g(x)의 그래프의 개형을 파악하고, q의 값의 범위를 

구한다.

➌ 단계 Q(80)의 값을 구한다. 

f(x)=x+2n 
2x-p =

{x- p
2 }+2n+

p
2

2{x- p
2 }

=
n+

p
4

x-
p
2

+1
2

에서 함수 y= f(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식은	

11

 x=
p
2 , y=1

2

이때 n+
p
4>0, f(0)=-2n

p <0이므로 

f(1)< f(3)< f(2)를 만족시키는 함수 y= f(x)의 그

래프는 다음 그림과 같다.

y

xO

1
2

1
2

p
2

p
2

1
2 3

y=

y=f(x)

x=

따라서 1<
p
2<2, 즉 2<p<4이어야 하므로 	  

p=3 (∵ p는 자연수)

∴ m=3, f(x)=x+2n 
2x-3

g(x)=4x+n  
x+q =

4(x+q)+n-4q 
x+q =

n-4q  
x+q +4

에서 함수 y=g(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식은 	

x=-q, y=4

이때 f(1)<0< f(3)< f(2)이므로 

g( f(3))<g( f(2))<g( f(1))을 만족시키는 함수 	

y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

y

xO

4 y=4

y=g(x)

x=-q

-q
f(1) f(3)f(2)

즉, n-4q<0, f(1)<-q이어야 하므로

n-4q<0에서 
n
4 <q 	  yy㉠

f(1)<-q에서 -(1+2n)<-q

∴ q<2n+1	 yy㉡

㉠, ㉡에서 
n
4<q<2n+1

n=80이면 20<q<161이므로 이를 만족시키는 자연수 

q는 21, 22, 23, y, 160의 140개이다. 

∴ Q(80)=140 		  � 답 140

이 문제는 주어진 함숫값 또는 합성함수의 함숫값의 대소 관계를 판단

하는 과정에서 계수의 범위에 따른 두 함수 f(x), g(x)의 그래프의 

개형을 추론해야 하는 문제이다.

단순하게 대입하여 계산하는 것이 아닌 점근선의 위치, 함수의 그래프

와 y축의 교점의 위치에 따른 유리함수의 그래프의 특성을 파악하여 

주어진 조건을 만족시키는 유리함수의 식을 파악할 수 있다.  

서울대 선배들의 추천 PICK 1등급 비법 노하우
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해결단계

➊ 단계
두 함수 y= f(x), y=g(x)의 그래프의 두 점근선의 방정

식을 각각 구한다.

➋ 단계

집합으로 주어진 식의 의미를 파악한 후, b의 값의 범위에 

따라 경우를 나누어 조건을 만족시키는 a, b, k의 값을 각각 

구한다.

➌ 단계 함수 g(x)의 식을 구한 후, a_b_g(-k)의 값을 구한다. 

f(x)= bx
x-a=

b(x-a)+ab
x-a = ab

x-a+b

에서 유리함수 y=f(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식

은 x=a, y=b이고 이 그래프는 항상 점 (0, 0)을 지난다.

함수 y= f(x+2a)+a의 그래프는 함수 y= f(x)의 그

래프를 x축의 방향으로 -2a만큼, y축의 방향으로 a만큼 

평행이동한 것이므로 이 그래프의 두 점근선의 방정식은

x=-a, y=a+b

한편, {t|h(t)=1}={t|-9ÉtÉ-8}'{t|t¾k}에서 

함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t의 교점의 개수가 1

이 되도록 하는 t의 값의 범위는

-9ÉtÉ-8 또는 t¾k	 yy㉠

Ú	b>0일 때,

	‌� ab>0, a+b>0이므로 함수 y=g(x)의 그래프는 

다음 그림과 같다.

	‌� 즉, 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t의 교점의 

개수가 1이 되도록 하는 t의 값의 범위는

	‌� t<b 또는 a+b<tÉg(a)				  

이므로 ㉠을 만족시키지 않는다.

Û	b<0일 때,

	 ab<0, a+b>b이고, g(a)= f(3a)+a=a+3
2 b

	 ① ‌�g(a)>b인 경우	  

함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

 ‌�즉, 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t의 교점

의 개수가 1이 되도록 하는 t의 값의 범위는 	  

b<t<g(a) 또는 t¾a+b				  

이므로 ㉠을 만족시키지 않는다.

	 ② ‌�g(a)=b인 경우	  

함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

12

본문 p.99

	  ‌�즉, 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t의 교점

의 개수가 1이 되도록 하는 t의 값의 범위는 	

t=b 또는 t¾a+b				  

이므로 ㉠을 만족시키지 않는다.

	 ③ ‌�g(a)<b인 경우	  

함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

	  ‌�즉, 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t의 교점

의 개수가 1이 되도록 하는 t의 값의 범위는	  

g(a)ÉtÉb 또는 t¾a+b    yy㉡

	  ‌�㉠, ㉡에서	  

g(a)=-9, b=-8, a+b=k	  

g(a)=a+3
2 b=a+3

2_(-8)=-9에서	  

a-12=-9	 ∴ a=3	  

∴ k=a+b=3+(-8)=-5

Ú, Û에서

g(x)=

(

{

9

`
- 24

x-3-8�(x<3)

- 24
x+3-5 (x¾3)

따라서 g(-k)=g(5)=- 24 
5+3-5=-8이므로

a_b_g(-k)=3_(-8)_(-8)=192� 답 192

두 함수 y= f(x), y= f(x+2a)+a의 그래프는 다음 그림과 같다.

BLACKLABEL 특강 참고
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8. 무리함수

01 ②	 02 2a	 03 ④	 04 ⑤	 05 ③	

06 ②	 07 ③	 08 ① 	 09 ④	 10 5

11 2Ék<;4(;	 12 ⑤	 13 12	 14 k¾1	  

pp.101~102출제율 100%  우수 기출 대표 문제STEP1

모든 실수 x에 대하여 무리식 "ÃkxÛ̀ -kx+3이 실수가 되

기 위해서는 kxÛ̀ -kx+3¾0이어야 한다.

Ú	k=0일 때,

	 3¾0이므로 항상 실수이다.

Û	k+0일 때,

	‌� 이차방정식 kxÛ̀ -kx+3=0이 중근이나 허근을 가져

야 하므로 판별식을 D라 하면

	 D‌�=(-k)Û`-12k	 

=k(k-12)É0

	 ∴ 0<kÉ12 (∵ k+0)

Ú, Û에서 0ÉkÉ12이므로 정수 k는 0, 1, 2, y, 12의 

13개이다.� 답 ②

x=aÛ̀ + 1
aÛ``

이므로

'Äx+2-'Äx-2‌�=®ÉaÛ̀ + 1
aÛ``

+2-®ÉaÛ̀ + 1
aÛ``

-2	  

=®É{a+1
a} 2`-®É{a-

1
a}2`	  

=|a+1
a|-|a-

1
a|    yy㉠

이때 0<a<1에서 
1
a>1이므로

a+1
a>0, a-1

a<0

따라서 ㉠에서 

'Äx+2-'Äx-2‌�={a+1
a}+{a-

1
a}	 	 	

=2a� 답 2a

1
a+'¶ab

+ 1
b+'¶ab

‌�= 1
'a('a+'b)+

1
'b('a+'b)

	

=
'a+'b

'a'b('a+'b)
	  

= 1
'a'b=

1
''¶ab

 (∵ a>0, b>0)

� 답 ④

01

02

03

다른 풀이

Ú	a+b일 때,

	
1

a+'¶ab
+ 1

b+'¶ab
‌�=

a-''¶ab
aÛ`-ab

+
b-''¶ab
bÛ`-ab

	  

=
a-''¶ab
a(a-b)

-
b-''¶ab
b(a-b)

	  

=
ab-b''¶ab-ab+a''¶ab

ab(a-b)
	  

=
'¶ab(a-b)
ab(a-b)

	  

=
'¶ab
ab  (∵ a+b)	  

= 1
''¶ab

Û	a=b일 때,

	
1

a+'¶ab
+ 1

b+'¶ab
‌�= 1

a+a+
1

a+a=
1
a 	  

= 1
"�aÛ``

= 1
''a�b

Ú, Û에서 임의의 두 양수 a, b에 대하여

1
a+'¶ab

+ 1
b+'¶ab

= 1
''¶ab

�

x='3+1
'3-1

= ('3+1)Û`
('3-1)('3+1)

=4+2'3
3-1 =2+'3

x>0이므로

'§x+1
'§x-1

+'§x-1
'§x+1

‌�=('§x+1)Û`+('§x-1)Û`
('§x-1)('§x+1)

	  

=x+2'§x+1+x-2'§x+1
x-1 	

=2x+2
x-1

위의 식에 x=2+'3을 대입하면

2(2+'3)+2
(2+'3)-1

‌�=6+2'3
1+'3 	  

=(6+2'3)('3-1)
(1+'3)('3-1)

	

=6'3-6+6-2'3
3-1 	  

=2'3� 답 ⑤

무리함수 y='Äax+b+c (a>0)의 정의역이 {x|x¾4}, 

치역이 {y|y¾2}이므로

y='Äax+b+c="Ãa(x-4)+2='Äax-4a+2

즉, b=-4a, c=2이므로

4aÛ`+2b+cÛ`
4a �=4aÛ`-8a+4

4a = aÛ`-2a+1
a =

(a-1)Û`
a

이때 a>0이므로 구하는 최솟값은 a=1일 때 0이다.

� 답 ③

04

05


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다른 풀이

에서

4aÛ`+2b+cÛ`
4a =4aÛ`-8a+4

4a =a+1
a-2

이때 a>0에서 
1
a>0이므로 산술평균과 기하평균의 관

계에 의하여

a+1
a-2‌�¾2®Éa_1

a  -2`(단, 등호는 a=1일 때 성립)	

=2-2=0 

따라서 구하는 최솟값은 0이다.

y‌�= cx+d
ax+b=

c
a x+d

a

x+ b
a

	  

=

c
a {x+

b
a }+

d
a - bc

aÛ`

x+ b
a

=

d
a - bc

aÛ`

x+ b
a

+ c
a

이므로 주어진 유리함수의 그래프의 두 점근선의 방정식

은 x=- b
a , y= c

a이다.

또한, 그래프와 y축의 교점의 y좌표는 x=0일 때의 y의 

값이므로 
d
b 이다.

그런데 주어진 그래프에서 두 점근선의 교점의 x좌표는 

음수, y좌표는 양수이고, 그래프와 y축의 교점의 y좌표는 

양수이므로 

- b
a<0, ca>0, db >0

이때 a>0이므로 b>0, c>0, d>0

한편, y=a'Äbx+c+d=a®Éb{x+ c
b}+d의 그래프는

함수 y=a'¶bx의 그래프를 x축의 방향으로 - c
b만큼, 	

y축의 방향으로 d만큼 평행이동한 것이다.

이때 - c
b<0, d>0이므로 무리

함수 y=a'Äbx+c+d의 그래프의 

개형은 오른쪽 그림과 같다.

따라서 무리함수 y=a'Äbx+c+d

의 그래프는 제1 사분면, 제 2 사분

면을 지난다.� 답 ②

무리함수 y='Ä2x-a-5의 그래프를 x축의 방향으로 

-3만큼, y축의 방향으로 2만큼 평행이동하면 

y-2="Ã2(x+3)-a-5    ∴ y='Ä2x+6-a-3

이 함수의 그래프를 y축에 대하여 대칭이동하면

y='Ä-2x+6-a-3

06

07

이 함수의 그래프가 y='Äbx+4+c의 그래프와 일치하므로

6-a=4, b=-2, c=-3 

∴ a=2, b=-2, c=-3

∴ a+b+c=2+(-2)+(-3)=-3 � 답 ③

함수 y= f(x)의 그래프는 함수 y='§x의 그래프를 x축

의 방향으로 -2만큼, y축의 방향으로 2k만큼 평행이동

한 것이다.

g(x)='Ä4-x-6="Ã-(x-4)-6이므로 함수 	

y=g(x)의 그래프는 함수 y='§x의 그래프를 y축에 대

하여 대칭이동한 후 x축의 방향으로 4만큼, y축의 방향으

로 -6만큼 평행이동한 것이다.

따라서 두 곡선 y= f(x), y=g(x) 및 두 직선 x=-2, 

x=4로 둘러싸인 도형은 다음 그림과 같다.

y=2k

y=-6

y=g(x)

y=f(x)

x=4

CB

4

Sª

SÁ

-2

DA

x=-2

y

xO

곡선 y= f(x)와 두 직선 x=4, y=2k로 둘러싸인 도형

의 넓이를 SÁ, 곡선 y=g(x)와 두 직선 x=-2, 	

y=-6으로 둘러싸인 도형의 넓이를 Sª라 하자.

곡선 y= f(x)를 y축에 대하여 대칭이동한 후 x축의 방

향으로 2만큼, y축의 방향으로 -2k-6만큼 평행이동하

면 곡선 y=g(x)와 일치하므로 SÁ=Sª이다.

따라서 네 점 A(-2, 2k), B(-2, -6), C(4, -6), 	

D(4, 2k)에 대하여 두 곡선 y= f(x), y=g(x) 및 두 

직선 x=-2, x=4로 둘러싸인 도형의 넓이(빗금친 부

분)는 직사각형 ABCD의 넓이와 같다.

ABÓ=2k+6, ADÓ=6이므로 직사각형 ABCD의 넓이는

6(2k+6)=72 

12k+36=72    ∴ k=3 � 답 ①

다른 풀이

곡선 y='Äx+2+2k를 직선 x=1에 대하여 대칭이동한 

도형의 방정식은

y='Ä2-x+2+2k    ∴ y='Ä4-x+2k

위의 도형을 y축의 방향으로 -2k-6만큼 평행이동한 

도형의 방정식은

y-(-2k-6)='Ä4-x+2k    ∴ y='Ä4-x-6

따라서 곡선 y= f(x)를 직선 x=1에 대하여 대칭이동

한 후,  y축의 방향으로 -2k-6만큼 평행이동하면 곡선 

y=g(x)와 일치하므로 SÁ=Sª이다.

다음은 와 같다.

08



본문 pp.101~102
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직선에 대한 대칭이동

방정식 f(x, y)=0이 나타내는 도형을

⑴ 직선 x=a에 대하여 대칭이동한 도형 ⇨ f(2a-x, y)=0
⑵ 직선 y=b에 대하여 대칭이동한 도형 ⇨ f(x, 2b-y)=0 

BLACKLABEL 특강 참고

ㄱ.	‌�y=-'Ä4-4x+3=-"Ã-4(x-1)+3의 그래프는 	

무리함수 y=-'Ä-4x의 그래프를 x축의 방향으로 1

만큼, y축의 방향으로 3만큼 평행이동한 것이다.

	 즉, 주어진 무리함수의 그래프를 평행이동하면 함수

	 y=-'Ä-4x의 그래프와 겹쳐진다. (거짓)

ㄴ.	y=-'Ä4-4x+3에 x=-5
4  를 대입하면

	‌� y=-®É4-4_{-5
4 }+3=0이므로 주어진 무리함

수의 그래프는 점 {-5
4 , 0}을 지난다. (참)

ㄷ.	ㄱ, ㄴ에 의하여 주어진 무리함수의 그래프는 두 점

	 (1, 3), {-5
4 , 0}을 지난다.

	 또한, x=0일 때 y=-'Ä4-0+3=1이므로

	 점 (0, 1)을 지난다.

	‌� 즉, 함수 y=-'Ä4-4x+3의 그래프는 위의 그림과 

같으므로 제 4 사분면을 지나지 않는다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

이차함수 y=axÛ̀ +bx+c의 그래프는 위로 볼록하므로 	

a<0 

또한, 이차함수의 그래프의 꼭짓점의 x좌표가 1이고 점 	

(0, 4)를 지나므로

- b 
2a 

=1, c=4    ∴ b=-2a, c=4

-3ÉxÉ5에서 무리함수� y

xO 5

12

y=15-ax 5-4a+12

-3-4

 

y='Ä-ax-4a+12

="Ã-a(x+4)+12

의 그래프는 오른쪽 그림과 

같으므로 x=5일 때 최댓값 

M, x=-3일 때 최솟값 	

m을 갖는다.

∴ M='Ä-a_9+12=12+3'¶-a,

m='Ä-a_1+12=12+'¶-a

09

함수 y='Ä-4x의 그래프를 x축에 대하여 대칭이동한 것이다.

10

이때 M-m=2이므로

(12+3'¶-a)-(12+'¶-a)=2

2'¶-a=2

∴ a=-1

따라서 a=-1, b=2, c=4이므로

a+b+c=-1+2+4=5 � 답 5

방정식 'Äx+2=x+k가 서로 다른 두 실근을 가지므로 

두 함수 y='Äx+2, y=x+k의 그래프는 서로 다른 두 

점에서 만나야 한다.�

즉, 오른쪽 그림과 같이 직선 	

y=x+k가 직선 Ú이거나 두 

직선 Ú, Û 사이에 있어야 

한다.

Ú	‌�직선 y=x+k가 점 	

(-2, 0)을 지날 때, 	0=-2+k    ∴ k=2

Û	‌�직선 y=x+k가 함수 y='Äx+2의 그래프와 접할 때, 

'Äx+2=x+k의 양변을 제곱하여 정리하면	  

xÛ̀ +(2k-1)x+kÛ̀ -2=0	  

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면	  

D=(2k-1)Û`-4(kÛ̀ -2)=0	  

4k=9    ∴ k=9
4

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 k의 값의 범위는

2Ék<9
4 � 답 2Ék<9

4

함수 f(x)가 x의 값이 증가할 때 y의 값도 증가하는 함

수이므로 두 함수 y= f(x), y= f-1(x)의 그래프의 모

든 교점은 직선 y=x 위에 존재한다. ← 본문 75쪽 비법노트Ⓘ ⑸

따라서 함수 y= f(x)의 그래프와 그 역함수 y= f-1(x)

의 그래프의 두 교점 사이의 거리는 함수 	

f(x)='Ä2x-a+2의 그래프와 직선 y=x의 두 교점 사

이의 거리와 같다.

'Ä2x-a+2=x에서 'Ä2x-a=x-2

양변을 제곱하여 정리하면 

xÛ̀ -6x+a+4=0	 yy㉠ 

이때 이차방정식 ㉠의 두 근을 a, b라 하면 함수

f(x)='Ä2x-a+2의 그래프와 직선 y=x의 두 교점의 

좌표는 각각 (a, a), (b, b)이고, 두 교점 사이의 거리가 

2'2이므로 

"Ã(a-b) Û`+(a-b)Û`=2'2, "Ã2(a-b)Û`='8
2(a-b)Û`=8  

∴ (a-b)Û`=4	 yy㉡

한편, ㉠에서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여

11

12

직선 y=x 위의 점이므로
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y�=x+1
x-1=

(x-1)+2
x-1 = 2

x-1+1

의 그래프는 다음 그림과 같다.

이때 무리함수 y='Äx+k의 그래프는 함수 y='§x의 그

래프를 x축의 방향으로 -k만큼 평행이동한 것이므로 두 

함수 y=x+1
x-1 , y='Äx+k의 그래프가 서로 다른 두 점

에서 만나려면 -kÉ-1이어야 한다.

∴ k¾1� 답 k¾1

01 ②	 02 64	 03 ④	 04 3	 05 ③	

06 ④	 07 ①	 08 ⑤ 	 09 
1
10 	 10 2'2	

11 
1
3 ÉmÉ3	                 	 12 1	 13 2'2	 14 

1
12

15 45	 16 38	 17 4	 18 ③ 	 19 1	

20 12	 21 ⑤	 22 83	 23 800	 24 ④	

25 9	 26 ④	 27 ①	 28 ③   

pp.103~1071등급을 위한 최고의 변별력 문제STEP2

'¶10-3= 1
6+aÁ     yy㉠에서

6+aÁ= 1
'¶10-3

= '¶¶10+3
('¶10-3)('¶10+3)

='¶10+3 

∴ aÁ='¶10-3

aÁ= 1
6+aª 에서 '¶10-3= 1

6+aª 

㉠에서 aª=aÁ='¶10-3

aª= 1
6+a£ 에서 '¶10-3= 1

6+a£ 

㉠에서 a£=aÁ='¶10-3

	         ⋮

따라서 모든 자연수 n에 대하여 an='¶10-3이므로

{a10+
1
a20 
}Û`‌�={'¶10-3+ 1

'¶10-3
}Û`	  

=('¶10-3+'¶10+3)Û`	  

=(2'¶10) Û`=40� 답 ②

14

01

a+b=6, ab=a+4이므로 

(a-b)Û`‌�=(a+b)Û`-4ab	  

=36-4(a+4)	 

=20-4a    yy㉢

㉡=㉢에서 20-4a=4

4a=16    ∴ a=4� 답 ⑤

다른 풀이

무리함수 f(x)='Ä2x-a+2의 그래프와 그 역함수의 

그래프의 두 교점은 직선 y=x 위에 있고, 두 교점 사이

의 거리가 2'2이므로 두 교점을 각각 P, Q라 하면 다음 

그림과 같은 직각삼각형을 그릴 수 있다.

두 교점의 x좌표의 차가 2이므로 두 교점의 x좌표를 각

각 p, p+2라 하면 ㉠에서 이차방정식의 근과 계수의 관

계에 의하여

p+(p+2)=6

2p+2=6, 2p=4  

∴ p=2

또한, p(p+2)=a+4이므로 8=a+4

∴ a=4

( fç(gç f)-1ç f-1)(3)‌�=( fç f-1çg-1ç f-1)(3)	

=(g-1ç f-1)(3)	  

=g-1( f-1(3))

f-1(3)=a라 하면 f(a)=3

2a+1 
a-2 =3, 2a+1=3a-6

∴ a=7

g-1( f-1(3))=g-1(7)

g-1(7)=b라 하면 g(b)=7

'Ä4b+1=7, 4b+1=49 

∴ b=12

∴ ( fç(gç f)-1ç f-1)(3)=12 � 답 12

다른 풀이

( fç(gç f)-1ç f-1)(3)‌�=g-1( f-1(3))	  

=( fçg)-1(3)

( fçg)-1(3)=k라 하면 ( fçg)(k)=3
2g(k)+1 
g(k)-2

=3, 2g(k)+1=3g(k)-6

∴ g(k)=7

즉, 'Ä4k+1=7이므로 k=12

∴ ( fç(gç f)-1ç f-1)(3)=12 

13

본문 pp.102~103
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별 A, B의 표면 온도를 각각 TA, TB, 반지름의 길이를 

각각 RA, RB, 광도를 각각 LA, LB라 하면 주어진 조건

에 의하여

TA=
1
3TB, RA=72RB, LA=kLB    yy㉠

이때 TAÛ`=
1

RA
¾Ð LA

4pr  이므로 ㉠을 대입하면

{ 13TB} 2`=
1

72RB
¾ÐkLB

4pr

1
9TBÛ`=

1
72RB

¾Ð kLB

4pr

또한, TBÛ`‌�=
1

RB
¾Ð LB

4pr이므로 위의 식에 대입하면

1 
9RB
¾Ð LB

4pr=
1

72RB
¾Ð kLB

4pr이므로

1
9=
'§k
72 , '§k=8

∴ k=64� 답 64

다른 풀이

TÛ̀ = 1
R 
¾Ð L
4pr  에서 양변을 제곱하면

TÝ̀ = 1
RÛ`

_
L
4pr     ∴ L=4prRÛ̀ TÝ̀

별 A, B의 표면 온도를 각각 TA, TB, 반지름의 길이를 

각각 RA, RB, 광도를 각각 LA, LB라 하면

LA=4prRAÛ`TAÝ`, LB=4prRBÛ`TBÝ`

이때 주어진 조건에 의하여

TA=
1
3TB, RA=72RB이므로

LA

LB
‌�=

4prRAÛ`TAÝ`
4prRBÛ`TBÝ`

={RA

RB 
}Û` {TA

TB
} Ý`	  

=72 Û`_{ 13 }
Ý`=64

∴ LA=64LB

LA=kLB에서 k=64

f(n)‌�= 1
'Än+2+'Än+1

	  

=
'Än+2-'Än+1

('Än+2+'Än+1 )('Än+2-'Än+1 )
	  

='Än+2-'Än+1

이므로

S(n)‌�= f(3)+ f(4)+ f(5)+y+ f(n)	  

=('5-'4 )+('6-'5 )+('7-'6 )+y	  

� +('Än+2-'Än+1 )	

='Än+2-'4 	  

='Än+2-2

ㄱ.	S(14)='1�6-2=4-2=2 (거짓)

ㄴ.	"ÃnÝ̀ +2‌�<"ÃnÝ̀ +2nÛ̀ +1 (∵ n¾3)	  

="Ã(nÛ̀ +1) Û`	  

=nÛ̀ +1

02

03

	 이므로

	 S(nÝ̀ )‌�="ÃnÝ̀ +2-2	  

<(nÛ`+1)-2=nÛ̀ -1	  

<nÛ	

	 ∴ S(nÝ̀ )<nÛ̀  (참)

ㄷ.	S(n)>11에서 'Än+2-2>11

	 'Än+2>13, n+2>169

	 ∴ n>167

	 즉, S(n)>11을 만족시키는 자연수 n의 최솟값은

	 168이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.� 답 ④

다른 풀이

ㄴ.	‌�S(nÝ̀ )‌<nÛ̀ 에서 "ÃnÝ̀ +2-2<nÛ̀ , 즉 "ÃnÝ̀ +2<nÛ̀ +2

를 확인하면 된다.

	 이때 "ÃnÝ`+2>0, nÛ`+2>0이므로

	 (nÛ̀ +2)Û`-("ÃnÝ̀ +2)Û`‌�=nÝ`+4nÛ`+4-(nÝ̀ +2)	 

=4nÛ̀ +2	  

>0

	 따라서 (nÛ̀ +2)Û`>("ÃnÝ̀ +2)Û`에서

	 nÛ̀ +2>"ÃnÝ̀ +2이므로 S(nÝ̀ )<nÛ̀  (참)

부등식의 증명

두 수 또는 두 식이 모두 양수일 때, 제곱의 차를 이용하여 부등식을 

증명할 수 있다.

A>0, B>0일 때

⑴ AÛ`-BÛ`>0 HjjK A>B
⑵ AÛ`-BÛ`=0 HjjK A=B
⑶ AÛ`-BÛ`<0 HjjK A<B

BLACKLABEL 특강 필수 개념

'§n 의 정수 부분이 f(n), 소수 부분이 g(n)이므로

'§n = f(n)+g(n)에서

g(n)='§n- f(n)  	   yy㉠

㉠을 { f(n)}Û`+{g(n)}Û`=3-2g(n)에 대입하면

{ f(n)}Û`+{'§n- f(n)}Û`=3-2{'§n- f(n)}

{ f(n)}Û`+n-2 f(n)'§n+{ f(n)} Û`=3-2'§n+2 f(n)

2{ f(n)} Û`-2 f(n)+n-3+{2-2 f(n)}'§n=0

n과 f(n)은 정수이고, '§n은 무리수이므로 무리수가 서

로 같을 조건에 의하여

2{ f(n)} Û`-2 f(n)+n-3=0, 2-2 f(n)=0

2-2 f(n)=0에서 f(n)=1

위의 값을 2{ f(n)} Û`-2 f(n)+n-3=0에 대입하면

2-2+n-3=0    ∴ n=3� 답 3

다른 풀이

'§n의 정수 부분이 f(n), 소수 부분이 g(n)이므로

'§n= f(n)+g(n) (0<g(n)<1)

{ f(n)} Û`+{g(n)}Û`=3-2g(n)에서

{ f(n)} Û`=3-2g(n)-{g(n)} Û`
{ f(n)} Û`=4-{g(n)+1}Û` 	  yy㉡

04

← '§n은 무리수이므로 g(n)+0
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0<g(n)<1에서 1<{g(n)+1}Û`<4이므로

0<{ f(n)} Û`<3 

이때 n은 양의 정수, f(n)은 정수이므로

f(n)=1 

위의 식을 ㉡에 대입하여 정리하면

1=4-{g(n)+1}Û`, {g(n)+1}Û`=3

∴ g(n)='3-1 (∵ 0<g(n)<1)

따라서 f(n)+g(n)=1+('3-1)='3이므로

'n='3    ∴ n=3

이차함수 f(x)=axÛ̀ +bx+c의 그래프의 꼭짓점의 좌표

가 { 12 , 
9
2}이므로

f(x)=a{x-1
2 }2`+

9
2

함수 y= f(x)의 그래프가 점 (0, 4)를 지나므로

4=a_{-1
2} 2`+

9
2 , 4=1

4a+9
2

1
4a=-1

2     ∴ a=-2

즉, f(x)=-2{x-1
2 }2`+

9
2=-2xÛ̀ +2x+4이므로

b=2, c=4

∴ g(x)=-2'Äx+2+4

ㄱ.	‌�정의역은 {x|x¾-2}이고, 치역은 {y|yÉ4}이다.	

� (참)

ㄴ.	‌�함수 y= g(x)의 그래프

는 무리함수 y=-2'§x 의 

그래프를 x축의 방향으로 

-2만큼, y축의 방향으로 

4만큼 평행이동한 것이다.

	‌� 또한,	  

g(0)=-2'2+4>0이므로 위의 그림과 같이 제 1 사

분면, 제 2 사분면, 제 4 사분면을 지나고, 제 3 사분면을 

지나지 않는다. (거짓)

ㄷ.	‌�f(x)=0에서 -2xÛ̀ +2x+4=0	  

xÛ̀ -x-2=0, (x+1)(x-2)=0	  

∴ x=-1 또는 x=2	  

∴ a=-1, b=2 (∵ a<b) 	  
함수 g(x)는 ㄴ에서 x의 값이 증가할 때 y의 값은 감

소하는 함수이므로 -1ÉxÉ2에서 함수 g(x)의 최

댓값은 g(-1)=-2'Ä-1+2+4=2 (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

xÁ<xª이면 'ÄxÁ+2<'Äxª+2
즉, -2'ÄxÁ+2>-2'Äxª+2에서 -2'ÄxÁ+2+4>-2'Äxª+2+4
∴ g(xÁ)>g(xª)
따라서 xÁ<xª이면 g(xÁ)>g(xª)이므로 함수 g(x)는 x의 값이 증

가할 때 y의 값은 감소하는 함수이다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

0505



이차함수 y=1
2xÛ̀ 의 그래프와 직선 y=x+k의 두 교점

의 x좌표는 이차방정식

1
2xÛ̀ =x+k, 즉 xÛ̀ -2x-2k=0    yy㉠

의 두 실근이다.

이때 A(a, a+k), B(b, b+k) (a<b)라 하면

ABÓ‌�="Ã(b-a)Û`+{(b+k)-(a+k)}Û`	  

="Ã2(b-a)Û`	  

='2(b-a) (∵ a<b)
㉠에서 근과 계수의 관계에 의하여

a+b=2, ab=-2k

∴ (b-a)Û`‌�=(a+b) Û`-4ab	  

=4+8k

즉, b-a='Ä4+8k (∵ a<b)이므로

f(k)‌�=ABÓ='2'Ä4+8k	  

=2'Ä2+4k=2®É4{k+1
2 }

따라서 함수 y= f(k)의 그래프는 y=2'¶4k의 그래프를 

k축의 방향으로 -1
2만큼 평행이동한 것이므로 그 개형

은 ④이다.� 답 ④

f(x)=a'Äbx+1+c=a¾̈b{x+1
b }+c

이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 함수 y=a'¶bx의 그래

프를 x축의 방향으로 -1
b만큼, y축의 방향으로 c만큼 평

행이동한 것이다.

함수 y= f(x)의 그래프가 두 점 {-1
b , c}, (0, a+c)

를 지나므로 함수 y= f(x)의 그래프가 제2사분면은 지

나지 않고 제1사분면, 제3사분면, 제4사분면만 지나는 경

우는 다음과 같다.

Ú 점 {-1
b , c}가 제1사분면 위에 있는 경우

-1
b>0, c>0이므로 b<0, c>0�

함수 y= f(x)의 그래프는 y

x

a+c
y=f(x)O

1
b

¦- ,`c¥
 

오른쪽 그림과 같이 점 	

{-1
b , c}를 기준으로 왼쪽 

아래(↙)로 향해야 하므로

a<0

이 그래프와 y축의 교점의 y좌표가 0보다 작아야 하므

로 a+c<0

∴ ac<0, a+c<0, bc<0

Û ‌�점 {-1
b , c}가 제3사분면 위에 있는 경우

-1
b<0, c<0이므로 b>0, c<0�

06

07

본문 pp.103~104
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함수 y= f(x)의 그 y

x
a+c

y=f(x)
O

1
b

¦- ,`c¥

래프는 오른쪽 그림

과 같이 점 {-1
b , c}

를 기준으로 오른쪽 

위로(↗) 향해야 하

므로 ‌a>0 

이 그래프와 y축의 교점의 y좌표가 0보다 작아야 하므

로 a+c<0

∴ ac<0, a+c<0, bc<0

Ú, Û에서 ac<0, a+c<0, bc<0이므로

|ac|
ac + 2|a+c| 

a+c + 3|bc|  
bc ‌�=-ac 

ac -
2(a+c)  

a+c -3bc  
bc  	

=-1-2-3=-6

	 � 답 ①

무리함수 y=a"Ãb(x-p)+q의 그래프의 개형은 a, b의 값의 부호에 

따라 다음과 같다.

Ú a>0, b>0일 때, 

점 (p, q)를 기준으로 오른쪽 위(↗)로 향한다.

Û a>0, b<0일 때, 

점 (p, q)를 기준으로 왼쪽 위(↖)로 향한다.

Ü a<0, b>0일 때, 

점 (p, q)를 기준으로 오른쪽 아래(↘)로 향한다.

Ý a<0, b<0일 때, 

점 (p, q)를 기준으로 왼쪽 아래(↙)로 향한다. 

(p,`q)

Û

Ý

Ú

Ü

BLACKLABEL 특강 필수 원리

�

f(x)=-"Ãkx+4k+8, g(x)="Ã-kx+4k-8이라 하자.

f(x)=-"Ãkx+4k+8=-"Ãk(x+4)+8이므로 곡선 	

y=f(x)는 k의 값에 관계없이 항상 점 (-4, 8)을 지난다.

또한, - f(-x)="Ã-kx+4k-8에서 	

- f(-x)=g(x)이므로 두 곡선 y= f(x), y=g(x)
는 원점에 대하여 대칭이다.

따라서 두 곡선 y= f(x), y=g(x)는 k의 값의 부호에 

따라 다음과 같이 경우를 나누어 그릴 수 있다.

Ú k<0일 때, 

곡선 y= f(x)는 점 �

y=f(x)

y=g(x)

y

xO

8

4
-4

-8

(-4, 8)을 기준으로 왼

쪽 아래(↙)로 향하므로 

곡선 y=g(x)는 점 	

(4, -8)을 기준으로 오

른쪽 위(↗)로 향한다.

이때 두 곡선 y= f(x), y=g(x)의 교점은 없다.

0808

Û k>0일 때, 

곡선 y= f(x)는 점 (-4, 8)을 기준으로 오른쪽 아

래(↘)로 향하므로 곡선 y=g(x)는 점 (4, -8)을 

기준으로 왼쪽 위(↖)로 향한다.

이때 두 곡선 y= f(x),�

y=f(x)

y=g(x)

y

x
O

8

4
-4

-8

 

y=g(x)가 서로 다른 두 

점에서 만나려면 오른쪽 

그림과 같아야 한다.

즉, f(0)<g(0), 	
f(4)¾-8, g(-4)É8

이어야 하므로

f(0)<g(0)에서

-'¶4k+8<'¶4k-8, 8<'¶4k
양변을 제곱하면

4k>64    ∴ k>16 	  yy㉠

f(4)¾-8에서 

-'¶8k+8¾-8, '¶8kÉ16

양변을 제곱하면

8kÉ256    ∴ kÉ32  	  yy㉡

g(-4)É8에서 

'¶8k-8É8, '¶8kÉ16

마찬가지로 kÉ32  	   yy㉢

㉠, ㉡, ㉢에서 16<kÉ32

Ú, Û에서 실수 k의 값의 범위는 

16<kÉ32

따라서 조건을 만족시키는 정수 k는 17, 18, 19, y, 32

의 16개이다. � 답 ⑤

두 함수 f(x), g(x)는 일대일함수이고, 두 함수 y= f(x), 	
y=g(x)의 그래프는 원점에 대하여 대칭이므로 두 함수의 그래프가 

원점을 지날 때, 두 함수의 그래프는 오직 한 점(원점)에서만 만난다.

BLACKLABEL 특강 참고

�

두 점 P(xÁ, yÁ), Q(xª, yª)가 무리함수 y='Äx+3-1

의 그래프 위에 있으므로

yÁ='ÄxÁ+3-1, yª='Äxª+3-1

선분 PQ의 중점의 y좌표가 4이므로

('ÄxÁ+3-1)+('Äxª+3-1)
2 =4

'ÄxÁ+3+'Äxª+3-2=8

∴ 'ÄxÁ+3+'Äxª+3=10    yy㉠

따라서 직선 PQ의 기울기는

yª-yÁ
xª-xÁ ‌�=

('Äxª+3-1)-('ÄxÁ+3-1)
xª-xÁ 	

=
'Äxª+3-'ÄxÁ+3

xª-xÁ 	  

=
('Äxª+3-'ÄxÁ+3)('Äxª+3+'ÄxÁ+3)

(xª-xÁ)('Äxª+3+'ÄxÁ+3)

09
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‌�=
(xª+3)-(xÁ+3)

xª-xÁ  _ 1
'Äxª+3+'ÄxÁ+3

	

=1_ 1
10 (∵ ㉠)	  

= 1
10� 답 

1
10

근호 안의 식의 값은 항상 0 이상이어야 하므로 

1-x¾0, 1+x¾0

∴ -1ÉxÉ1

즉, 함수 f(x)의 정의역은 {x|-1ÉxÉ1}이고, 	

f(x)¾0이므로 { f(x)} Û`이 최대 또는 최소일 때, f(x)

도 최대 또는 최소이다. 

{ f(x)} Û`‌�=('Ä1-x+'Ä1+x)Û`	  

=1-x+2"Ã1-xÛ̀ +1+x	  

=2+2"Ã1-xÛ̀

에서 { f(x)} Û`은 x=0일 때 최댓값 2+2=4를 갖고,

x=Ñ1일 때 최솟값 2+2_0=2를 갖는다.

∴ M='4=2, m='2
∴ Mm=2'2� 답 2'2

단계 채점 기준 배점

㈎
(근호 안의 식의 값)¾0임을 이용하여 함수 f(x)
의 정의역을 구한 경우 

30%

㈏
f(x)¾0이므로 {f(x)}Û`이 최대 또는 최소일 때, 

f(x)도 최대 또는 최소임을 파악한 경우
30%

㈐
{f(x)}Û`의 최댓값과 최솟값을 구하고 f(x)의 최댓

값 M, 최솟값 m을 구한 경우
30%

㈑ Mm의 값을 구한 경우 10%

�

무리함수 f(x)='Ämx+3=®Ém{x+ 3
m } (m>0)의 	

그래프는 함수 y='¶mx의 그

래프를 x축의 방향으로 	

- 3
m 만큼 평행이동한 것이

므로 오른쪽 그림과 같다.

이때 두 점 (2, 3), (3, 2)를 

이은 선분과 무리함수 y= f(x)의 그래프가 만나려면 점 

(2, 3)이 무리함수 y= f(x)의 그래프 위의 점이거나 위

쪽에 있어야 하고, 점 (3, 2)가 무리함수 y= f(x)의 그

래프 위의 점이거나 아래쪽에 있어야 한다.

∴ f(2)É3, f(3)¾2

즉, 'Ä2m+3É3, 'Ä3m+3¾2이므로

Ú	'Ä2m+3É3에서 2m+3É9

	 2mÉ6    ∴ 0<mÉ3 (∵ m>0)

Û	'Ä3m+3¾2에서 3m+3¾4

	 3m¾1    ∴ m¾ 1
3

10

11

Ú, Û에서 m의 값의 범위는 

1
3ÉmÉ3� 답 

1
3ÉmÉ3

f(x)='Ä2x+3에서

f{x-3
2}=®É2{x-

3
2}+3='¶2x

이때 부등식 f{x-3
2}<g(x)< f(x)를 만족시키는 	

x의 값의 범위가 2<x<3이려면 다음 그림과 같이 함수 

g(x)=px+q`(p>0)의 그래프는 두 점 (2, 2), (3, 3) 

또는 두 점 (2, '7), (3, 3)을 지나야 한다.

이때 p, q가 정수이므로 함수 y=g(x)의 그래프는 두 점

(2, 2), (3, 3)을 지나는 직선이고, 이 직선의 방정식은 

y-2=3-2
3-2(x-2)에서 y=x

∴ g(x)=x

따라서 p=1, q=0이므로 p+q=1� 답 1

x¾0, 4-x¾0이므로 함수 f(x)의 정의역은 	

{x|0ÉxÉ4}이다. 이때

|'§x-'Ä4-x|=[`
'Ä4-x-'§x  (0Éx<2)

'§x-'Ä4-x�(2ÉxÉ4)

이므로

f(x)‌�=
'§x+'Ä4-x-|'§x-'Ä4-x|

2 	  

=[`
'§x� (0Éx<2)

'Ä4-x  (2ÉxÉ4)

함수 y=f(x)의 그래프는 오

른쪽 그림과 같으므로 삼각형 

ABC의 세 꼭짓점이 세 점

(0, 0), (4, 0), (2, '2 )일 때, 

삼각형 ABC의 넓이가 최대

가 된다.

따라서 구하는 삼각형 ABC의 넓이의 최댓값은

1
2_4_'2=2'2� 답 2'2

단계 채점 기준 배점

㈎
x의 값의 범위를 나누어 함수 f(x)의 식을 절댓값 

기호를 없애고 나타낸 경우
40%

㈏
삼각형 ABC의 넓이가 최대가 되도록 하는 세 꼭짓

점의 좌표를 구한 경우
40%

㈐ 삼각형 ABC의 넓이의 최댓값을 구한 경우 20%

12

13

본문 pp.104~105
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두 함수 f(x)='§x, g(x)=ax+b에 대하여

f(1)=g(1)에서 a+b=1	 yy㉠

f(4)=g(4)에서 4a+b=2	 yy㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=1
3 , b=2

3     ∴ g(x)=1
3x+2

3


따라서 두 함수 y=f(x), y=g(x)의 그래프는 다음 그림

과 같다.

이때 1ÉxÉ4에서 f(x)¾g(x)이므로

h(x)‌�=|f(x)-g(x)|= f(x)-g(x)	  

='§x-1
3x-2

3

'§x=k로 놓으면 1ÉxÉ4에서 1ÉkÉ2이고, 

'§x-1
3x-2

3 �=k-1
3kÛ̀ -2

3 	  

=-1
3{k-

3
2 } 2`+

1
12

그러므로 k=3
2 , 즉 x=9

4일 때 함수 h(x)는 최댓값 	

1
12  을 갖는다.� 답 

1
12

다른 풀이

에서 직선 y=g(x)와 기울기가 같고 함수 y= f(x)의 

그래프에 접하는 직선을 y=1
3x+t`(t는 상수)라 하면 	

접점의 x좌표는 방정식 '§x=1
3x+t의 실근이다.

양변을 제곱하면 x=1
9xÛ̀ +2

3 tx+tÛ̀

9x=xÛ̀ +6tx+9tÛ`

∴ xÛ̀ +(6t-9)x+9tÛ̀ =0

이 이차방정식이 중근을 가져야 하므로 판별식을 D라 하면

D=(6t-9) Û`-4_1_9tÛ̀ =0

36tÛ̀ -108t+81-36tÛ`=0

108t=81    ∴ t=3
4

따라서 접선의 방정식은 y=1
3x+3

4

이때 h(x)의 최댓값은 평행한 두 직선 y=g(x)와 	

y=1
3 x+3

4의 y절편의 차와 같으므로

| 23-
3
4 |=|

8
12-

9
12 |=

1
12

두 함수 y='Äx+3-1, y='Ä3-x-1의 그래프는 y축에 

대하여 대칭이므로 다음 그림과 같이 세 함수

14

15

y='Äx+3-1, y='Ä3-x-1, y=-1의 그래프로 둘러

싸인 영역에 내접하는 직사각형도 y축에 대하여 대칭이다.

함수 y='Ä3-x-1의 그래프 위의 직사각형의 한 꼭짓점

의 y좌표를 a (a>-1)라 하면

'Ä3-x-1=a에서 'Ä3-x=a+1

위의 식의 양변을 제곱하면

3-x=aÛ`+2a+1    ∴ x=-aÛ`-2a+2

즉, 이 꼭짓점의 좌표는 (-aÛ`-2a+2, a)이므로 직사각

형의 둘레의 길이를 l이라 하면

l‌�=2[2(-aÛ`-2a+2)+{a-(-1)}]	 	

=-4aÛ`-6a+10	  

=-4 {a+3
4 }

Û`+ 49
4

따라서 a=-3
4일 때 l은 최댓값 

49
4 를 가지므로

p=4, q=49

∴ q-p=45� 답 45

다른 풀이

에서

함수 y='Ä3-x-1의 그래프 위의 직사각형의 한 꼭짓점

의 좌표를 (a, 'Ä3-a-1) (0<a<3), 직사각형의 둘레

의 길이를 l'이라 하면

l'‌�=2[2a+{'Ä3-a-1-(-1)}]	  

=2'Ä3-a+4a      yy㉠

이때 'Ä3-a =t (0<t<'3)로 놓고 이 식의 양변을 제곱

하면

3-a=tÛ̀     ∴ a=3-tÛ̀

위의 식을 ㉠에 대입하면

l‌�'=2t+4(3-tÛ̀ )	  

=-4tÛ`+2t+12	  

=-4{t-1
4 }2`+

49
4

0<1
4<'3이므로 t=1

4 , 즉 a=47
16일 때 l'은 최댓값 	

49
4 를 갖는다.

따라서 p=4, q=49이므로

q-p=45


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f(x)='Ä2x+2-3="Ã2(x+1)-3, 

g(x)='Ä2x-2+3="Ã2(x-1)+3이라 하자. 

곡선 y= f(x)는 곡선 y='¶2x를 x축의 방향으로 -1만

큼, y축의 방향으로 -3만큼 평행이동한 것이고, 곡선 

y=g(x)는 곡선 y='¶2x를 x축의 방향으로 1만큼, y축

의 방향으로 3만큼 평행이동한 것이다.

따라서 두 곡선 y= f(x),

l

1-1

-3

y

x
O

3

y=g(x)

y=f(x)

y=123x

 

y=g(x)는 곡선 y='¶2x
를 평행이동하면 겹칠 수 

있다. 

또한, 세 곡선 y= f(x), 

y=g(x), y='¶2x의 시작

점 (-1, -3), (1, 3), 	

(0, 0)은 모두 직선 y=3x 

위에 있다. 

따라서 두 곡선 y= f(x), 

y=g(x)에 동시에 접하는 직선 l은 곡선 y='¶2x에도 

접하고 기울기가 3이다.

직선 l의 방정식을 

y=3x+k (k는 상수)

라 하면 직선 l과 곡선 y='¶2x의 교점의 x좌표는 

'¶2x=3x+k

위의 식의 양변을 제곱하면

2x=9xÛ`+6kx+kÛ`, 9xÛ`+2(3k-1)x+kÛ`=0

x에 대한 이차방정식이 중근을 가져야 하므로 판별식을 D

라 하면 

D
4 =(3k-1)Û`-9kÛ`=0 

-6k+1=0    ∴ k=1
6

따라서 직선 l의 방정식은 

y=3x+1
6 , 즉 18x-6y+1=0

점 O와 직선 l 사이의 거리는

|18_0-6_0+1|
"Ã18Û`+6Û`

= 1
'Ä360=

'¶10
60

점 P(2, a)와 직선 l 사이의 거리는 

|18_2-6_a+1|
"Ã18Û`+6Û`

=|37-6a| 
'Ä360 =

'¶10|37-6a|
60

두 점 O, P에서 직선 l에 이르는 거리가 서로 같으므로

'¶10|37-6a|
60 =

'¶10
60 , |37-6a|=1

∴ a=6 또는 a=19 
3

따라서 모든 a의 값의 곱은 

6_19 
3 =38� 답 38

y=x+|x-k|=[`
k � (x<k)

2x-k (x¾k) 

  yy㉠

  yy㉡

16

17

에서 함수 y=x+|x-k|의 그래프는 점 (k, k)를 지나

고 x=k의 좌우에서 기울기가 바뀐다.

두 함수 y='Ä2x+1+1, y=x+|x-k|의 그래프가 서

로 다른 두 점에서 만나는 경우는 다음과 같이 경우를 나

누어 생각할 수 있다.

Ú ‌�곡선 y='Ä2x+1+1이 직선 ㉡과 서로 다른 두 점에

서 만나는 경우

다음 그림과 같이 직선 ㉡이 그래프 ①과 일치하거나 

두 그래프 ①, ② 사이에 있어야 한다.

y

xO

1

2

1
2

-

y=152x+21+1

②①

① 직선 ㉡이 점 {-1
2 , 1}을 지날 때, 

1=2_{-1
2 }-k, 1=-1-k 

∴ k=-2

② 직선 ㉡이 곡선 y='Ä2x+1+1과 접할 때, 

2x-k='Ä2x+1+1에서

2x-(k+1)='Ä2x+1

위의 식의 양변을 제곱하면

4xÛ̀ -4(k+1)x+(k+1)Û`=2x+1

4xÛ̀ -2(2k+3)x+kÛ̀ +2k=0

x에 대한 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D  
4 =(2k+3) Û`-4(kÛ̀ +2k)=0

4k+9=0    ∴ k=-9
4

①, ②에서 실수 k의 값의 범위는 -9
4<kÉ-2이다.

Û ‌�곡선 y='Ä2x+1+1이 두 직선 ㉠, ㉡과 각각 한 점에

서 만나는 경우

다음 그림과 같이 함수 y=x+|x-k|의 그래프가 

그래프 ③과 일치하거나 두 그래프 ③, ④ 사이에 있

어야 한다.

y

xO

1 (k,`k)

(k,`k)
2

1
2

-

y=152x+21+1

③ ④

본문 p.105
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③ 직선 ㉠이 점 {-1
2 , 1}을 지날 때, k=1

④ ‌�점 (k, k)`(k>0)가 곡선 y='Ä2x+1+1 위에 있

을 때, 

k='Ä2k+1+1에서

k-1='Ä2k+1

위의 식의 양변을 제곱하면

kÛ̀ -2k+1=2k+1

kÛ̀ -4k=0, k(k-4)=0

∴ k=4

③, ④에서 실수 k의 값의 범위는 1Ék<4이다.

Ú, Û에서 실수 k의 값의 범위는 

-9
4<kÉ-2 또는 1Ék<4

이므로 구하는 모든 정수 k는 -2, 1, 2, 3이고 구하는 합은 

-2+1+2+3=4 � 답 4

함수 f(x)=[`
-(x-a)Û`+b (xÉa)

-'Äx-a+b � (x>a)
의 그래프의 개형

은 다음 그림과 같다.

y=f(x)

(a,`b)

x=a

조건 ㈎에서 {f(x)-a}{f(x)-b}=0

∴ f(x)=a 또는 f(x)=b 	  yy㉠

조건 ㈏에서 f(a)=a, f(b)=b이고, 조건 ㈎에서 방정

식 ㉠의 실근이 a, b, c뿐이므로 

f(c)=a 또는 f(c)=b
이때 f(c)=a이면 방정식 f(x)=b의 실근은 b뿐이고, 

f(c)=b이면 방정식 f(x)=a의 실근은 a뿐이다. 

f(c)=a라 가정하면 곡선 y= f(x)와 직선 y=a의 교

점은 (a, a), (c, a)이고, 곡선 y= f(x)와 직선 y=b의 

교점은 (b, b)뿐이다.

이때 곡선 y= f(x)와 직선 y=b의 교점이 1개이려면 점 

(b, b)는 점 (a, b)와 일치해야 한다. 

∴ a=b=b  	   yy㉡

또한, 곡선 y= f(x)와 직선 y=x는 두 점 (a, a), 	

(b, b)에서 만나므로 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그

림과 같고, a<b<c이어야 한다.

y=f(x)

y=x

y=b

y=a

x=a x=c
x=b

18

f(x)=x에서 -(x-a)Û`+b=x 

-(x-b) Û`+b=x (∵ ㉡), (x-b)Û`+(x-b)=0

(x-b)(x-b+1)=0 

∴ x=b-1 또는 x=b
f(a)=a이고 a<b이므로 a=b-1	 yy㉢

한편, f(c)=a이고 c>b이므로 

-'Äc-a+b=a
-'Äc-b+b=b-1 (∵ ㉡, ㉢), 'Äc-b =1 

∴ c=b+1				   yy㉣

a+b+c=15이므로 ㉢, ㉣에서

(b-1)+b+(b+1)=15

3b=15    ∴ b=5

∴ a=b-1=4, c=b+1=6

즉, f(x)=[`
-(x-5)Û`+5 (xÉ5)

-'Äx-5+5 � (x>5)
이므로

f(a+b)= f(9)=-'Ä9-5+5=3

한편, f(c)=b라 가정하면 같은 방법으로 f(a+b)=3

이다.

∴ f(a+b)=3� 답 ③

함수 f(x)가 x의 값이 증가할 때 y의 값도 증가하는 함

수이므로 두 함수 y= f(x), y= f-1(x)의 그래프의 모

든 교점은 직선 y=x 위에 존재한다. ← 본문 75쪽 비법노트Ⓘ ⑸ 

따라서 두 함수 y= f(x), �

y= f-1(x)의 그래프가 서로 

다른 두 점에서 만나려면 오른

쪽 그림과 같이 무리함수

f(x)='Äx-1+k의 그래프가 

직선 y=x와 서로 다른 두 점

에서 만나야 한다.

따라서 무리함수 f(x)='Äx-1+k의 그래프가 점 

(1, 1)을 지날 때 실수 k는 최댓값을 가지므로 

1='Ä1-1+k에서 k=1� 답 1

무리함수 f(x)='Äx-2 에서 y='Äx-2 라 하고, 양변을 

제곱하면 

yÛ`=x-2, x=yÛ`+2

x와 y를 서로 바꾸면 y=xÛ̀ +2

∴ g(x)=xÛ̀ +2`(x¾0)

이때 f(6)='Ä6-2 =2이므로 g(2)=6이다.

즉, 두 함수 y=f(x), y=g(x)
의 그래프는 오른쪽 그림과 같

고, 역함수 y=g(x)의 그래프

는 함수 y= f(x)의 그래프를 

직선 y=x에 대하여 대칭이동한 

것이다.

19
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이때 두 직선 x=2, y=6과 x축 및 y축으로 둘러싸인 직

사각형에서 Sª를 뺀 영역을 S£이라 하면

SÁ=S£

∴ SÁ+Sª‌�=S£+Sª	  

=2_6=12� 답 12

주어진 그래프에서

f(x)=

(
{
9
`

1	 (x<-1)

-x	 (-1Éx<1)

-1	 (x¾1)

한편, g(x)='Ä2x+3에서 y='Ä2x+3이라 하고 양변을 

제곱하면

yÛ`=2x+3  

∴ x=1
2 yÛ̀ -3

2

x와 y를 서로 바꾸면

y=1
2xÛ`- 3

2

∴ g-1(x)=1
2xÛ̀ -3

2  (x¾0)

따라서

y‌�=( f½g-1)(x)	  

= f(g-1(x))	

=

(
{
9
`

1	 (g-1(x)<-1)

-g-1(x)	 (-1Ég-1(x)<1)

-1	 (g-1(x)¾1)

	

=

(
|
{
|
9

`

1	 { 12xÛ`-3
2<-1}

-1
2xÛ`+3

2 	{-1É 1
2xÛ`-3

2<1}

-1	 { 12xÛ`-3
2¾1}

	

=

(
\
{
\
9

`

1	 (0Éx<1)

-1
2xÛ`+3

2 	(1Éx<'5 )

-1	 (x¾'5)

이므로 그래프의 개형은 ⑤이다.� 답 ⑤

무리함수 y='Äax+b+c (a+0)의 역함수는

y= 1
a {(x-c)Û`-b} (x¾c)이다.

[증명] y='Äax+b+c에서 

y-c='Äax+b
양변을 제곱하면

(y-c)Û`=ax+b  

∴ x= 1
a {(y-c)Û`-b}

x와 y를 서로 바꾸면

y= 1
a {(x-c)Û`-b} (x¾c)

BLACKLABEL 특강 필수 원리

21

함수 y=-g -1(x)의 그래프의 개형은 역함수의 기하학적 의미와 대

칭이동을 이용하여 다음과 같이 구할 수도 있다.

 

직선 y=x에 대하여 

11111111Ú
대칭이동

 

y

x

y=x

3
2-

3
2-

y=g{x}

y=g`—!{x}

O

x축에 대하여

11111111Ú
대칭이동

 

3
2-

3
2

y

O

y=-g`—!{x}

y=g`—!{x}

x

BLACKLABEL 특강 참고

a¾3이므로 f(a)=b라 하면

b='Ä2a+3+6¾'Ä2_3+3+6=9    yy㉠

(g½ f)(a)=g( f(a))=g(b)
g(b)=-'Äb-3+5이고 ㉠에서 b-3¾6이므로 g(b)가 

자연수가 되도록 하는 b-3의 값은 9, 16이다.

Ú	b-3=9, 즉 b=12일 때,

	 f(a)=12에서 'Ä2a+3+6=12

	 'Ä2a+3=6

	 위의 식의 양변을 제곱하면

	 2a+3=36, 2a=33    ∴ a=33 
2

Û	b-3=16, 즉 b=19일 때,

	 f(a)=19에서 'Ä2a+3+6=19

	 'Ä2a+3=13

	 위의 식의 양변을 제곱하면

	 2a+3=169, 2a=166    ∴ a=83

Ú, Û에서 구하는 자연수 a의 값은 83이다.� 답 83

g(b)=-'Äb-3+5가 자연수가 되려면 'Äb-3=0 또는 'Äb-3=1 
또는 'Äb-3=2 또는 'Äb-3=3 또는 'Äb-3=4이어야 한다.

이때 b-3¾6이므로

'Äb-3=3 또는 'Äb-3=4
∴ b-3=9 또는 b-3=16

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭 

�

f(x)="Ãx+4nÛ̀ -2n`(x¾0)에서 y="Ãx+4nÛ̀ -2n이

라 하면 

y+2n="Ãx+4nÛ̀

22



23
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위의 식의 양변을 제곱하면

yÛ`+4ny+4nÛ̀ =x+4nÛ̀

∴ x=yÛ`+4ny

x와 y를 서로 바꾸면 함수 f(x)의 역함수는

y=xÛ̀ +4nx (x¾0)

즉, 두 함수 f(x), g(x)는 서로 역함수 관계이므로 두 

함수 y= f(x), y=g(x)의 그래프는 직선 y=x에 대하

여 대칭이고 다음 그림과 같다.

y=g(x)

y=f(x)

y=-x+16n+20

QÇ

PÇ

y=x
y

x
O

점 Qn의 x좌표는 

xÛ`+4nx=-x+16n+20

xÛ`+(4n+1)x-16n-20=0

(x+4n+5)(x-4)=0

∴ x=4`(∵ x¾0)

∴ Qn(4, 16n+16)

이때 두 점 Pn, Qn은 직선 y=x에 대하여 대칭이므로

Pn(16n+16, 4)

∴ ln=PnQnÓ

="Ã(16n+16-4) Û`+(4-16n-16)Û`

="Ã(16n+12)Û`+(16n+12)Û`

='2(16n+12) (∵ n은 자연수)

따라서 l°=92'2, lª=44'2, lÁ=28'2이므로

(l°-lª-lÁ)Û`‌�=(92'2-44'2-28'2) Û`	
=(20'2)Û`=800 � 답 800

k의 값이 커질수록 곡선�

y='Äx-2k 는 x축의 양의 방

향으로 평행이동하므로 곡선

y=f(x)가 삼각형 ABC와 만

나도록 하는 k의 최댓값은 오

른쪽 그림과 같이 곡선 

y= f(x)가 점 B(12, 2)를 지날 때이다.

2='Ä12-2k 에서 양변을 제곱하면

12-2k=4, 2k=8    ∴ k=4

즉, kÉ4일 때 곡선 y= f(x)는 삼각형 ABC와 만난다.

� yy㉠

한편, y='Äx-2k 에서 양변을 제곱하면

yÛ`=x-2k, x=yÛ`+2k

x와 y를 서로 바꾸면 y=xÛ`+2k

24

즉, 함수 f(x)의 역함수는

f-1(x)=xÛ`+2k (x¾0)

이때 k의 값이 커질수록 곡선

y=xÛ`+2k는 y축의 양의 방향

으로 평행이동하므로 곡선

y= f-1(x)가 삼각형 ABC와 

만나도록 하는 k의 최댓값은

오른쪽 그림과 같이 곡선 

y= f-1(x)가 점 A(2, 11)을 지날 때이다.

4+2k=11에서 2k=7    ∴ k=7
2

즉, kÉ 7
2일 때 곡선 y= f-1(x)는 삼각형 ABC와 만난

다.� yy㉡

㉠, ㉡에서 조건을 만족시키는 실수 k의 값의 범위는

kÉ 7
2이므로 구하는 양수 k의 최댓값은 

7
2이다.� 답 ④

y=4x-1
x-2 =

4(x-2)+7
x-2 = 7

x-2+4

조건 ㈎에서 함수 f의 치역이 {y|y>4}이고, 조건 ㈏에

서 함수 f는 일대일함수이므로 함수 y= f(x)의 그래프

는 다음 그림과 같아야 한다.

즉, f(3)=11이어야 하므로 b=11

조건 ㈐에서 f(-1)=13이므로

2a+b=13, 2a+11=13

2a=2    ∴ a=1

∴ f(x)=
(
{
9
`
'Ä3-x+11�̀(xÉ3)

4x-1
x-2  � (x>3) 

f(2)='Ä3-2+11=12이므로

f(2) f(k)=60에서 12 f(k)=60

∴ f(k)=5

즉, 
4k-1
k-2 =5이므로 4k-1=5k-10

∴ k=9� 답 9

y=m(x+1)-1은 기울기 m의 값에 관계없이 점 	

(-1, -1)을 지나는 직선의 방정식이다. 즉, 집합 A의 

원소는 직선 y=m(x+1)-1 위의 점이다. 

y= 1
x-1+2는 그래프의 점근선의 방정식이 x=1, 	

25

26
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y=2인 유리함수이고, y=| 1
x-1+2|의 그래프는 	

y= 1
x-1+2의 그래프에서 y¾0인 부분은 그대로 두고 

y<0인 부분은 x축에 대하여 대칭이동한 것이다. 		

이때 집합 B의 원소는 함수 y=| 1
x-1+2|의 그래프 위

의 점이다. 

함수 y='Äx-n의 그래프는 함수 y='§x의 그래프를 x축

의 방향으로 n만큼 평행이동한 것이다. 즉, 집합 C의 원

소는 무리함수 y='Äx-n의 그래프 위의 점이다. 

이때 n(A;B)=3은 직선 y=m(x+1)-1과 함수 	

y=| 1
x-1+2|의 그래프의 교점이 3개임을 의미한다.

점 (-1, -1)을 지나고 	

x<1에서 함수 	

y=| 1
x-1+2|의 그래프와 

접하는 직선을 ㉠이라 하자. 

n(A;B)=3이려면 직선 	

y=m(x+1)-1의 기울기

가 직선 ㉠의 기울기보다 커야 한다.

이때 | 1
x-1+2|=0에서 x=1

2이므로 

두 점 (-1, -1), { 12 , 0}을 지나는 직선 ㉠의 기울기는 

0-(-1)
1
2-(-1)

=2
3

따라서 n(A;B)=3이기 위한 m의 값의 범위는 

m>;3@;

한편, n(A;B)=2이려면 m=2
3이어야 하므로 

y=2
3(x+1)-1    ∴ y=2

3x-1
3

이때 n(A;B)=2이면서 n(A;C)=0이려면 직선 	

y=2
3x-1

3이 함수 y='Äx-n의 그래프와 만나지 않아

야 한다.

따라서 함수 y='Äx-n의

㉡

 

그래프가 오른쪽 그림과 

같이 직선 y=2
3x-1

3에 	

접하는 곡선 ㉡보다 오른

쪽에 있어야 한다.

곡선 ㉡의 함수식을  y='Äx-k`(k는 실수)라 할 때, 직

선 y=2
3x-1

3과 곡선 ㉡의 접점의 x좌표는 방정식 

2
3x-1

3='Äx-k의 실근이다.

2x-1=3'Äx-k에서 양변을 제곱하면

4xÛ̀ -4x+1=9x-9k    ∴ 4xÛ̀ -13x+9k+1=0

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

㉠

D=(-13) Û`-4_4_(9k+1)=0

153-144k=0    ∴ k=153
144=

17
16

따라서 n(A;B)=2이면서 n(A;C)=0이기 위한 n

의 값의 범위는

n>;1!6&;

∴ ㈎：m>2
3 , ㈏：n>17

16 � 답 ④

x축에 평행한 직선을 y=k`(k>0)라 하고, a<b라 하면 

함수 y= f(x)의 그래프가 다음 그림과 같으므로 두 점 	

A, B는 두 함수 y=1
x-1`(0<x<1), 		

y='Äx-1`(x¾1)의 그래프 위에 있다.

A{a, 1a-1}, B(b, 'Äb-1 )이고, 두 점 A, B는 직선 

y=k 위에 있으므로

1
a-1=k, 'Äb-1=k에서

1
a=k+1, b-1=kÛ̀     ∴ a= 1

k+1 , b=kÛ̀ +1

∴ ab‌�= kÛ`+1
k+1 	  

=
(k+1)(k-1)+2

k+1 	  

=k-1+ 2
k+1 	  

=k+1+ 2
k+1-2    yy㉠

이때 k>0에서 k+1>0, 
2

k+1>0이므로 산술평균과 

기하평균의 관계에 의하여

k+1+ 2
k+1 ‌�¾2®É(k+1)_ 2

k+1 	  

=2'2 

� {단, 등호는 k+1= 2
k+1 , 즉 k='2-1일 때 성립}

따라서 ㉠에서

ab=k+1+ 2
k+1-2¾2'2-2

이므로 구하는 최솟값은 2'2-2이다.� 답 ①

다른 풀이

A{a, 1a-1}, B(b, 'Äb-1)이라 할 때, 두 점의 y좌표

가 같으므로

27
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1
a-1='Äb-1

양변을 제곱하면

b-1={ 1a-1}2`, b= 1
aÛ`-

2
a+2

∴ ab=a{ 1aÛ`-
2
a+2}=1

a+2a-2	 yy㉡

이때 a>0에서 
1
a>0, 2a>0이므로 산술평균과 기하평

균의 관계에 의하여

1
a+2a‌�¾2®É 1a_2a	  

=2'2 {단, 등호는 
1
a=2a, 즉 a='22 일 때 성립}

따라서 ㉡에서

ab=1
a+2a-2¾2'2-2

이므로 구하는 최솟값은 2'2-2이다.

해결단계

➊ 단계
점 P(xÁ, yÁ)은 두 곡선 y= 1

x , y=a'¶ax의 교점임을 이용

하여 ㄱ의 참, 거짓을 판단한다.

➋ 단계
두 점 P, Q의 좌표를 a, b를 이용하여 나타낸 후, 직선 PQ
의 기울기를 구하여 ㄴ의 참, 거짓을 판단한다.

➌ 단계

OPÓ=OQÓ임을 이용하여 a, b 사이의 관계식을 구한 후, 	

PQÓ=1임을 이용하여 삼각형 OPQ의 넓이를 구하고 ㄷ의 

참, 거짓을 판단한다.

ㄱ.	‌�점 P(xÁ, yÁ)은 두 곡선 y=1
x , y=a'¶ax의 교점이므로

	
1
xÁ=a'¶axÁ

	 위의 식의 양변을 제곱하면

	
1
xÁÛ`

=aǛ xÁ, 1
xÁÜ`

=aÜ`    ∴ 
1
xÁ=a

	 즉, yÁ= 1
xÁ=a이다. (참)

ㄴ.	ㄱ에서 P{ 1a , a}

	 같은 방법으로 Q(xª, yª)는 두 곡선 y=1
x , y=b'¶bx

	 의 교점이므로 
1
xª=b'¶bxª에서

	 xª=1
b , yª=b    ∴ Q{ 1b , b}

	 즉, 직선 PQ의 기울기는

	
b-a

;b!;-;a!;
= b-a

a-b
ab

=-ab (거짓)

ㄷ.	OPÓ=®ÉaÛ̀ + 1
aÛ`

, OQÓ=®ÉbÛ̀ + 1
bÛ`

	 OPÓ=OQÓ에서 ®ÉaÛ̀ + 1
aÛ`
=®ÉbÛ̀ + 1

bÛ`
	 위의 식의 양변을 제곱하면

	 aÛ̀ + 1
aÛ`
=bÛ̀ + 1

bÛ`
, aÛ̀ -bÛ̀ + bÛ`-aÛ`

aÛ`bÛ`
=0

	 (aÛ̀ -bÛ̀ ){1- 1
aÛ`bÛ`
}=0

28

	 이때 0<b<1<a이므로

	 a Û`-bÛ`+0, 1- 1
aÛ`bÛ`

=0

	 aÛ`bÛ̀ =1, ab=1 (∵ a>0, b>0)

	 ∴ b=1
a

	 즉, P{ 1a , a}, Q{a, 
1
a }이고 PQÓ=1이므로

	 ®É{a-1
a }2`+{

1
a-a}2`=1

	 2{a-1
a } 2`=1, {a-1

a } 2`=
1
2

	 ∴ aÛ̀ + 1
aÛ`
= 5

2     yy㉠

	

	 따라서 위의 그림에서

	 △OPQ‌�

	 =OHSR-(△OPR+△OHQ+△PQS)		

	 =aÛ`-[ 12_a_1
a+1

2_
1
a_a+1

2_{a-
1
a }2`]	

	 =1
2 {aÛ̀ - 1

aÛ`
}=1

2®É{aÛ̀ - 1
aÛ`
} 2`	  

	 =1
2®É{aÛ̀ + 1

aÛ`
}2`-4=1

2®É
25
4 -4 (∵ ㉠)	  

	 =1
2_

3
2=

3
4

	 이므로 삼각형 OPQ의 넓이는 
3
4이다. (참)

그러므로 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다.� 답 ③

01 1925	 02 ⑤	 03 0<aÉ 1
2  또는 a>2	

04 113	 05 
189 
32 	 06 6	 07 2	 08 23 	

09 
25 
38 	 10 24	 11 3	 12 13 

pp.108~1091등급을 넘어서는 종합 사고력 문제STEP3

해결단계

➊ 단계 주어진 식을 x, y, z에 대한 무리식의 제곱의 합으로 변형한다.

➋ 단계
x, y, z가 실수임을 이용하여 x, y, z의 값을 각각 구한 후, 

xÚ`Ú`-41y+72zÚ`Û`의 값을 구한다.

x+y+z+1=2('Äx-1+'Äy-2+'Äz+1)에서

x+y+z+1-2('Äx-1+'Äy-2+'Äz+1)=0

01
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(x-1-2'Äx-1+1)+(y-2-2'Äy-2+1)

� +(z+1-2'Äz+1+1)=0

('Äx-1-1)Û`+('Äy-2-1) Û`+('Äz+1-1)Û`=0

'Äx-1-1, 'Äy-2-1, 'Äz+1-1은 모두 실수이므로

'Äx-1-1=0, 'Äy-2-1=0, 'Äz+1-1=0

'Äx-1=1, 'Äy-2=1, 'Äz+1=1

x-1=1, y-2=1, z+1=1

∴ x=2, y=3, z=0

따라서 구하는 식의 값은

xÚ̀ Ú`-41y+72zÚ̀ Û`‌�=2Ú`Ú`-41_3+0	  

=2048-123=1925� 답 1925

x, y, z가 실수라는 조건만 있으므로 'Äx-1, 'Äy-2, 'Äz+1 중에 허

수인 것이 있다고 가정하자.

이때 x+y+z+1=2('Äx-1+'Äy-2+'Äz+1)의 좌변은 실수이므

로 우변도 실수이어야 한다.

그런데 'Äx-1, 'Äy-2, 'Äz+1 중에 허수인 것은 그 허수부분이 양수

이므로 우변의 허수부분은 0이 될 수 없다.

따라서 'Äx-1, 'Äy-2, 'Äz+1은 모두 실수이어야 한다.

BLACKLABEL 특강 풀이 첨삭

해결단계

➊ 단계
함수 g(x)가 x의 값이 증가할 때 y의 값이 감소하는 함수

임을 이용하여 ㄱ의 참, 거짓을 판단한다.

➋ 단계
역함수 관계에 있는 두 함수는 직선 y=x에 대하여 대칭임

을 이용하여 ㄴ의 참, 거짓을 판단한다.

➌ 단계
점 Q가 직선 y=x 위의 점임을 이용하여 ㄷ의 참, 거짓을 

판단한다.

ㄱ.	‌�함수 g(x)는 x의 값이 증가할 때 y의 값이 감소하는 

함수이므로 0<xª<1에서 

	 g(1)<yª<g(0)    ∴ 
1
2<yª<1 (참)

ㄴ.	‌�두 점 P(xÁ, yÁ), R(x£, y£)은 직선 y=x에 대하여 

대칭이므로 xÁ=y£, yÁ=x£이다.

	 ∴ xÁ yÁ=x£ y£ (참)

ㄷ.	‌�직선 PQ의 기울기는 
yª-yÁ
xª-xÁ이고, 직선 QR의 기울

기는 
y£-yª
x£-xª이다.	  

이때 점 Q는 직선 y=x 위에 있으므로 xª=yª이고, 	

ㄴ에서 xÁ=y£, yÁ=x£이므로 두 직선의 기울기의 곱은	

yª-yÁ
xª-xÁ_

y£-yª
x£-xª=

yª-yÁ
xª-xÁ_

xÁ-xª
yÁ-yª =1 (참)

따라서 ㄱ, ㄴ, ㄷ 모두 옳다.� 답 ⑤

02

해결단계

➊ 단계
x의 값의 범위에 따라 함수 y=[x]-"Ãx-[x]의 그래프를 

그린다.

➋ 단계
두 함수 y=ax-1, y=[x]-"Ãx-[x]의 그래프의 교점이 

1개이기 위한 직선 y=ax-1의 위치를 파악한다.

➌ 단계
➋ 단계 에서 파악한 직선 y=ax-1의 기울기를 이용하여 a
의 값의 범위를 구한다.

함수 y=[x]-"Ãx-[x]에서

‌�0Éx<1일 때, [x]=0이므로	  

y=[x]-"Ãx-[x]=-'§x 

‌�1Éx<2일 때, [x]=1이므로 	  

y=[x]-"Ãx-[x]=1-'Äx-1

‌�2Éx<3일 때, [x]=2이므로 	  

y=[x]-"Ãx-[x]=2-'Äx-2

3Éx<4일 때, [x]=3이므로 	  

y=[x]-"Ãx-[x]=3-'Äx-3

따라서 0Éx<4에서 함수� ㉠

㉡

㉢

 	

y=[x]-"Ãx-[x]의 그래프는 

오른쪽 그림과 같다. 

이때 직선 y=ax-1은 y절편이 

-1이므로 두 함수 		

y=ax-1, y=[x]-"Ãx-[x]

의 그래프의 교점이 1개이려면 직선 y=ax-1이 y축과 

직선 ㉠ 사이 또는 직선 ㉡과 같거나 두 직선 ㉡, ㉢ 사이

에 있어야 한다. 

Ú	‌�두 점 (0, -1), (1, 1)을 지나는 직선 ㉠의 기울기가 

1-(-1)
1-0 =2이므로 직선 y=ax-1이 y축과 직선	

㉠ 사이에 있으려면 a>2이어야 한다.

Û	‌�두 점 (0, -1), (2, 0)을 지나는 직선 ㉡의 기울기가 	

0-(-1)
2-0 =1

2이므로 직선 y=ax-1이 직선 ㉡과 	

같거나 두 직선 ㉡, ㉢ 사이에 있으려면 0<aÉ 1
2이

어야 한다. 

Ú, Û에서 구하는 실수 a의 값의 범위는 

0<aÉ 1
2  또는 a>2� 답 0<aÉ 1

2  또는 a>2

이 문제는 가우스 기호와 무리함수라는 두 가지 중요한 개념을 함께 

사용한 좋은 문제이다.

가우스 기호를 포함한 함수는 x의 값의 범위에 따라 그래프를 직접 그

려 해석하는 것이 가장 좋다. 이때 범위는 가우스 기호를 포함한 식의 

값이 정수가 되도록 하는 x의 값을 기준으로 구분한다. 예를 들어 

[x]는 x의 값의 범위를 0Éx<1, 1Éx<2, 2Éx<3, y로 나누고, 

[3x]는 x의 값의 범위를 0Éx<1
3 , 13Éx<2

3 , 23Éx<1, y로 나

눈다.

또한, 무리함수는 근호 안의 식의 값이 0 이상이어야 한다는 조건이 중

요하고, 무리함수 역시 그래프를 직접 그려 해석하는 것이 용이하다.

서울대 선배들의 추천 PICK 1등급 비법 노하우

03

본문 pp.107~108
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해결단계

➊ 단계
좌표평면 위에 두 함수 y= f(x), y=g(x)의 그래프를 그

린다.

➋ 단계 조건을 만족시키는 점의 개수를 구한다. 

f(x)=-6x+5 
x+1 =

-6(x+1)+1
x+1 = 1

x+1 -6

이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 함수 y=1
x 

의 그래프를 

x축의 방향으로 -1만큼, y축의 방향으로 -6만큼 평행

이동한 것이고 점근선의 방정식은 x=-1, y=-6이다.

또한, 함수 y=g(x)의 그래프는 함수 y='§x의 그래프

를 x축의 방향으로 -4만큼 평행이동한 것이다.

따라서 두 함수 y= f(x), y=g(x)의 그래프와 y축 및 

직선 x=12로 둘러싸인 도형은 다음 그림과 같다.

y=f(x)

y=g(x)

x

y

1

-6

-2
-1

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12

4
3

-5

2

O

-4
-3

도형의 내부 또는 그 둘레에 포함되고 x좌표와 y좌표가 

모두 정수인 점의 좌표를 (m, n)이라 하면 다음과 같이 

경우를 나누어 구할 수 있다.

Ú -5ÉnÉ2일 때, 

0ÉmÉ12이므로 점 (m, n)의 개수는

8_13=104

Û n=3일 때, 

5ÉmÉ12이므로 점 (m, n)의 개수는

1_8=8

Ü n=4일 때, 

m=12이므로 점 (m, n)의 개수는 1

Ú, Û, Ü에서 조건을 만족시키는 점 (m, n)의 개수는

104+8+1=113� 답 113

해결단계

➊ 단계
두 함수 y= f(x), y= f-1(x)의 그래프가 직선 y=x에 

대하여 대칭임을 이용하여 교점 P의 좌표를 구한다.

➋ 단계

선분 AB의 길이가 최대가 되려면 점 A를 지나고 기울기

가 1인 직선이 함수 y= f(x)의 그래프와 접해야 함을 이

용하여 점 A의 좌표를 구한 후, 선분 AB의 길이를 구한다.

➌ 단계
직선 AB의 방정식을 구한 후, 점 P와 직선 AB 사이의 거

리를 구한다.

➍ 단계 삼각형 ABP의 넓이를 구한다.

함수 f(x)가 x의 값이 증가할 때 y의 값도 증가하는 함

수이므로 두 함수 y= f(x), y= f-1(x)의 그래프의 모

든 교점은 직선 y=x 위에 존재한다. ← 본문 75쪽 비법노트Ⓘ ⑸

따라서 교점 P의 x좌표는 방정식 'Äx+2=x의 실근이므

04

05

로 이 식의 양변을 제곱하면

x+2=xÛ̀ , xÛ`-x-2=0

(x-2)(x+1)=0    ∴ x=2`(∵ x¾0)

즉, 점 P의 x좌표가 2이므로 P(2, 2)

한편, 두 점 A, B는 직선 y=x

에 대하여 대칭이므로 선분 AB

의 길이가 최대가 되려면 오른

쪽 그림과 같이 점 A를 지나고 

기울기가 1인 직선이 점 A에서 

함수 y= f(x)의 그래프와 접

해야 한다.

이 직선의 방정식을 y=x+a`(a는 상수)라 하면 접점 A

의 x좌표는 방정식 x+a='Äx+2의 실근이므로 이 식의 

양변을 제곱하면 

xÛ̀ +2ax+aÛ̀ =x+2

∴ xÛ̀ +(2a-1)x+aÛ̀ -2=0    yy㉠

이 이차방정식이 중근을 가져야 하므로 판별식을 D라 하면

D=(2a-1)Û`-4(aÛ̀ -2)=0

-4a+9=0    ∴ a=9
4

이것을 ㉠에 대입하면

xÛ̀ +7
2x+49

16=0, {x+7
4 }2`=0

∴ x=-7
4

즉, A{-7
4 , 

1
2}, B{

1
2 , -7

4 }이므로 선분 AB의 길이는

¾Ð{ 12+
7
4 }2`+{-

7
4-

1
2 }2`=

9'2
4

또한, 직선 AB의 방정식은

y-1
2=-{x+7

4 }

∴ 4x+4y+5=0

점 P(2, 2)와 직선 AB, 즉 4x+4y+5=0 사이의 거리는

|4_2+4_2+5|
"Ã4Û`+4Û` 

= 21
4'2

따라서 삼각형 ABP의 넓이는

1
2_

9'2
4 _ 21

4'2
=189

32 � 답 
189
32

해결단계

➊ 단계 함수 y= f(x)의 그래프의 개형을 파악한다.

➋ 단계
f(x)=t로 놓고 f(t)=k를 만족시키는 t의 값을 구하고, 

g(k)의 값을 구한다.

➌ 단계 g(6)+g(5)+g(1)의 값을 구한다. 

f(x)=-"Ã|x|-3+5가 정의되는 x의 값의 범위는

|x|-3¾0    ∴ xÉ-3 또는 x¾3

∴ f(x)‌�=-"Ã|x|-3+5	

=[`
-'Ä-x-3+5 (xÉ-3)

-'Äx-3+5� (x¾3)

06
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따라서 함수 y= f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

y=f(x)

y

x
O

3 28-28 -3

5

이때 f( f(x))=k에서 f(x)=t`(tÉ5)로 놓으면

Ú k=6일 때, 

f( f(x))= f(t)=6에서 함수 y= f(t)의 그래프와 

직선 y=6의 교점은 존재하지 않으므로

g(6)=0

Û k=5일 때, 

f( f(x))= f(t)=5에서 

t=-3 또는 t=3

함수 y= f(x)의 그래프와 두 직선 y=-3, y=3의 

서로 다른 교점의 개수는 각각 2이므로

g(5)=4

Ü k=1일 때, 

f( f(x))= f(t)=1에서 

-"Ã|t|-3+5=1

"Ã|t|-3=4, |t|-3=16

|t|=19

∴ t=-19 또는 t=19

함수 y= f(x)의 그래프와 직선 y=-19의 서로 다

른 교점의 개수는 2이고, 함수 y= f(x)의 그래프와 

직선 y=19의 교점은 존재하지 않으므로 

g(1)=2

Ú, Û, Ü에서 구하는 합은

g(6)+g(5)+g(1)=0+4+2=6 � 답 6

해결단계

➊ 단계
함수 y= f(x)의 그래프와 원 xÛ`+(y-1)Û`=1을 그린 후, 

세 도형을 나타낸다. 

➋ 단계
함수 y=xÛ``(x¾0)의 역함수의 그래프와 함수 y='Ä-x의 

그래프가 y축에 대하여 대칭임을 이용하여 S£의 값을 구한다.

➌ 단계
SÁ+Sª+S£이 원 xÛ̀ +(y-1)Û̀ =1의 넓이와 같음을 이용하

여 SÁ+Sª의 값을 구한 후, S£-(SÁ+Sª)의 값을 구한다.

함수 f(x)=[`
'Ä-x (x<0)

xÛ`� (x¾0) 
의 그래프와 원

xÛ̀ +(y-1)Û`=1로 둘러싸인 세 도형의 넓이를 작은 것부

터 순서대로 나타내면 다음 그림과 같다.

07

이때 y=xÛ̀ `(x¾0)의 역함수는 y='§x이고, 역함수

y='§x 의 그래프와 함수 y='Ä-x 의 그래프는 y축에 대

하여 대칭이므로 다음 그림의 두 도형 ㉠, ㉡의 넓이가 서

로 같다.

㉠㉡

따라서 S£은 반지름의 길이가 1인 반원의 넓이와 직각삼

각형 OAB의 넓이의 합과 같으므로

S£=1
2_p_1Û`+1

2_2_1

=p2+1

한편, SÁ+Sª+S£은 원 xÛ̀ +(y-1)Û`=1의 넓이와 같으

므로

SÁ+Sª+S£=p_1Û`=p
∴ SÁ+Sª‌�=p-S£	  

=p-{p2+1}	  

=p2 -1

∴ S£-(SÁ+Sª)‌�=p2+1-{p2-1}=2� 답 2

해결단계

➊ 단계

f Á(x)='Ä-3x+6+5, f ª(x)= ax+b 
x+2 라 하고, 

-2a+b의 값에 따른 유리함수 y= f ª(x)의 그래프의 점

근선의 방정식을 구한다.

➋ 단계
함수 f(x)가 일대일대응임을 이용하여 x=2에서의 	

f ª(x)의 함숫값을 구한다.

➌ 단계
➊, ➋ 단계를 이용하여 순서쌍 (a, b)의 개수를 구하고, 

g(4)의 값을 구한다. 

함수 f(x)의 역함수가 존재하려면 함수 f(x)가 일대일

대응이어야 한다.

f Á(x)='Ä-3x+6+5, f ª(x)= ax+b 
x+2 라 하면

xÉ2에서 f Á(x)¾5

함수 f(x)의 치역이 양의 실수 전체의 집합이므로

x>2에서 0< f ª(x)<5    yy㉠

f ª(x)= ax+b 
x+2 =-2a+b 

x+2 +a이므로 -2a+b의 값에 

따라 경우를 나눌 수 있다.

Ú -2a+b>0일 때, 

x>2에서 함수 y= f ª(x)는 x의 값이 증가할 때 y의 

값은 감소하는 함수이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 

다음과 같아야 한다.

08
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y=f(x)

y

xO

5

2

㉠에 의하여 유리함수 y= f ª(x)의 그래프의 한 점근

선의 방정식이 y=0이어야 하므로

a=0 

또한, 함수 f(x)가 일대일대응이려면 

f ª(2)=5

2a+b 
4 =5

위의 식에 a=0을 대입하면

b
4=5    ∴ b=20

이때 g(4)=a라 하면 f(a)=4, 즉 f ª(a)=4이므로

‌� 20 
a+2 =4

a+2=5    ∴ a=g(4)=3

따라서 순서쌍 (a, b)는 (0, 20)이고 g(4)=3이다.

Û -2a+b=0일 때, 

f ª(x)=a이므로 함수 f(x)는 일대일대응이 아니다.

즉, 조건을 만족시키지 않는다.

Ü -2a+b<0일 때, 

x>2에서 함수 y= f ª(x)는 x의 값이 증가할 때 y의 

값도 증가하는 함수이므로 함수 y= f(x)의 그래프는 

다음과 같아야 한다.

	
y=f(x)

y

xO

5

2

㉠에 의하여 유리함수 y= f ª(x)의 그래프의 한 점근

선의 방정식이 y=5이어야 하므로

a=5

함수 f(x)가 일대일대응이려면 f ª(2)=0 

2a+b 
4 =0

위의 식에 a=5를 대입하면

10+b  
4 =0    ∴ b=-10

이때 g(4)=b라 하면 f(b)=4, 즉 f ª(b)=4이므로

5b-10
b+2 =4, 5b-10=4b+8 

∴ b=g(4)=18

따라서 조건을 만족시키는 순서쌍 (a, b)는 		

(5, -10)이고 g(4)=18이다.

Ú, Û, Ü에서 함수 f(x)의 역함수가 존재하도록 하는 

두 실수 a, b의 순서쌍 (a, b)는 (0, 20), (5, -10)의 2

개이고, 모든 g(4)의 값의 합은 S=3+18=21이므로

k+S=2+21=23 � 답 23

실수 전체의 집합에서 함수 f(x)가 일대일대응이면 함수 y= f(x)
의 그래프가 끊어지는 점 없이 연결되어야 한다고 오해할 수 있다. 

그러나 풀이에서 Ü과 같이 함수 y= f(x)의 그래프가 x=2에서 연

결되지 않더라도 함수 f(x)가 일대일대응일 수 있다. 

BLACKLABEL 특강 오답 피하기

해결단계

➊ 단계

함수 y= f(x)의 그래프 위의 점 P와 함수 y= f(x)의 그

래프를 원점에 대하여 대칭이동한 함수 y=g(x)의 그래프 

위의 점 Q'에 대하여 
b+d
a+c 의 값이 직선 PQ'의 기울기와 

같음을 파악한다. 

➋ 단계
두 함수 y= f(x), y=g(x)의 그래프를 이용하여 기울기

가 최대가 될 때와 최소가 될 때의 조건을 구한다.

➌ 단계
➋ 단계 에서 구한 조건에 따라 최댓값 M과 최솟값 m을 구

한 후, M-m의 값을 구한다.

구하는 값 b+d
a+c

= b-(-d)
a-(-c)

는 두 점 (a, b)와

(-c, -d)를 지나는 직선의 기울기와 같다.

Q'(-c, -d)라 하고, 함수 y= f(x)의 그래프를 원점

에 대하여 대칭이동한 그래프의 함수식을 y=g(x)라 하

면 점 Q'은 함수 g(x)=1+2'Ä-x-2`(-38ÉxÉ-2)

의 그래프 위에 있다.

즉, 함수 y= f(x)의 그래프 위의 점 P, 함수 y=g(x)
의 그래프 위의 점 Q'에 대하여 직선 PQ'의 기울기를 k

라 하고 직선 PQ'을 움직여 보면 다음 그림과 같다. 

Ú	‌�k는 직선 PQ'이 두 곡선 y= f(x), y=g(x)에 동시

에 접할 때 최소이고 두 곡선이 원점에 대하여 대칭이

므로 직선 PQ'은 원점을 지나는 직선이 된다.

	‌� 즉, 직선 PQ'의 방정식은 y=kx이다. 		

이때 직선 y=kx와 곡선 f(x)=-1-2'Äx-2의 교

점의 x좌표는 방정식 kx=-1-2'Äx-2의 실근이므로

	 kx+1=-2'Äx-2의 양변을 제곱하면

	 (kx+1)Û`=4(x-2)

	 kÛ̀ xÛ̀ +2(k-2)x+9=0

	 이때 k¾0이면 직선 y=kx는 두 함수 y= f(x),

	 y=g(x)의 그래프와 만나지 않으므로 k<0

	‌� x에 대한 이차방정식 kÛ`xÛ`+2(k-2)x+9=0이 중

근을 가져야 하므로 판별식을 D라 하면

09
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D
4 =(k-2)Û`-kÛ̀ _9=0

	 8kÛ̀ +4k-4=0, 2kÛ̀ +k-1=0

	 (k+1)(2k-1)=0    ∴ k=-1`(∵ k<0)

	 즉, 직선 PQ'의 기울기의 최솟값은 m=-1이다.

Û	‌�k는 P(38, -13), Q'(-38, 13)일 때 최대이고 최

댓값은

	 k=
13-(-13)
-38-38 =-13

38

	 즉, 직선 PQ'의 기울기의 최댓값은 M=-13
38이다.

Ú, Û에서 M-m=-13
38-(-1)=25

38 � 답 
25
38

점 P는 곡선 y= f(x) 위의 임의의 점이고 점 Q'은 곡선 y=g(x) 위
의 임의의 점이므로 직선 PQ'이 반드시 원점을 지나는 직선인 것은 

아님에 주의한다. 

또한, 그래프를 정확하게 그리는 것이 어려운 경우에는 개형에서 경계

로 가능한 경우를 모두 찾고 직접 값을 구하여 최대, 최소를 판단해야 

한다. 

이 문제에서 직선 PQ'의 기울기가 최대가 되는 경우는 다음과 같이 

나누어 생각할 수 있다. 

⑴	P(38, -13), Q'(-38, 13)일 때,

	 직선 PQ'의 기울기는 
13-(-13)
-38-38 =-13

38
⑵	P(2, -1), Q'(-2, 1)일 때,

	 직선 PQ'의 기울기는 
1-(-1)
-2-2 =-1

2
⑶	P(2, -1), Q'(-38, 13) 또는 P(38, -13), Q'(-2, 1)일 때,

	 직선 PQ'의 기울기는 
13-(-1)
-38-2 =- 7

20

이때 - 13
38>- 7

20>- 1
2 이므로 직선 PQ'의 기울기는 ⑴의 경우에 

최대이다.

BLACKLABEL 특강 오답 피하기

해결단계

➊ 단계
f Á(x)='Ä-2x+16+4, f ª(x)=-'Ä2x-8+b라 하고 

f Á(k)= f ª(k)임을 이용하여 b와 k에 대한 식을 구한다.

➋ 단계
두 점 (8, 4), (4, b)를 이은 선분의 중점이 (k, f(k))임을 

이용하여 k의 값을 구하고, b의 값을 구한다.

➌ 단계 k_ f(2k)의 값을 구한다.

양수 k에 대하여 x<k에서 f(x)='Ä-2x+2a+4이므로

f(0)=8, '¶2a+4=8  

'¶2a=4    ∴ a=8

∴ f(x)=[`
'Ä-2x+16+4 (x<k)

-'Ä2x-8+b � (x¾k)

이때 f Á(x)='Ä-2x+16+4, f ª(x)=-'Ä2x-8+b라 

하면

f Á(x)='Ä-2x+16+4='Ä-2(x-8)+4 

f ª(x)=-'Ä2x-8+b=-'Ä2(x-4)+b  

함수 f(x)가 실수 전체의 집합에서 정의되었으므로 

4ÉkÉ8

함수 y= f(x)의 그래프가 점 (k, f(k))에 대하여 대칭

이므로 

10

← xÉ8에서 정의된다. 

← x¾4에서 정의된다. 

f Á(k)= f ª(k)

'Ä-2k+16+4=-'Ä2k-8+b    yyyyyy㉠

또한, 두 무리함수 y= f Á(x), y= f ª(x)의 그래프가 점 

(k, f(k))에 대하여 대칭이어야 하므로 무리함수 	

y= f Á(x)의 그래프의 시작점 (8, 4)와 무리함수 	

y= f ª(x)의 그래프의 시작점 (4, b)가 점 (k, f(k))에 

대하여 대칭이어야 한다.

즉, 두 점 (8, 4), (4, b)를 이은 선분의 중점이 

(k, f(k))이어야 하므로

k=8+4 
2 =6	

k=6을 ㉠에 대입하여 풀면 b=8

따라서 f(x)=[`
'Ä-2x+16+4 (x<6)

-'Ä2x-8+8 � (x¾6)
이므로

f(2k)= f(12)=-'Ä2_12-8+8=4

∴ k_ f(2k)=6_4=24 � 답 24

다른 풀이

에서 곡선 y='Ä-2x+16+4를 점 (k, f(k))에 대하

여 대칭이동한 곡선의 방정식은

2 f(k)-y="Ã-2(2k-x)+16+4

∴ y=-'Ä2x-4k+16+2 f(k)-4

이 방정식이 y=-'Ä2x-8+b와 일치하므로

-4k+16=-8, 2 f(k)-4=b

∴ k=6

다음은 와 같다.

해결단계

➊ 단계
두 실수 a, b의 값의 범위에 따른 함수 y=|f(x)|의 그래

프를 그린다. 

➋ 단계

조건을 만족시킬 때, 함수 y=|f(x)|의 그래프가 지나는 

점과 기울기가 
1
4이고 x>1

6에서 함수 y=|f(x)|의 그래

프에 접하는 직선을 이용하여 a, b의 값을 구한다.

➌ 단계 6a+3b의 값을 구한다.

{t|h(t)=1}=[t|t<-1
6 ]

에서 h(t)=1을 만족시키는 실수 t의 값의 범위는 

t<-1
6이므로 함수 y=|f(x)|의 그래프와 직선 	

l`:`x-4y+t=0이 오직 한 점에서만 만나도록 하는 실

수 t의 값의 범위가 t<-1
6이다.    yy㉠

직선 l`:`x-4y+t=0, 즉 y=1
4x+ t

4에서 

(직선 l의 y절편)= t
4<- 1

24 

이때 두 실수 a, b의 값에 따라 함수 y=|f(x)|의 그래

프는 다음과 같다.



11
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(해001-150)공수2.indb   185 2025. 3. 12.   오후 5:18



186      블랙라벨 공통수학 2

Ú a<0일 때, 

y

x
O

-t

b
y=|f(x)|

t
4

y= x+ t
4

1
4  �

y

x
O
-t

-b
y=|f(x)|

t
4

y= x+ t
4

1
4

[b¾0일 때]          `       [b<0일 때]

t<-1
6에서 함수 y=|f(x)|의 그래프와 직선 	

y=1
4x+ t

4는 만나지 않으므로 ㉠을 만족시키지 않

는다.

Û a>0일 때,

① b¾0인 경우 

y

xO
b

y=|f(x)|

y= x+ t
4

1
4

t¾0에서 함수 y=|f(x)|의 그래프와 직선 	

y=1
4x+ t

4가 오직 한 점에서 만나도록 하는 실수 t

가 존재하므로 ㉠을 만족시키지 않는다.

② b<0인 경우 

y

x
O

-b

y=|f(x)|

y= x- 1
24

1
4

1
24

y= x-b1
4

1
6

-

㉠을 만족시키려면 함수 y=|f(x)|의 그래프가 점 

{ 16 , 0}을 지나야 하므로

®É 16 a+b=0  	   yy㉡

또한, 기울기가 
1
4이고 x>1

6에서 함수 y=|f(x)|

의 그래프에 접하는 직선이 점 (0, -b)를 지나야 하

므로 직선의 방정식은 y=1
4 x-b

이 직선이 x>1
6에서 함수 y=| f(x)|의 그래프에 

접하므로

1
4 x-b='¶ax+b에서 

1
4 x-2b='¶ax

위의 식의 양변을 제곱하면

1
16 xÛ`-bx+4bÛ̀ =ax

xÛ̀ -16(a+b)x+64bÛ̀ =0

x에 대한 이차방정식의 판별식을 D라 하면 D=0이

므로

D 
4 ={-8(a+b)} Û`-64bÛ̀ =0 

aÛ`+2ab=0, a(a+2b)=0

a+0이므로 a=-2b 	  yy㉢

㉡, ㉢을 연립하여 풀면

a=2
3 , b=-1

3

Ú, Û에서 ‌a=2
3 , b=-1

3이므로

6a+3b=6_2
3+3_{-1

3 }=3� 답 3

해결단계

➊ 단계 함수 f(x)의 역함수 f-1(x)를 구한다.

➋ 단계
a¾ 3

2 임을 이용하여 함수 y=g(x)의 그래프의 개형을 파

악한다.

➌ 단계

함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=x-n의 위치 관계와 

h(1)=h(3)<h(2)임을 이용하여 h(1), h(2), h(3)의 

값을 구한다.

➍ 단계

직선 y=x-3이 함수 y=g(x)의 그래프에 접함을 이용하

여 a의 값을 구한 후, f(4), f-1(4)의 값을 비교하여 g(4)
의 값을 구한다.

y='Äax-3+2 {x¾ 3
a }에서 y-2='Äax-3

위의 식의 양변을 제곱하면

yÛ`-4y+4=ax-3, ax=yÛ`-4y+7

x=1
a y Û`- 4

ay+7
a

x와 y를 서로 바꾸면 y=1
a xÛ`- 4

a x+7
a

∴ f-1(x)=1
axÛ`- 4

a x+7
a  (x¾2)

a¾ 3
2에서 0<3

aÉ2이고, �

함수 y= f(x)의 그래프는

점 { 3a , 2}를 지나므로 두 함

수 y= f(x), y= f-1(x)의 

그래프는 오른쪽 그림과 같다.

이때 함수 g(x)는 x¾2에

서 f(x)와 f-1(x)의 값 중 

크지 않은 값이므로 함수

y= g(x)의 그래프의 개형

은 오른쪽 그림과 같다.

이 그래프와 직선 y=x-n 

12
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(n은 자연수)이 만나는 서로 다른 점의 개수는 항상 1 이

상이므로	

1Éh(1)=h(3)<h(2)에서

h(2)=2 또는 h(2)=3 

Ú	h(2)=2일 때, 

	‌� 함수 y=g(x)의 그래

프는 오른쪽 그림과 같

이 직선 y=x-2에 접

해야 한다.

	‌� 이때 함수 y=g(x)의 

그래프와 직선 y=x-1이 만나는 서로 다른 점의 개

수는 2 또는 3이므로 h(1)<h(2)라는 조건을 만족시

키지 않는다.

Û	‌�h(2)=3일 때,�

	‌� 함수 y= g(x)의 그

래프는 오른쪽 그림

과 같고 주어진 조건

이 성립하려면

	‌� h(1)=h(3)=2이어

야 한다.

Ú, Û에서 직선 y=x-3이 함수 y=g(x)의 그래프에 

접해야 하므로 방정식 f-1(x)=x-3이 중근을 갖는다.

즉, 
1
axÛ`- 4

ax+7
a=x-3에서

xÛ`-4x+7=ax-3a (∵ a+0)

xÛ`-(a+4)x+7+3a=0

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D={-(a+4)}Û`-4(7+3a)=0

aÛ`-4a-12=0, (a+2)(a-6)=0

∴ a=6 {∵ a¾ 3
2 }

∴ f(x)='Ä6x-3+2, f-1(x)=1
6xÛ`- 2

3x+7
6

이때 f(4)='Ä6_4-3+2='¶21+2,

f-1(4)=1
6_4Û`- 2

3_4+7
6=

7
6 , 즉

f(4)> f-1(4)이므로 g(4)= f-1(4)=7
6

따라서 p=6, q=7이므로

p+q=13� 답 13

x

y y=x

y=g{x}
y=x-2

O 2
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